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Osxar Perron. 


I. Abschnitt. 
Allgemeines. 
§ 1. 
Aufstellung des Algorithmus. 


Zur Bestimmung des gréBten gemeinsamen Teilers von zwei positiven 
ganzen rationalen Zahlen z, y bedient man sich bekanntlich des Euklidischen 


Verfahrens, wodurch zugleich auch der Bruch in einen Kettenbruch ent- 


wickelt wird. Setzt man + = «, so erhalt man hierbei den formalen Ansatz: 


1 
a we > a, 
1 


“=a+s, 
a 


a”) = a”) ‘ 


wo die a, a’,---,a” die bez. in a; «,---, a” enthaltenen gréBten ganzen 
Zahlen bedeuten. Einmal mu notwendig ein «”) eine ganze Zahl werden, 
und der ProzeB erreicht damit sein Ende. Genau derselbe Ansatz laBt 
sich indes auch durchfiihren, wenn « eine beliebige reelle Zahl bedeutet; 
jedoch liuft der ProzeB dann ins Unbegrenzte fort, sobald « irrational 
ist. Man gelangt so dazu, eine beliebige reelle positive Zahl in einen 
Kettenbruch zu entwickeln. 

Um nun zu den allgemeineren kettenbruchihnlichen Algorithmen zu 
gelangen, gehen wir analog davon aus, zu n+ 1 gegebenen positiven 
ganzen Zahlen z,, 2,,---, 2, den gréBten gemeinsamen Teiler zu bestim- 
men. Dabei wird man am zweckmiBigsten wohl auf folgende Weise ver- 
fahren: Ist etwa x, die kleinste der » + 1 Zahlen, so dividiere man die 
nm andern alle durch z, und bestimme die Divisionsreste. Diese bilden 
mit x, zusammen ein neues System von »+ 1 Zahlen, die denselben 
gréBten gemeinsamen Teiler haben wie die urspriinglichen. Man wihle 
daher wiederum die kleinste unter ihnen aus, dividiere durch sie die n 
andern, und wiederhole dies Verfahren, solange es nétig ist. 

Im Verlauf des beschriebenen Prozesses wird bei jedem folgenden 
Schritt die kleinste der »-+ 1 Zahlen im allgemeinen an einer andern 
Stelle auftreten, als bei den vorhergehenden »+1 Zahlen. Um rein 
formal gréBere RegelmaBigkeit zu erzielen, wird man daher nicht durch 
die jeweils kleinste, sondern jedesmal durch diejenige der » + 1 Zahlen 
dividieren, die an einer bestimmten Stelle, etwa der ersten, erschienen ist, 
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wobei man im allgemeinen allerdings etwas langsamer zum Ziel gelangt. 
Man wird so zu dem folgenden Schema gefiihrt: 
, , 
Ly =X +hq , Ly =A +2, °°) Te=On%o +2n-1, TOT , 
, iz , , ’ , , , fi 
(a) ee +2", 2 =A, Ly +2,",° 2 °*'y Tn=AnXo +%,- 1) Lo= Ly ? 
” oo 
BO ty +9", POY FE ORTH 1, Ss 


Der ‘sligemeinete devntige Anects ‘en, der zur Beslimmung des 
gréBten Teilers von » +1 Zahlen y%, y,,---,y, fihrt, lautet: 


Yo = by, + bey nett». + Yn4iy 
(B) 4 siti + by, +: + OaSoes + Yn42> 
-_ bts + by"yg +++ + OF o Fors + Foose 


Die beiden zuvor “angegebenen Methoden erhilt man — durch Speziali- 
sierung, indem man in jeder Zeile simtliche b,”) bis auf ein bestimmtes 
unter ihnen gleich Null setzt. Bei diesem formalen Ansatz liegt es nun 
aber nahe, die b,”) in anderer Weise zu wihlen, nimlich }, als gréBtes 


Yo 


Ganzes von .? sodann 6, als nts Ganzes von ms % usw., ebenso 


b,’ als gréBtes Ganzes von “*, b; als gréBtes Ganzes von n=” 1% usw., 


wodureh die weitere Wahl der b geniigend ersichtlich sein diirfte. 
Ich will nun zeigen, daB das System (8), obwohl es in dieser Form 
viel allgemeiner erscheint als (a), sich doch durch eine bloBe Anderung 


der Bezeichnung mit letzterem zur Deckung bringen liBt. Zu dem Ende 
setze man 


Yo — by, — boy —---— dy, =X, 
9, — o'%,—--*— b, 1%.= XY, 
Yp— +++ — 0) 5¥,—= Xe, 


Yn =X 
und wihle nun 2, 2,,---,#, zum Ausgangspunkt an Stelle von y), y,,°-- 
Fiihrt man dann weiter die Abkiirzungen ein: 


iho y= we vf 9549 


= pir» 


Yi+a 9:42 — 
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so resultiert aus (8) genau das System («), wenn man nur noch ” = —- 


setzt. Wiahlt man die uw” in der oben angegebenen Weise, so werden 
dabei die a,” genau die in s enthaltenen gréBten ganzen Zahlen, wie 
dies auch bei dem Ansatz (a) der Fall sein sollte. 

Die Reihe 2, 2, %)",--- ist eine Folge stets abnehmender positiver 
ganzer Zahlen; es wird also notwendig einmal die Null zum Vorschein 
kommen. Alsdann ist derselbe ProzeB mit weniger als n+ 1 GréBen 
weiterzufihren; er wird wieder eine solche Unterbrechung erfahren, usw., 
bis er schlieBlich mit zwei GréBen fortzusetzen ist, in welchem Fall er 
mit dem Euklidischen Verfahren identisch wird und so zur Bestimmung 
des gréBten Teilers fiihrt. 

Wir wiederholen jetzt den Ansatz («), jedoch ohne die beschrinkende 
Annahme, daB x, z,,---, x, ganze Zahlen sind; vielmehr sollen irgend 
welche reellen Werte zugelassen werden. Der ProzeB kann dann zwar 
auch eine oder mehrere Unterbrechungen (Stérungen) erleiden (vergl. 


dariiber § 3), wird aber, wenn von den Verhiltnissen = tem = wenigstens 
) 0 


2”) 
pe (v 


eines irrational ist, ins Unbegrenzte fortlaufen. Setzt man noch = a), 


so erhailt man aus («) das Gleichungssystem 


a 


n—l 
Pe 
n 


1 ee, 
OA ty My KH Og $7 Oe =O + — 
n n 


(1) ’ , 1 ’ a , , or4 
a =a, + ai» G, = Oy ty ty On On + — 
n n n 


welches den Ausgangspunkt fiir die folgenden Untersuchungen bildet. 
Nach den obigen Ausfiihrungen wiirde man keine gréBere Allgemeinheit 
erzielen, wenn man in gleicher Weise den Ansatz (8) modifizieren wiirde. 

Die in (1) auftretenden ganzen Zahlen a,” sind nicht ganz beliebige, 
vielmehr unterliegen sie gewissen Beschrinkungen. Fiir y >1 sind nim- 
al’) of”) 


lich die Zahlen — ~ he > zwischen 0 und 1 gelegen (mit Aus- 
«, ba ba 


schlu8 von 1), und deshalb gelten die Ungleichungen 
a” >1,a”>a”>0,---,a% >a”, >0 (fiir v= 1,2,3,---). 


Dazu kommen noch die folgenden Erginzungsbedingungen: Ist einmal 
a” —a\”, so muB, damit doch a” > «” ist, notwendig a’*)>1, also 


a*» >1 sein. Ist weiter fiir ein bestimmtes i etwa a” —a\”, so folgt 
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aus entsprechenden Griinden, da8 ° ey > "thy sein wird; findet auch 


hierbei wieder Gleichheit statt, so wird auBerdem a‘’*? > "try sein usw.*) 
Setzt man die Zahlen «,,---,«, als positiv voraus, so muS auch 
a, >0,---,a,=>0 sein. Diese Annahme wird in der Theorie der Ketten- 
briiche (d. h. fiir »—1) meist gemacht; doch ist im folgenden der Fall 
negativer «, und somit negativer a,, der vielfach eine Sonderbetrachtung 
erfordert, iiberall mitberiicksichtigt. 

Fiir n = 1 fiihren die Gleichungen (1) bez. (@) auf die gewéhnlichen 
Kettenbriiche; fiir » —2 sind sie zuerst in einer nachgelassenen Arbeit 
von Jacobi*™) untersucht, weshalb ich sie allgemein als Jacobischen 
Kettenbruchalgorithmus bezeichnen will. Weitere Abhandlungen iiber den- 
selben Gegenstand stammen von Fiirstenau***) und Paul Bachmann7). 
Endlich ist eine Untersuchung von Franz Meyer}}) zu nennen, der die 
Gleichungen (8) zum Ausgangspunkt wihlt und auch den Fall eines be- 
liebigen  behandelt. Uber den wesentlichen Mangel aller dieser Arbeiten 
vergleiche man den SchiuB von § 4. 

Der Vollstindigkeit halber sei noch erwihnt, daB in einigen irbeiten 
von Pincherle}++}) ein entsprechender Algorithmus auch fiir die Ent- 
wicklung analytischer Funktionen Verwendung gefunden hat; doch werde 
ich darauf nicht mehr eingehen. 


§ 2. 
Formale Entwicklungen. 


Wenn man in die erste Zeile der Gleichungen (1) fiir aj,---, a, die 
Werte aus der zweiten Zeile substituiert, sodann fiir aj,---, a, die Werte 
aus der dritten Zeile usw., so erhalt man, wie leicht durch vollstandige 
Induktion bewiesen wird, die folgenden Gleichungen 

*) DaB weitere Einschriinkungen nicht stattfinden, sondern innerhalb der an- 
gegebenen Bedingungen die a”) ganz beliebig sein kiénnen, wird in § 5 gezeigt. 

**) Allgemeine Theorie der kettenbruchahnlichen Algorithmen, in welchen jede 
Zahl aus drei vorhergehenden gebildet wird. Publ. von Heine, Journ. f. d. reine und 
angew. Math. 69. — Werke Bd. 6. 

***) Uber Kettenbriiche hdherer Ordnung, Jahresbericht des kgl. Realgymnasiums 
zu Wiesbaden 1874. 

+) Zur Theorie von Jacobis Kettenbruchalgorithmen, Journal f. d. reine und 
angew. Math. 75. — Vorlesungen iiber die Natur der Irrationalzahlen, zehnte Vorlesung. 
+t) Verhandlungen des ersten internationalen Math.-Kongresses zu Ziirich 1898. — 
Schriften der Kénigsberger phys.-dkon. Gesellschaft 38, 1897. 
+++) Sulla generalisazione delle frazioni continue algebriche, Annali di mat. 19. — 


Di un’ estenzione dell’ algoritmo delle frazioni continue, Rendiconti dell’ Istituto 
Lombardo XXII, u. a. m. 
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AG? APT D Gl) 4... 4 AGH af?) 
ORD tae 
wobei fir vy <n 
(3) A®=1, A? =0 falls vi 
ist, und fiir gréBere Indizes die Rekursionsformeln 
(4) Arete? = AM 4 a ATM 4... al AUT” (4 = 0,1, ---, n) 
zur Berechnung der GréBen A” dienen.*) 

Hieraus folgt auch leicht die Beziehung 

v) ¥+1) (y¥+n) | 
A” an --- | 


(@ es: 1, 2,---,m), 


0 0 
(r) (¥+1) (+n) | 
(5) A, A, ae A, | = (—1)*". 


| 4 (¥+1) (v¥+n) 
| A’ A) wai y A, | 


Bedeuten u,, %,,---, 4, irgend welche Unbestimmte, so ist 


| 0 My My oo My 
| 4m (¥ +1) of) (¥ +») ofr) (*) 4+) (v+n) | 
/ A, +q' GS +" +& « 4,’ 4,*"::- 4, 


| ' 
Fag + Yl a” =— to A” Yai ~~ Avr” 


() (») 


! | 
—t, —U,@, oro @,, Uy u, : “oo. | 
*) 4ge+D (v+n) | 
= 0 A, A, > “Ay 
(v) (y¥ +1) (s+) 
| 0 A” Aeth... ae 


=(—1"*" (uta u, + +0). 
Dividiert man durch A® + AC*” ol +...4 A°*" @, indem man in 
der Determinante die erste Kolonne dividiert, so folgt mit Riicksicht auf (2) 
| 0 UM “Uy, 
¥ (y v+n) | 
ey wae ta 


(>) ooo al 
©) |«, 4” yee tied a My taf? wy +--+ alm, 


AY) 4 ACT Del) 4... 4 AUT) af) 





« A” AvtD... Aer 
to n n na 





*) Behilt man an Stelle von (1) die homogenen Gleichungen (a) bei, so ist auch 
(2*) a, = Al” 2”) + AP tg” eee At” 2), (i=0, 1,--+,n). 
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Diese Gleichung reprisentiert in Wirklichkeit »+ 1 verschiedene 
Formeln, und die Einfihrung der Unbestimmten hat lediglich den Zweck, 
diese bequem als eine Gleichung schreiben zu kénnen. Dividiert man 
beiderseits den Koeffizienten von u, durch den von u,, so erhalt man fir 
i=1,2,---,m ein System von Gleichungen, das die Auflisung des 
Systems (2) nach a”, ---, a” darstellt. 

Vergleicht man in (6) beiderseits die Koeffizienten von u, miteinander, 
sodann nach Verminderung des Index v um eine Einheit die Koeffizienten 
von %,, so findet man linkerhand vom Vorzeichen abgesehen beidemal den- 
selben Wert, woraus 

bn te ee 
n AQ~D 4 AM gf —D 4... + ACTED ele— 2) 
folgt. Bringt man diese Formel fiir v= 1,2,3,---, » zur Anwendung 
und multipliziert, so ergibt sich schlieBlich 


(7) aa AM 4 ACTA 4... 4 ACT Ql, 
Mit Riicksicht auf (2) (fiir i=—m) folgt hieraus noch 
(8) oc) me AM 4 APTD GM 4 0. 4 Y -dalad a 


Nach (3) und (4) ist A” eine ganze rationale Funktion von gewissen 
GréBen a. Wenn man in dieser Funktion die oberen Indizes der a alle 
um dieselbe Zahl 4 vermehrt, so soll der entstehende Ausdruck mit 
A bezeichnet werden. Aus den Formeln (2) bis (8) erhilt man dann 


ebenso viele neue, wenn man die obern Indizes der a und a um A ver- 
mehrt, und zugleich den A einen zweiten untern Index / beifiigt. Ins- 
besondere folgt also aus (4) 


—" a A, + —? a Sronih tee et 


Von gréBter Wichtigkeit ist nun die Relation 
(9) Fe a AY, AP + A”, Apt” + ms * A”, “ (i=0, 1,-++,n). 
Der Beweis ergibt sich einfach mittels der vorigen Gleichung durch voll- 


stiindige Induktion, nachdem die Formel fiir vy = 0, 1,---, ja evident ist. 
Als Spezialfall von (4) merke man fiir v = 0 
(10) AGtY 1, ACT) ma, (i—1,2,---,n). 
Aus (9) folgt dann speziell fiir 4 = 1 
¥+1) (») 
A’ +1 = A”, 


Alt) = AM +4,A%, (6=1,2,--4) 


i-1,1 
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oder durch Umkehrung und Vermehrung des Index i um 1 


- Aery 


11 po 
_ A) = A —a,,,40*” (i= 0,1,---n—1). 


? 


é+1 G44 


Die Entwicklungen dieses Paragraphen sind rein formaler Natur und 
bestehen auch zurecht, wenn die a,” nicht ganze rationale Zahlen sind, 
die den in §1 angegebenen Ungleichungen geniigen. Vielmehr kénnen 
es ganz beliebige reelle oder komplexe Zahlen sein, und spiiterhin werden 
wir auch diese allgemeinere Auffassung zulassen. 


$ 3. 
Storungen. 
Der in § 1 definierte Jacobische Algorithmus kann so lange ungestért 


weitergefiihrt werden, als fiir a‘ keine ganze Zahl zum Vorschein kommt. 


Sowie aber etwa fiir v=, einmal «” 


a” =a", und es wiirde a&*” 


- = oo folgen, so daB der Algorithmus 
nicht in derselben Weise fortgesetzt werden kann. Eine solche Erscheinung 
soll kurz als Strung bezeichnet werden. 

Es ist naheliegend, beim Eintritt einer Stérung den ProzeB in 
folgender Weise fortzusetzen: 


eine ganze Zahl wird, so ist 








(+1 
(1) gi) + a a” =a” + a ” oa . a" ) ce 
_, 4, enti)? “2 ae ant? “s =, “wr? ‘ 
na a . 
(¥, +1) 
(1) _ 1) , “nt 
a. =e als +1)? 
+2 
1=—1 + - 0 (1+) git) 4 1 oD at) anf ) =a 
- . q+)? 3 8 cre , 
- n 
Ps 
(vy, +1) (¥, +1) a= i 
a. mG. Aces) , 
i +3 
1 = 1 = 3 (ry, +9) gq ba ee 1 n+ a” 8 . ‘y ) rs 
gi +3)? “2 2 alts +8)? ait)? " 
n 
(7, +2) a! ai: +3) 
1+ a >a 
“n “+ nt 


Die erste Kolonne ist hierbei iiberfliissig und nur der Gleichférmig- 
keit halber zugefiigt, waihrend die m — 1 andern Kolonnen wieder genau 


~ 











































Jacobischer Kettenbruchalgorithmus. 9 


einen Jacobischen Kettenbruchalgorithmus darstellen, nur ist »—1 an 

Stelle von n getreten. Fiir die Zahlen a{+ gelten daher auch ahnliche 

Ungleichungen wie die in § 1 angegebenen, die anzuschreiben wohl nicht 

nétig ist. Dazu kommen aber noch die folgenden Zusatzbedingungen:*) 
Es darf nicht gleichzeitig 

q@ti-* — 1, "cgi = 0, Som a” us@ 


sein. Denn hieraus wiirde riickwirts sukzessiv folgen a” = 0, a) oe =0,-- 
(¥) +1—n) (¥) — nm) 
n 


“ty = 1 und somit wire a; nicht die griBte in an” ent- 


haltene ganze Zahl, sondern um 1 kleiner. Ebenso kann auch fiir kein i 
gleichzeitig 


(y,+1-—m) (m +1—m) ae (y,+i-—n) pares. gi? tit+1- 7. 
@,, = @, ? 9Goitan =% @,-3 =1, 
(my +i+2—n) — pe 
ete =0,---,a@ 0 
(y, +1- -< 


«**-" folgen wiirde, und somit 
a>” nicht die gréBte in a\’!; " enthaltene ganze Zahl wire. Weitere 
Einschrinkungen sind jedoch nicht notwendig (vergl. § 5). 

Erfaihrt der ProzeB noch eine weitere Stérung, indem fir einen 
gewissen Wert v, auch of) eine ganze Zahl wird, so ist ohne weiteres 
klar, wie der Algorithmus fortzusetzen ist; ebenso wenn etwa gleichzeitig 
zwei (oder mehr) Stérungen eintreten, indem zugleich e{”) und ef”) ganze 
Zahlen werden. 

Beim Eintritt von Stérungen erleiden auch die Formeln des § 2 eine 
Modifikation. So ist leicht zu sehen, daB an Stelle von (2), (4) fir 
v >», bez. die Formeln treten**) 


sein, weil sonst analog «, 


AVTY 4 Av+*) af’) +... + 4P tal (¥) 
(2a) q= Ag*) 4 + A’ FDO) 4 .. oa + AUT a Fal (i —_ 1, 2, > n), 


(40) ACTA) = APt) 4 a APTI 4. + a APE” (i= 1, 2,--m). 


*) Diese sind das Analogon zu der Forderung, daB bei einem reguliiren end- 
lichen Kettenbruch der letzte Teilnenner > 1 sein soll. 

**) In welcher Weise bei Eintritt einer weiteren Stérung auch diese Formeln 
wieder abzuiindern sind, erkennt man ohne Schwierigkeit. Man kann iibrigens die 
Stérungen von vornherein mit beriicksichtigen, wenn man an Stelle von (1) den all- 
gemeineren formalen Ansatz macht 


q=ate, ay = a + yyy =a, + 


’ , & ’ ’ a? ’ ’ a | 
aw = a, + oe a, = a, + gine yea, ds 
n n 





ee 
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Die in (5) und (6) links stehenden Determinanten werden wegen (4a) 
fir vy >v,-+ 1 verschwinden. Aus diesem Umstand ergibt sich nun auch 
die arithmetische Bedeutung der Stérungen. Setzt man niimlich in (6) 
die Koeffizienten der u; einzeln gleich 0, so folgen »+ 1 Relationen 
der Form 


= 


Bs Pa+---+Pa-O, 


wo die P; ganze rationale Zahlen bedeuten. Diese n+ 1 Relationen 
erweisen sich fibrigens als Multipla einer einzigen unter ihnen; jedoch 
gilt allgemein der folgende 

Satz L LEfleidet der Jacobische Kettenbruchalgorithmus m Stirungen, 
so existieren mindestens m unabhingige Relationen von der Gestalt 

Py + Pia, +---+ Pia, = 0, 

wo die P, ganze rationale Zahlen bedeuten.*) 

An Stelle von (2) bez. (2a) tritt nimlich nach m Stérungen die 
Formel 
Mt + APMP Dds poo AML 
(2b) a= age) $ ALM FD) 4... 4 Alta) 
woraus die Richtigkeit des Satzes leicht zu schlieBen ist. 

Fir m =n folgt hieraus speziell, daB «,, «,,---,«, rationale Zahlen 
sind. Umgekehrt ist schon in § 1 dargetan, dab, wenn «,,---,«, rational 





(¢=1,2,---,m), 


An Stelle von (2) und (4) treten dann die Formeln 


Y AP af) + Artal) +... + Artal) 

(2’) “= 10) ofr) AP TD A) 4... 4 ACH alr)" 
44 afi] v0 1 = nn 

4’) Alte +) ae af) Al” + af? Alt) +... + af art”), 


wo noch der Symmetrie halber «, = 1, «\”) — a”) gesetzt ist. Ohne Stérungen ist dabei 


durchweg al’ — 1; beim Eintritt von Stérungen aber, wenn »,, »,,--- die obige Be- 
deutung haben 
al —1 fiir vcs, 


aj =0, al = 1 fiir 4, <v <r, 
al” = 0, af —0, af? —1 fir %<9L% 
usw. 


*) Nach einer von Kronecker gelegentlich gebrauchten Redeweise kann man 
auch sagen: Der Rationalitétsrang der Matrix 


1 0---0 “| 
(0 1-+-0 a | 
0 0---le 


ist héchstens gleich n — m. 
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sind, der Algorithmus auch wirklich » Stérungen erfihrt und somit nach 
einer endlichen Anzahl von Operationen iiberhaupt ein Ende findet*). Die 
weitere Frage aber, ob sich der Satz I auch fiir beliebiges m umkehren 
la8t, d. h. ob auch stets m Stérungen stattfinden, wenn zwischen den a, 
m unabhingige lineare Relationen bestehen, muB, wie sogleich an einem 
Beispiel gezeigt werden soll, wenigstens fiir » >3 in verneinendem Sinn 
entschieden werden. 

Zu dem Ende seien },, b,,--+, b, positive ganze rationale Zahlen, 
die den Bedingungen geniigen: 

b,, > 1, b,, > b,, meek. b, > bo 1) 
1—b, +b, —---+ (—1)"B, = (—1)"**. 
Fir »>3 sind diese stets gleichzeitig erfiillbar (nicht aber fiir » = 2). 
Die Gleichung 
f(a) = a*** — ba" —b,_,a"-'—---—b a —1=—0 

hat dann die Wurzel —1 und auBerdem nach der Descartesschen Zeichen- 
regel eine und nur eine positive Wurzel, die mit 9, bezeichnet werden 
mége. Da leicht zu sehen, dab f(b,) <0, f(b,+1)>0 ist, so liegt 9, 
zwischen b, und b, + 1. 

Setzt man jetzt 


&,, aor Qo 
&3™ 2 = b,.Qo) 
a, 


‘a 0% <p b,.0% — b, 190» 


&, = 05 — b,95-* — 1057 —- +> — bye, 
so findet man ebenso leicht, daB a, zwischen b, und b,+ 1 gelegen ist 
(mit AusschluB der Grenzen). Wendet man daber auf diese Zahlen den 
Jacobischen Kettenbruchalgorithmus an, so ist zuniichst a, = b, zu setzen, 
und man erhilt 


1 ey 1 
a=-bh+-, ty =b+5,-°:, a, = b, + i 
Aus der Definition der «, folgt aber mit Riicksicht auf die Beziehung 
f(@) = 9 auch 
Oe ee tel ee el 


en —1 
’ 
ae, 





daher ist «, —«,,---,a@,—«a,. Der Algorithmus geht also in derselben 
Weise (periodisch) weiter, und es ist fiir jedes v 


0 me. 


(») 
a = ,,° n " 


*) In allen anderen Fallen ist er unbegrenzt. 
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Aus diesem Grund kann fiir keinen Wert von vy jemals a’ eine 
ganze Zahl sein, also erfahrt der Algorithmus keine Stérungen. Andrer- 
seits ist aber der Grad des aus g, entspringenden algebraischen Kérpers 
kleiner als n+ 1, weil ja {(z)=0 auch die Wurzel — 1 hat, also reduzibel 
ist. Zwischen irgend »+ 1 Zahlen dieses Kérpers existiert sonach eine 
lineare homogene Relation mit rationalen Koeffizienten; eine solche besteht 
also auch zwischen den Zahlen 1, «,,---, «,.*) 

Fir n> 3 ist hiernach der Satz I gewiB nicht umkehrbar. Ob auch 
schon fiir n= 2 dasselbe gilt, oder ob dann im Gegenteil die Existenz 
einer Gleichung P, + P,a, + P,c, = 0 mit rationalen P, notwendig eine 
Stérung des Jacobischen Algorithmus nach sich zieht, vermochte ich nicht 
zu entscheiden. 

Bei den Kettenbriichen (n=—1) gibt es nur zwei Méglichkeiten; ent- 
weder der Kettenbruch ist unendlich, oder es tritt eine Stérung ein, er ist 
endlich. Im ersten Fall ist sein Wert irrational, im zweiten rational. Im 
Gegensatz dazu schieben sich fiir » > 1 zwischen diese extremen Fille noch 
n—1 Zwischenstufen ein, und wie man sieht, zeigen gerade diese ein be- 
sonderes, irregulires Verhalten. 


§ 4. 
Allgemeiner Konvergenzbeweis. 


Wenn die Zahlen «,,---, «, alle rational sind, so erleidet nach obigem 
der Algorithmus » Stérungen, so dab, wie schon bei (2b) bemerkt, an 
Stelle der Formel (2) fiir ein gewisses v die Beziehung tritt 

Art” 
= Ferm (i=1, 2,--+,m). 

Sowie aber einige oder alle «, irrational sind, und also der Prozeb 
(eventuell nach mehreren Stérungen) ins Unendliche verliuft, so erhebt 
sich die Frage, ob diese Relation wenigstens niherungsweise erfiillt ist, in 
dem Sinne, daB der Fehler fiir geniigend groBe Werte von v beliebig klein 
wird, wie dies bekanntlich bei den Kettenbriichen der Fall ist. 

Die Antwort auf diete Frage vermittelt der 

Satz Il. Wenn unendlich viele reelle Gripen =", a\” a” (v=0,1,---,00) 
vorliegen, die den Einschriinkungen unterworfen sind: 


a!” 


$C (i=O,1,--.2—1), 


(>) = 
a, 


a>0, 0<-|<C, O< 


wo C eine von v unabhingige, im iibrigen aber auch beliebig groBe Zahl 


*) Durch eine genauere Rechnung findet man 1— a, + a, —---+ (—1)"a«, =0. 
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bedeutet; wenn dann weiter aus den a\” unendlich viele andere Zahlen A 
vermittelst der rekurrenten Formeln 


(3) A®=1, AP =O (i, v—0,1,---,n; i+), 
(4’) Arte) og A” + al” avr +---+a” Fata (i=0,1, ---,n) 


A” A” 
hergeleitet werden: so konvergieren die Quotienten — aes 0 mit wachsen- 
0 
dem v gegen bestimmte endliche Grenzwerte, und zwar ist allgemein 
A”) 
lim 7G >0; nur wenn fiir jedes v mindestens eine der n+ 1 Zahlen 
ites ao 
A”, A°*”,..., A°*” verschwindet, ist lim — = 0.*) 
i i ’ = ane AY) 


Sehen wir zuniichst zu, was sich hieraus folgern liBt. Die aus dem 
Jacobischen Kettenbruchalgorithmus entspringenden Zahlen a\’) geniigen 
fiir vy >0O nach §1 und, falls Stérungen eintreten, nach § 3 jedenfalls 
den Bedingungen dieses Satzes (es kann C =1 gesetzt werden). Wenn 


zunichst auch fiir v = 0 diese Bedingungen erfiillt sind, so konvergieren 
(») 
7 mit wachsendem vy gegen feste Grenzen. DaB diese 


die Quotienten — 
Av’ 


aber auch den Ausgangswerten «, bez. gleich sind, lehrt dann die Formel (2). 
Diese laéBt sich nimlich in der Gestalt schreiben: 





Aw” A” AG+D Aged 
é. = : ae a. compres aise 
i Aw) rt Na: + Avt*) of”) Ay” AW”) 4 ae of. Avr ”) gf”) Ay+) 
Atta 
AQ) 4... 4 AGT QW) Avt*)? 
na 
oder kiirzer 
@ (v) (¥+1) @) At” 
ee ae pe Se ees fo eee 
a, = A, AW + 4; Agr + +4, age? 
wo ty ” positive Zahlen mit der Summe 1 bedeuten, also zwischen 


(») 
0 und 1 liegen. Hieraus folgt, wenn man zuniichst lim mI = B, setzt: 
0 


a, = AY (B;—&) + AV)(B,—&) + +++ + 4(B,—«,) 
= B,— (eg Ae +o + AM), 


*) Die Bedingung a, >0 ist nicht allgemeiner, als a, 1, da, wie leicht zu 
sehen, a, nur als Faktor von A{”) auftritt. 
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wo die |¢| mit wachsendem vy unter jede Grenze sinken. Da auch die A 
zwischen 0 und 1 liegen, so schlieBt man e,—£,. Daraus ergibt sich 
der fundamentale 
Satz Il. Die Quotienten 

4p a? a? 

Aw)’ Aw)’ 7A” 
niihern sich mit wachsendem v bez. den Grenzwerten a,, M,- ++, 3 
als Formel geschrieben: 

A™ 

(12) jim rn we, (i=1,2,--n). 


La&t man jetzt die willkiirliche Einschriinkung fallen, daB a,, ---, a, 
den Bedingungen des Satz II geniigen, so sind fiir »>1 die fraglichen 
Bedingungen doch jedenfalls erfiillt, und daraus folgt, daB wenigstens die 

(r) 
Briiche - a0) (k=1,2,3,---) mit wachsendem v gegen bestimmte Grenzen 


henvesgieren, und zwar ist analog zu (12) 


(13) lim —* = @, 


und sodann unter Beriicksichtigung der Formeln (11) 


A! (¥) Av ) a”) 


+1 
lim =a,+- rae lim a oy eas + 


= qd. . 
pe o A,” Zo) i+] 


Der Satz III gilt sonach allgemein, und wir wollen deshalb die 


A™ A”) 
Quotienten 49)? rey ao als Néherungsbriiche der Zahlen «,, ---, «, be- 


zeichnen. 
Um jetzt den Satz Il zu beweisen, beachte man, daB nach (3’) und (4’) 


7 1 n 
y sins =a, > 0; Aer a AS 5 H aad 
also auch 
“y= ~ A,” 


A\”) 
ist. Deshalb sind fiir » > alle A” > 0, und die Quotienten —. wo ; haben 
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somit einen Sinn. Es werde daber » > angenommen und dann die 
kleinste, bez. gréBte der » + 1 Zahlen 


A” At 1) At n)* 
WO? gett?" ? Gorn 
A ) As +1) At +n) 
mit f°) bez. B\ bezeichnet; dies sind dann endliche positive (eventuell 


verschwindende) Zahlen, und zwar ist B’ >. Aus (4’) folgt, wenn 


zur Abkiirzung 
a!”) Arte : 
oe = 4)” (¢=0, 1,---,m) 


Awtntt) 
Av n+1) 
gesetzt wird: 
" ( 1 
14 Se +40 o ae py. lee 
(14) Avra) 0 Ai” Ag+) . " Ag+) 
we 


Da offenbar 4{")>0 und (wieder nach (4’)) a + 4a” . or | a” = 1 ist, 
so folgt hieraus 


ee i ) al) ©) go) _ go) 
grt scual 24, p” + A, B, a +4, B; = Bp’, 
“—~ 
und also gewiB auch 
(v +1) (v) 
6; 28, .. 


Ebenso ergibt sich Bl’ *” < B®’, und folglich 
0< Bp” < p°*) < BYt” < B™. 


Nach einem bekannten Satz konvergieren daher die Zahlen p°”, B® mit 
wachsendem » gegen gewisse Grenzwerte 6,, bez. B,, und es ist 


0< 8 <8, < B,< 3B. 


Satz II wird nun bewiesen sein, sowie gezeigt ist, dab gewib 8,— B, 
statthat. Nehmen wir also an, es sei 6,< B,. Bedeutet dann « eine 
beliebig kleine positive GréBe, so ist wegen lim f) =f, doch f\”) = B; —«, 

() 
sowie nur v eine gewisse Zahl v’ iiberschreitet; daher ist auch a> a 
fir v> vy. 

Aus (14) ergibt sich alsdann 


Ar tnt) +e 





ime (af? + ay? +++ +4) (6,— er Ag+”) 


4vtnt) 
Ay , 


+9 


SE Te: 
&) + A, roa) 


= (1-29) (,- 
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Ay +e+0 ) Av+*) 
agrern — 8 > 4, were — Fi Pare 


Beachtet man jetzt, daB nach unseren Voraussetzungen 


oder auch 





+ 
a” a!” AY i) 


m a Zorn 5 CO ee" (¢=0,1,---,w—1) 


ist, so folgt zuniichst 
Dae arg $a ca (O"** 40" 4.41), 
also 


4 1 
2 ipore 4. port 


Daher bleibt 2” stets iiber einer von v unabdhiingigen positiven Zahl; be- 


zeichnen wir diese zur Abkiirzung mit =) 





so ergibt sich aus der zuletzt 
abgeleiteten Ungleichung 
ayer 1 Ay +*) ‘ 
agen — Fe > (3 Fas) —b,)—*. 


Dies gilt fir y>v’. Man kann also v durch vy + 1, vy + 2,---+ ersetzen 
und erhilt dann leicht die allgemeinere Ungleichung: 


aytet® 1 A+") 
Ag +a+®) B; > - a | Ag+”) —h)— e(l+ ay +7 + oF aarerey a1)" 
AM 
Dazu bemerke man folgendes. Von n+ 1 Quotienten rob wo der 
4 


Index w irgend »+ 1 aufeinander folgende Werte durchlaufen soll, ist 
mindestens einer (niimlich der kleinste) einem £{") gleich, also < f,; ebenso 


ist auch mindestens einer > B, Man kann daher auch v (> »’) so aus- 
A\+™) 
waihlen, daB — v1 —- & B,, und sodann k unter den Zahien 1, 2,---,n+1 
Ay tet 


derart bestimmen, daB ———5y <A, ist. Alsdann folgt aus der letzten 
rn. 4s 


(Bi B)—«(1 +37 tant +o i): 


Dies ist aber, da « beliebig klein gewahlt werden kann, mit der Annahme 
B,— 6,>0 nicht vertriglich, also ist B,— p,=— 0, w. z. b. w. 

Der Kern des Beweises liegt in dem Umstand, da8 man fir 1°” eine 
von v unabhingige untere Grenze angeben kann. In der Tat laBt sich die 
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Konvergenz mit denselben Mitteln noch in viel allgemeineren Fiillen er- 
weisen, in denen die Zahlen a” geringeren Einschrinkungen unterworfen 
sind; namlich allemal dann, wenn fir 4” (oder auch fiir 4{”) eine solche 
untere Grenze existiert. Fiir » = 1 fiihrt die Methode zu dem bekannten 


Satz, daB der Kettenbruch a, + oul + nt 
ee | 


konvergirt, wenn lim “">'“">0. Durch eine leichte Modifikation des 


r=@ 


+--+ mit lauter positiven a,, b, 


Beweisgangs erhilt man sogar eine unendliche Folge von neuen sukzessive 
schirferen Konvergenzkriterien.*) 

Durch den Nachweis der Konvergenz, der hiermit zum ersten Mal in 
voller Strenge gefiihrt ist, wird fiir die weitere Theorie erst die not- 
wendige Grundlage geschaffen. Bei Jacobi und Fiirstenau wird diese 
fundamentale Frage gar nicht aufgeworfen, wohl aber bisweilen still- 
schweigend die Konvergenz vorausgesetzt; auch sprechen beide Autoren 
von Niherungsbriichen, wozu jedoch ohne Konvergenzbeweis die Be- 
rechtigung fehlt. Jacobi stellt zwar Formeln auf**), die iiber die An- 
niherung Aufschlu8 geben sollen, in Wirklichkeit kann aber daraus nichts 
geschlossen werden. Franz Meyer 1. c. suchte durch geometrische Be- 
trachtungen diese Liicke auszufiillen, und auch das Gesetz der Anniherung 
genauer zu bestimmen. Jedoch auch diese Untersuchungen reichen soweit 
sie tiberhaupt richtig sind, nicht aus, um die Konvergenz allgemein er- 
kennen zu lassen. Nur Bachmann hat l. c. fir »=2 in einem ganz 
speziellen Fall die Konvergenz wirklich bewiesen, indem er zugleich das 
richtige Niherungsgesetz angab. Sein Resultat, das wir spiiter noch auf 
anderm Weg bestiitigen werden, lautet: 

Wenn «, = VD, «, =VD® (D = positiv rational ganz, aber kein 
Kubus), und wenn zugleich der Algorithmus periodisch ist (vergl. § 9)***), 
dann gilt die Beziehung 


| Ao | k 
Pen te ee 
; 6 7 ’ 
| AY” Af VA 
wo k eine von v unabhiingige Zahl bedeutet. 
*) Vergl. die Arbeit des Verfassers: Note iiber die Konvergenz von Kettenbriichen 
mit positiven Gliedern, Sitzungsberichte der kgl. bayr. Akademie 85, 1905. 


**) Formel (24) der genannten Arbeit. 


***) DaB diese zwei Bedingungen gleichzeitig eintreten kinnen, ergibt sich aus 
Beispielen (D = 2, 3, 5, - - -). 
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§ 5. 
Eindeutigkeit. 


Bekanntlich liBt sich eine reelle Zahl nur auf eine einzige Weise in 
einen reguliren Kettenbruch verwandeln, d. h. wenn zwei reguliire Ketten- 
briiche auch nur in einem einzigen Glied voneinander abweichen, so haben 
sie verschiedene Werte. Um diesen Satz auch auf den Jacobischen 
Algorithmus entsprechend auszudehnen, seien irgend welche unendlich 
viele Zahlen 

at”, a”, Ty a” (v= 0, 1, 2,---) 


vorgelegt, die den in § 1 angegebenen Ungleichungen geniigen. Bildet 


man dann mittels der Formeln (3) und (4) die Zahlen a, so konver- 
A”) 
gieren nach Satz II die Briiche — mit wachsendem v gegen bestimmte 
Grenzwerte, so dab 

“ap . 

lim —j=« (¢=1,2,---,m) 

=@ 0 
gesetzt werden kann.*) Die so definierten Zahlen «,,---, a, entwickle 
man jetzt nach dem Jacobischen Algorithmus 

B 6, - 
a= +7, a, —b, +7, “ey a, —b,+ 4, 

By Bras 

? 


1 


Zunichst ist durchaus nicht ersichtlich, daB dabei notwendig 
” = a” wird, doch soll dies jetzt allgemein bewiesen werden. Zu dem 
Ende leite man aus A\” weitere Zablen AS dadurch ab, daB man die 
oberen Indizes der a simtlich um k vermehrt, und setze 


A.) 
lim a =a” (i=1,2,---,n; k=1,2,3,---, 00). 
=o O,k 
Nach Satz II sind dann die a” positive, nicht verschwindende**) GréBen. 


Weiter gelten aber nach der hier angegebenen Definition der AM, sf 
die Formeln (11), also ist 


*) Im Gegensatz zu (12) dient diese Formel hier zur Definition der Zahlen 
a, a**"s a, - 


**) da durchweg al”) — 1, also A”) >0 fiir »>n-+ i ist. 
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4st” 4m 
qertn ~ %41 + Fo) 
0 


=~ (t=0,1,--n—1 
AW} ;*? ? ) 
und wenn map zur Grenze v = oo iibergeht, 
1 a“ &, 
OO, My Agta, +) Oy = at 


-1 
7 
a, a, 


Ebenso folgt allgemeiner 


” (k-1) (k-1) 1 (k-1) 
(VY) ee, ta Ss 
n 


: (k= 1,2,3,---,00), 
und somit 
(k—1) 


a?) >@ 
Nach Voraussetzung ist aber fiir k > 1: a = 1, also auch 
«a >1 (k—1,2,3,---,00). 


Mit Riicksicht hierauf ist 


(k-1) (k—1) 1 (k—1) 
a, =, + oH <% +1. 
n 


Nach Voraussetzung ist weiter a >a”. Falls a >a”, so folgt 
demnach 


a >a >a +1>0® 
Falls aber a) = a, so ist nach Voraussetzung auch er )>1; daher 


(k) (k) at) (k) ant? (k) 
a =O, +> % +a e% + 
na n 


(*) 


Gs 


1 
a(t +t) 


In beiden Fillen erweist sich also «“ > a”, woraus weiter folgt: 


(*) 
(k—1) @-1) , “1 (k-1) 
as =a, +H < 4% +1. 
n 


Es ist klar, wie man sukzessive weiter zu schlieBen hat, um allgemein 
die Ungleichung 


at) < gt 4 1 


zu bestiitigen. Da aber andrerseits e? > ied ist, so ist stets e-* 
die gréBte in oe enthaltene ganze Zahl. 

Fir k=1 folgt jetzt zuniichst, daB a, die gréBte in a, enthaltene 
ganze Zahl ist, also a,=b,. Die Vergleichung von (1’) mit (1”) liefert 
dann auch «j= //. Es ist aber wieder a; die gréBte in «/, also in B/ 
enthaltene ganze Zahl, daher a; = b;' usw. 


2* 





Oskar Perron. 


Wir fassen das Resultat dieser Untersuchung zusammen in den 

Satz IV. Wenn zwei unendliche Zahlenmengen a\”,..-,a" (vy =0,1,2,-,00) 
und b°”,---,b (v=0,1,2,---,00) gegeben sind, die beide den in $1 auf- 
gestellten Ungleichungen geniigen; wenn ferner aus den a” mittels (3) und (4) 
die Gripen A” und aus den b\” die entsprechenden Gripen B” gebildet 
werden, so kimnen die n Gleichungen ; 


AM Bo A” B” 
lim —. = lim —.., -- -, lim —*, = lim —* 


=@ Af) r‘=@ Ar)? r=@ AY =o BY? 


nur dann zugleich bestehen, wenn durchweg a\” = b°” ist. 

Als Nebenresultat ergibt sich hieraus noch, daB fiir die a{” keine 
weiteren Bedingungen notwendig sind, als die in § 1 angegebenen. 

Beriicksichtigt man auch das eventuelle Vorkommen von Stérungen, 
so sind die «{”) nicht durchweg positiv, sie kénnen zum Teil verschwinden. 
Dadurch wird der Eindeutigkeitsbeweis etwas kompliziert; das Prinzip 
bleibt aber dasselbe und die angedeuteten Schwierigkeiten lassen sich mit 
gehériger Beriicksichtigung der in § 3 aufgestellten Zusatzbedingungen 
fiir die a{ unschwer tiberwinden. Der Satz 1V erfihrt dann eine ent- 
sprechende Erweiterung. 


§ 6. 
Langsame Anniiherung. 


Bekanntlich lassen sich m reelle Zahlen «,,---, «, derart durch n 
rationale Briiche mit demselben Nenner beliebig nahe annihern, dab 
zugleich auch ni , 

a, — P.. € ao (é= 1, 2,--+,n) 
wird.*) Fiir »=1 sind die Niherungswerte des zugehérigen Kettenbruchs 
von dieser Beschaffenheit, und man kénnte darnach vermuten, da auch 
bei dem Jacobischen Algorithmus 


A\”| 1 
a— — I< 2 7, 
(¥ v »)? 
| Aj” | A” VA 


oder wenigstens | 
Ao...i Pe ae 
49] Sap Vay 
ist, wo k eine von v unabhiingige endliche Zahl bedeutet. Diese Ver- 
mutung wird noch wesentlich gestiitzt durch den am SchluB von § 4 


*) Vergl. Minkowski: Geometrie der Zahlen pag. 109. 
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erwahnten Satz von Bachmann. Nach lingeren vergeblichen Beweisver- 
suchen gelangte ich indes zu der Erkenntnis, daB gleichwohl dieses 
Naherungsgesetz fiir »>1 nicht richtig ist. Vielmehr zeigt sich, daB 
sogar die weit weniger sagende Beziehung 

lim (A{” —a, Aj”) = 0 

im allgemeinen nicht zutrifft.*) 

Um dies zuniichst fiir » >3 einzusehen, betrachten wir wieder das 
schon in § 3 pag. 11 behandelte Beispiel, wo «{ = a, war, und auberdem 
zwischen den a, eine Relation der Form 

Py + Pra, +-+++ Pia, =0 
mit ganzen rationalen P, stuttfand. Wenn dann die obige Formel richtig 
wire, so wiirden die Elemente der Determinante 


| gerd) (v+1) (v¥+2) (v+2) (v+n) (v+n) | 
Ao*9_g Ae*”, a “A poop APTI a, Alt | 


| arr) «At, act a Ae, veg yates —a Avt” 
simtlich unter eine beliebig kleine Grenze sinken, wenn nur v hin- 
reichend groB gewahlit wird. Nach einem Satz, dessen Beweis ich, um 
hier die Untersuchung nicht unterbrechen zu miissen, erst in § 8 nach- 
tragen werde, miiBte dann die Determinante notwendig verschwinden. Dab 
dies aber in Wahrheit fiir keinen endlichen Wert von wv der Fall ist, 
erkennt man, wenn man sie durch Rianderung auf die Form 


| (v+1) (v+n) | 
Le - ++: Ao 

(+1) (+n) | 
A; 7° A | 


| 
} 


le A’*» ae a 


bringt. Denn nach Formel (6) ergibt sich hierfiir mit Riicksicht auf 


a!) =a, der fiir groBe v zwar beliebig kleine, aber nie verschwindende 
Wert 


AM + ALTYV a +--- + AU tM ee, 





Fir n= 2 gelten diese Betrachtungen nicht; doch fihrt hier das 
folgende Beispiel zum Ziel: 
Man wihle 


a®’* 9, ae’*) —T (v =0,1,2,--+,00), 


5 Selbst lim | A™ — @; Af” | ist im allgemeinen nicht 0; siehe die FuBnote p. 67. 


"=o 
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wihrend die a mit geradem obern Index beliebig sein kénnen bis auf die 
Einschrinkung, daB 
2+ a?” 1 
5 < 2 (v =1, 2, 3, cfs oo) 
2 


ist, und auBerdem das unendliche Produkt 


f 2 (2¥) 
TT (1-35-) 
¥ \ 5 
konvergiert. Die in § 1 den a{”) auferlegten Bedingungen sind damit 
eo ipso erfillt, und es ist somit nach § 5 a{”) stets die gréBte in «{”) ent- 
haltene ganze Zahl, was fiir das Folgende wesentlich ist. 
Zur Abkiirzung werde 
A\? — a, A” = H 


, 


gesetzt; dann folgt aus (2) die Rekursionsformel 


(¥) 
(15) ..<«-.8- 


y _ (¥) 
as 


wl”) A, 4; ’ 

: 

wihrend H,=1, H,=0 ist. Wir beweisen nun zuniichst, daB 
fiir alle y (>1)'in dem Intervall 


A, v 
(16) 0>, >-1 


2y-1 


gelegen ist. Fir y= 1 ist dies offenbar der Fall, und um es allgemein 
einzusehen, wenden wir die vollstindige Induktion an. Angenommen 
also, die Ungleichung sei fiir einen gewissen Wert von v richtig, so folgt 
zunichst aus (15) 

Ay, 41 1 ey H;, 


H, a2) a2?) i 


? 
vy—1 2v-1 


und hieraus mit Riicksicht auf (16) und die oben angegebenen Werte 
von a”), af) 
Ay, 41 1 yaaa 
Hy,_1~ 2?) ar 
CE. Yk. a SS a. 
- ae(?”) 2”) (29-1) oi?) ae{?”) af”) ? 
2 
a?” 
mithin 


(A) 
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Des weitern ergibt sich durch zweimalige Anwendung von (15) 


a. a(?”) a2?) g@)qi@r—1) 


2 


H,, se a? oe 1) «(?”) a? ¥—1) | a 





(2 ¥) 
a 
at?—) 1 


oe (2) 2 a2”) H,, | 


a ay ee a Fr  - 
af) gar) * Gan gGr-) "| Ay, 
Hieraus folgt einerseits 


(B) 
anderseits 
A a Sa 
Ay, _3 a(?”) dé?) g"—") a?” al”) ’ 
also 
Fy, 49 1 
r oa — 
( ) Hy,_4 < a 


Aus (A), (B), (fF) folgt nun sofort, daB H,,,, und H,,,, entgegen- 
gesetzte Zeichen haben, und daB | H,,,,| >|H,,,,| ist. Damit ist (16) 
in der Tat allgemein bewiesen. Infolgedessen besteht aber auch die vor- 
hin aus (16) abgeleitete Ungleichung 


zu Recht, woraus weiter fiir 1 = 1, 2, 3,--- fo 
2+ a?” _@ 2+a/” 
(—1)4, 241 >T]T (- a@”) )>1T0- a2”) ) 
vol v=1 


Da das unendliche Produkt nach Voraussetzung konvergiert, so bleibt 
H,,,,| stets tiber einer festen Grenze, wie groB auch 4 werden mag, 
und somit ist 


lim | A” — a, Ay” >0, w.z. b. w. 


Durch dieses Beispiel wird auch, wenn man nur a”), a¢” gentigend 
stark wachsen laBt, das von F. Meyer in der zweiten der zitierten Arbeiten 
unter Ziffer XIV angegebene Niherungsgesetz widerlegt. 
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§ 7. 
Ein bemerkenswerter Fall stiirkerer Anniherung. 


Die Beziehung lim (A{” — «,A)”) = 0, welche nach vorigem im all- 


gemeinen nicht richtig ist, kann jedoch, wie schon der Bachmannsche Satz 
zeigt, in speziellen Fallen zutreffen. Eine umfangreiche Klasse solcher 
Spezialfille enthalt der folgende 

Satz V. Wenn fiir alle Werte von v, oder wenigstens fiir solche, die 
grifer als eine Zahl v' sind, stets 


n+al)+..-+a, 
(¥) - sé@<l 


a 
ist, dann ist notwendig 


lim (A! —«,A,”)=0 (i—1,2,---,n). 


r=@ 


Zum Beweis setze man abkiirzend 


A” — «, A” = H,*), 
dann folgt aus (2) 
1 a,” 
A, 4. — —@ eae v+1 
a n 


also wenn man den gréBten der absoluten Betriige von H,, H 
mit M, bezeichnet, 


H. 


v+i9° "9 4*v4n-1 


1+a\+...+@ 


\4,,.1S — MM. 


a) 
Da aber stets «\” zwischen a” und a\” + 1 liegt, so ist erst recht 


(r) pee (») 
[m,,.1<° 7 ee Fs")  < OM. <M, (fir »>v’), 


und somit auch 
M,,, < M,. 

Die Zahlen M, bilden also mit wachsendem vy eine monoton ab- 
nehmende Folge; um auch schlieBen zu kénnen, dab lim M, = 0 ist, setze 
man in der vorletzten Ungleichung der Reihe nach v, vy +1, ---, »+n—1 
an Stelle von », wodurch 


|B sean! << OM, 59M, (k=0,1,---.n—1) 


*) Auf die Abhiingigkeit vom Index i kommt es nicht an. 
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folgt. Demnach ist auch die gréBte der Zahlen | H, , ,.|, | H,. 441!5°°»| Hy yen-1! 
kleiner als @M,, d. h. 

M,,,< #M,. 
Die wiederholte Anwendung dieser Ungleichung fihrt zu 

M, an < # M,, 
und da nach Voraussetzung #<1 ist, so konvergiert M,, folglich auch 
H, mit wachsendem v gegen 0, w. z. b. w. 

Nach § 3 ist das Vorkommen von Stérungen im Jacobischen Algo- 
rithmus eine zwar hinreichende, keineswegs aber notwendige Bedingung 
fir die Existenz einer linearen Relation P, + P,a, +---+ P,«, =O mit 
rationalen Koeffizienten P;. Satz V gestattet nun die folgende notwendige 
Bedingung von groBer Tragweite anzugeben: 

Satz VI. Wenn zwischen den Zahlen a,,---, «, eine lineare Relation 
der Form 

Py t+ Pye, +--+ + Pia, =0 
mit rationalen Koeffizienten existiert, so treten in dem zugehdrigen Jacobischen 
Algorithmus entweder Stoirungen auf, oder aber es ist fiir unendlich viele 
Werte von v 

nel taly | 


a @) 


wie klein auch die positive Zahl « gewdhlt wird. 
Andernfalls wiirde nimlich aus Satz V folgen, dab 
lim (A{” — «, A\”) = 0 
ist, und daher wiirden die Elemente der Determinante 
| AYt)—@ ACT”, one ACt” —@ Avr”) 
| , on Avr . oe ee act | 
n an 0 n an” 0 | 
simtlich unter jede Grenze sinken, wenn nur vy hinreichend groB gewihlt 
wird. Nach dem schon friiher angewandten, im niichsten Paragraphen 
nachgetragenen Satz miiBte dann die Determinante verschwinden; daB dies 
aber nicht der Fall ist, ergibt sich genau wie oben Seite 21. 
Allgemein ersieht man, daS iiberhaupt niemals eine Gleichung 
Pio t+ Ppa +--++ P,«¢,=0 mit rationalen P, existieren kann, wenn 


erstens keine Stérungen vorkommen und zweitens lim (A! —«, .”) = 0 
" ist. Bei dem Beweis des Satzes V kam es nun lediglich darauf an, daB 
— gaeMa... tem ' 
lim irs Ne Teens <1 
an 


=o 





ee 
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war. Dazu ist aber nicht notwendig, daB auch 


p—*tai?+---+a%), 
lim - 
a”) 


<1 


ist; vielmehr laBt sich unschwer eine Reihe weiterer Bedingungen an- . 
geben, deren jede einzelne ebenfalls hinreicht. Daraus resultiert dann 
jedesmal ein neues Kriterium von der Art des Satzes V, und somit auch 
ein Analogon zu VI. Eine interessante Anwendung von Satz VI wird 
sich im dritten Abschnitt ergeben (Sitze XIII, XIV). 


§ 8. 
Nachtriglicher Beweis eines friiher benutzten Satzes. 


Bekanntlich kann, wenn die Zahl « rational ist, der Ausdruck 
|P,—«P,|, wo P,, P, ganze rationale Zahlen bedeuten, nicht unter eine 
gewisse Grenze herabsinken, ohne zu verschwinden. Dieser triviale Satz 
gestattet die folgende, auch ohne Riicksicht auf die vorausgehenden An- 
wendungen bemerkenswerte Verallgemeinerung: 

Wenn zwischen den v reellen Zahlen «,,---,«, eine Relation der Form 

Py + Pia, +---+ Pia, =0 
statthat, wo die P; ganze rationale Zahlen bedeuten, so muB die Deter- 
minante 


Pi, — a, Py, Py — 0, Py, +, Pip —% Pon 


A= 


ea ; 
Pri 4 Pour Pas— %p Pees: > +s Pan—%n Pon 

in der die P,, ebenfalls ganze rationale Zahlen sind, notwendig verschwin- 
den, sobald ihre siimtlichen Elemente unter eine gewisse Grenze herab- 
sinken. 

Beweis: Da die Zahlen P,,---, P, nicht simtlich verschwinden 
kénnen, so darf ohne Beschriinkung der Allgemeinbeit P, 4+ 0 voraus- 
gesetzt werden. Maultipliziert man dann in der Determinante A die 
Elemente der ersten Zeile mit P,, addiert dazu die mit P, multiplizierten 
Elemente der zweiten Zeile, - - -, schlieBlich die mit P, multiplizierten Ele- 
mente der n** Zeile, so hat die entstehende Determinante den Wert P, A. 
Dabei ist aber das *° Element der ersten Zeile gleich 


P, (Py, — &% Pox) + Po(Poi—% Pos) ++ + PP —% Por) 
= PoP t+ PiPut-:- + Pe Pa- 
Hier ist, sobald nur alle Elemente cer Determinante A unter eine 
gewisse Grenze sinken, die linke Seite gewiB kieinmer als 1, die rechte 
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Seite aber eine ganze rationale Zahl, und somit gleich 0. Daher ist 
P,4A =0 und also wegen P,+0 auch A=0, w. z. b. w. 

Der Satz gestattet iibrigens weitgehende Erweiterungen, und fihrt zu 
einem fundamentalen Charakteristikum fir Systeme von bestimmtem 
»Rationalititsrang“. Doch will ich darauf hier nicht eingehen. 


Il. Abschnitt. 
Periodische Kettenbruchalgorithmen. 


§ 9. 
Reinperiodische und gemischtperiodische Algorithmen. 

Wir behandeln jetzt den besondern Fall, daB die Zahlen a{”) von 
einem gewissen Wert v ab in unendlicher Folge periodisch wiederkehren. 
Es gibt dann zwei kleinste Zahlen 2 und & von der Art, daB die Glei- 
chungen bestehen 

aZ+®) = a, 
aftttt+t) —@@+), (j= 1,2,--.,m) 
aAtk+?) — gt, 
woraus allgemein folgt 
af4+r*) _— al), 


(17) a@titry @Gtn, (i 


attk-1+rb giitk—2), 


Dabei heiBe k die Zeilenzahi der Periode, 4 die Zeilenzahl der Vor- 
periode. Erstere muB mindestens gleich 1 sein, wihrend letztere auch 
verschwinden kann. In diesem besondern Falle, wenn also keine Vor- 
periode vorhanden ist, soll der Algorithmus reinperiodisch, in allen andern 
Fallen gemischtperiodisch heiBen. 

Bei periodischen Algorithmen lassen sich fiir die Niaherungsbriiche 
auBer den rekurrenten Formeln des § 2 auch independente aufstellen, 
mittels deren die erreichte Niherung aufs genaueste angegeben werden 
kann. Die dahin zielenden Untersuchungen leisten aber zugleich noch 
mehr; sie gestatten niimlich auch in vollstindig erschépfender Weise die 
Frage nach der Konvergenz des Algorithmus zu beantworten, selbst wenn 
die a,” ganz beliebige reelle oder komplexe Zahlen bedeuten. Wir wollen 
also zunichst tiber die a,”) auBer der Periodizitait keinerlei beschriinkende 








28 Oskar Perron. 


Annahmen machen. Es erweist sich dabei als zweckmiBig, den Begriff 
der Konvergenz in etwas erweitertem Sinn zu fassen. Ich definiere: 

Der Algorithmus heift konvergent, wenn das Verhiiltnis 4”: A\”:-..:4 
mit wachsendem v einem ganz bestimmten Verhiiltnis 2,:x,:---:2, von 
endlichen nicht simtlich verschwindenden Zahlen zustrebt; das heiBt also, 
wenn 


(18) lim n (4): A”; 


eneiinanss im gew6hnlichen ,engern“ Sinn wird dann und nur dann 
stattfinden, wenn 2, von 0 verschieden ist. Da iibrigens die aufzustellen- 
den Formeln im Fall der Konvergenz die genaue Berechnung von 2p, 2,,°--,2, 
gestatten, so laBt sich in jedem einzelnen Fall wieder entscheiden, ob auch 
Konvergenz im engern Sinn stattfindet. 

Es ist darauf zu achten, daB es hier gar nicht auf die Gleichungen 
(1) und die daraus abgeleiteten (2) ankommt, sondern lediglich auf die 
Bildungsweise der Zahlen A‘) mittels der rekurrenten Formeln (3) und (4). 
Diese erscheinen somit als das Primiire.*) Die Gleichungen (1) und (2) 
dagegen kommen nur im Fall der Konvergenz in Betracht, und miissen 
nach geeigneter Definition der Zahlen «;”) erst bewiesen werden, was so- 
gleich geschehen soll. 

Nimmt man zuniichst an, daB nach Weglassung von 4 Anfangs- 
zeilen**) Konvergenz stattfindet, und setzt demgema8 


(19) lim (A), : AP) +++: AO) Os os... e®, 
so folgt aus (9) 
(20) lim (4Q”:.A{?:---: A) = (AP ay) + ATID 4... 4 APTA) 


:(A Ag) 4 Ao*%y tg + Aer” *) 


(Aa? + Aa! (2) ine 4 aat” 2). 


Die Glieder des rechts stehenden Verhiltnisses kénnen nicht samtlich 
verschwinden; denn in diesem Fall wiirde auch, da die Determinante 


(a) (4+1) (A+n) 
| Ay? Apt”... Ag 


| y gg £" oe we 

*) Die analoge Auffassung der Kettenbriiche schon bei Euler: De formatione 
fractionum continuarum, Acta Academiae Petropolitanae I. 1779. 

*) d. bh. wenn man mit a statt mit a, beginnt und demnach allgemein a\”) 
durch a‘*”) ersetzt. 
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den Wert + 1 hat, also nicht verschwindet, folgen: 2) =a?) =... =a) =0 
— gegen die Voraussetzung. 


Infolge des Nichtverschwindens dieser Determinante lassen sich die 
Gleichungen (9) auch nach yt F «* rey A”, auflésen, und es folgt dann 
umgekehrt aus der Konvergenz des Verhiiltnisses (4s : A” bvoad A”) 


auch die von (32a: : i} Daraus ergibt sich: 

Die Konvergenz oder Divergenz wird durch Weglassen einer beliebigen 
Zahl von Anfangszeilen nicht geindert.*) 

Im Fall der Konvergenz existieren somit die Grenzwerte (18) und (19) 


gleichzeitig, und aus (20) folgt dann nach geeigneter Festsetzung eines 
zuniichst willkiirlichen Proportionalititsfaktors 


(21) 2, — APM 2? 4 APPA 4 AMM G—0,1,--50). 


Die Gleichungen (2) und mithin auch (1) ergeben sich hieraus, wenn 
(2) : 
man, wie in § 1, D te &;, a = «;” setat; doch ziehen wir die homogene 
%% X 


Form jetzt vor, um auch den Fall 2 = 0, oder x) = 0 ohne Schwierig- 
keit beriicksichtigen zu kénnen. 


Bei Konvergenzuntersuchungen periodischer Algorithmen ist es nach 
diesen Ausfiibrungen gestattet, sich auf reinperiodische zu beschrinken. 


§ 10. 
Die charakteristische Gleichung. 


Zuniichst werde wieder eine k-zeilige Periode und eine 4-zeilige Vor- 
periode angenommen. Aus (17) folgt dann unmittelbar 


(¥) (v) : 
Ay sk A;, (¢=0,1,---,n), 

also bei Konvergenz, wenn man zur Grenze v = oo tibergeht 

G+), 2+), . 0+) _ .@.,@..... p@ 

F “heey ied Saar Boh, tet Bl", 
oder, wenn man mit g einen Proportionalititsfaktor bezeichnet, 

A+k) 

at a (s=0,1,---,). 


Mit Riicksicht auf (21) ist nun einerseits 


ox, a ry ee, 
s=0 


2 = @ 


8 


*) Dasselbe gilt nicht von der Konvergenz im engern Sinn. 
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anderseits auch 


n n 

Q+k+s) (2+) Q+k+s) (a) 

ex,= 0 > AS x, = > AS “". 
a=0 s=0 


Setzt man die beiden Werte von oe, einander gleich, so folgt 
(22) 0 (AMZ? + Are ® 4...4 Art” 2) 
mm ABM 4 Aetttne® 4... 4 gattts) 9 (i=0,1,2,--.,n) 


und daher durch Elimination von so, an”, ress a; 


(a+k) (@) 4@@+k+1) (4+1) (+k+n) 
A, —oA, » AY — eA) tty My =a 


| AGt) 9A, AGtEtY _ 9 AGT, oon AG+i+9) _ 9 

Da in dieser Gleichung sowohl der Koeffizient von o"** als auch das 
von @ freie Glied den Wert +1 haben, so ist sie nicht identisch fir alle 
@ erfillt; sie mag die charakteristische Gleichung genannt werden, und 
ihre Wurzeln seien Qo, @,,°°*, 0,- 

Die charakteristische Gleichung ist hier zunichst gewonnen unter der 
Annahme eines konvergenten Algorithmus. Doch wollen wir sie jetzt 
unter einem allgemeineren Gesichtspunkt betrachten, indem die a{’) nicht 
spezielle Zahlwerte bedeuten sollen, fiir die der Algorithmus gerade kon- 
vergiert, sondern beliebige Variable (Unbestimmte). Von Wichtigkeit sind 
die folgenden Sitze: 

A. Die charakteristische Gleichung laBt sich auch in die Form setzen 


(’) (k+1) (k+n) 
Ay, =e A; ee Ay; 


(k) (k+1) (k+n) 
| Ay, Ari wae ore Ay; 


| 4) (k+1) (k+n) 
A, Ai la Ai = © 


= Q, 


und folglich sind ihre Koeffizienten von der Vorperiode ganz unabhiingig. 
Beweis: Man multipliziere diese Determinante kolonnenweise mit 

| A” ae. ... 4m 

} 0 1 n 


, 


| 
| 
| 


At” ere... AGt” 
0 1 


dann erhilt man mit Riicksicht auf (9) genau die friihere Gestalt.*) 


*) Folgt auch direkt aus 


A y k 2 n k 
aE ae a) ee AM) a +8) 4 Abt of tH 4... Att gt M 
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Bei den folgenden Siitzen diirfen und wollen wir daher von der Vor- 
periode absehen, also 4=0 setzen; dann lautet die charakteristische 
Gleichung 


(k) (k+) (k+ n) 
A’ —o Alt”... Al 


(23) pate er es ee 
Ae Ag+... ART — @ | 


und im Fall der Konvergenz folgt aus (22) 
(24) e2,= Ay” a, + a, hid _-” vy (i=0, 1,-- 0) 


wo @ eine Wurzel von (23) ist. 

B. Die charakteristische Gleichung ist im Bereich A der rationalen 
Funktionen der Variabeln a{” irreduzibel. 

Beweis: Wire sie reduzibel, so setze man in A durchweg 
a, =4,, a, =a,,---,a*-» =a, und bezeichne zur Unterscheidung den so 
entstehenden Ausdruck mit B'”. Einer Zerfillung der charakteristischen 
Gleichung entspricht dann auch eine Zerfillung der Gleichung 


(k) (k+1) (k +n) | 
| By? —@ Byt?.-- By 
= 0 


| ? 
| 


B® Ber... Beto _ | 
die daher im Bereich der rationalen Funktionen von 4a,,---, a, — er 


moége B heiben — ebenfalls reduzibel sein mub. 
Nun hat aber die Gleichung 


o"+1_aot—a,_,o"-!—--.-—a,o—1=0, 


deren Wurzeln 6), 6,,---,6, sein mégen, wenn a,,---,a, Variable sind, 
keinen ,,Affekt“; sie ist also insbesondere im Bereich B irreduzibel und 
hat auch keine zwei Wurzeln, von denen eine gewisse Potenz tiberein- 
stimmte. Aus letzterm Grund ist auch die Gleichung mit den Wurzeln 
of, of,---,6* im Bereich B irreduzibel. Diese Gleichung ist aber leicht 
zu bilden; zu dem Ende setze man 6, =, und fiihre sukzessive » — 1 
weitere GréBen A, B,,---, B,_, ein durch die Gleichungen 


Bo _ 1, 
6B, =4,8, + By, 
6B, =—4;6, + A,, 


6 B,-1 = G1 B,+ B, 2 4 
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Mit Riicksicht auf die Gleichung, welcher 6, geniigt, ist dann auch 
6,6, = 4,8, + 8,_,, und man erhilt allgemein 


6; B, = Bp, + BY*B, +---+ Br"B, (i=0,1,---,n), 


wie leicht durch vollstindige Induktion in bezug auf v zu beweisen ist. 
Setzt man speziell y =k, so folgt hieraus fiir «= oi die Gleichung 


| BY cies = 
gs Re: Site ag eee 

a+ --- BOY _g 

Da ihre Koeffizienten dem Bereich B angehéren, so hat sie gerade 
die Wurzeln oi, ot,---,o% und ist also die gesuchte irreduzible Gleichung. 
Die obige Annahme, aus der die Reduzibilitiit derselben gefolgert wurde, 
ist demnach irrig, w. z. b. w. 

C. Diejenige Gleichung, deren Wurzeln die v'*™ Potenzen von den 
Wurvzeln der charakteristischen Gleichung sind, ist im Bereich A irreduzibel 
und lautet 


| (rk) (wk+1) (vk +n) 
4,'-# 4, +++ Ay 


ie se ele ke ee eee 
Aw® Avtty ey Avtt”) —2£ 

Beweis. Der erste Teil der Behauptung folgt schon aus dem Beweis- 
gang des vorigen Satzes. Um auch den zweiten Teil einzusehen, berechne 
man 79, ¥1,°°*» ¥, aus dem Linearsystem 


07; = Ay, + AGtYy +°--°+ ! i © (i=0, 1,---,m). 


Dies ist méglich, weil g, eine Wurzel der charakteristischen Gleichung 
ist. Hieraus ergibt sich allgemein durch vollstindige Induktion in bezug 
auf »v*) 


037, = Ary, + AT Py +--+. 4 AM y , (G=0,1,--,n), 


und durch Elimination der y, folgt sofort, daB 9; in der Tat der obigen 
Gleichung geniigt. Da aber ihre Koeffizienten dem Bereich A angehéren 
und sie in diesem irreduzibel ist, so hat sie gerade die Wurzeln 95, 9%,---,07, 
w. z. b. w. 

Eine einfache Folgerung aus C ist 

D. Die Potenzsummen der charakteristischen Gleichung sind 


, ¥ ¥ (vk) (vk v n 
@Qt+et+::-+e,=—A + A! FO ee AE, 


*) Mit Riicksicht auf die Gleichungen (9); dabei ist aber zu beachten, da8 wegen 
der Periodizitit A{") = A(”) ist. . 
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Endlich ist noch der folgende Satz bemerkenswert: 

E. Die Koeffizienten der charakteristischen Gleichung findern sich 
nicht, wenn man auf die oberen Indizes der a die zyklische Permutation 
(0, 1, 2,--+,4—1) anwendet. 

Beweis: Man setze wieder 

0%: = Al ry + APY, to APT y, (= 0,1,--m) 
und auferdem 
Yo = Yn) 
2 eons An + Y%, 
V2 = Asn + 71, 
Yn = OnYn + Yn-1- 
Mit Riicksicht auf (11) folgt dann 
07%, = AY, + ALY, te FANT” 


und daher geniigt 9, der Gleichung 
(k) (k+1) (k+n) 
| 4a: —-@ Agr °° Aon 
eo <c7 ee lel. ee ol 
| 4® (k+1) (k +n) 
Aus Ani ale Ais = Q 


Die Koeffizienten derselben gehéren dem Bereich A an, und da sie mit 
der in A irreduzibeln charakteristischen Gleichung eine Wurzel gemein 
hat und vom »+1™ Grad ist, so ist sie mit der charakteristischen 
Gleichung identisch. In dieser darf man also die obern Indizes der a 
alle um 1 erhéhen, und da wegen der Periodizitit diese Indizes blob 
modulo k in Frage kommen, so ist damit die Behauptung erwiesen. 
Eine zweite Vertauschung der a, bei der die Koeffizienten der charakte- 
ristischen Gleichung ungeindert bleiben, wird sich spiiter ergeben (§ 15). 


g 11. 


Notwendige und hinreichende Konvergenzbedingung bei einzeiliger 
Periodizitit. 


Nach § 9 diirfen wir uns auf den Fall reinperiodischer Algorithmen 
beschriinken; dann lautet die charakteristische Gleichung bei einzeiliger 
Periodizitit: 

f(9) = e"** — 4,9" — ---—a,9—1=0. 
Wenn nun Konvergenz stattfindet, und also 
Lim (4? : AO...) 


Mathematische Annalen. LXIMI§ 
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gesetzt wird, so fiihre man die Funktionen von @ ein: 
@,(@) re Q” a A 9" dbo A” Pag ge Ae pm A, 
¥(0¢) =%+%e+---+2,9". 
Wegen der einzeiligen Periodizitat ist A” — A, und folglich nach (11) _ 
A? m= ACT? AM me ACT? — a, ACT” (fir i=0,1,---,n—1). 
Mit Riicksicht hierauf findet man leicht 
F,+1(@) = eg, (e) + AM fe), 


und da offenbar »,,,(@) = /(@), so ist allgemein g,(g) durch f(g) teilbar. 

Sind 9, 0,,-**, @,, die voneinander verschiedenen Wurzeln der charakte- 
ristischen Gleichung, und ist etwa g, eine r,-fache, 0, eine r,-fache,---,9,, 
eine r,,-fache Wurzel, so ist demnach 


Gs 44 


Py(0o) = 9, ¥;(0) = 9,---, f°” (On) = 0, 
(Om) = 9, P5(Om) = 9, +--+, 9" (On) = 0. 
Statt o,(0,) = 9, »,(e,;) = 90 kann man aber auch schreiben: 
% = A,” + Ate, peso A” 9%, @; — A;” + AS” 9, deh Ag", 
woraus folgt 
Tim (05:¢7) = Ly + Ly Oq + °° + 1,05 2 Hq + XO, + °° + 1,07 = (Oo) : ¥(Q,)- 


Ebenso erhilt man aus (25) allgemeiner: 


lim 


=o 


Qf : Vey 1:+++:v(v—1)---(w—17, +2) o-"e** 
| rey :voy—t:---:v(y—1) --(y—r, +2) Q7-"%*? 


¥ 


19%: vQm :-++:v(v—1)---(v—r,,+2)Q,, ™** 


¥ (0) : v’ (Qo) err ee "o— (99) 
_[ :¥(e,): ¥'(e,) 1+: ¥-%e,) 


= O(Om)? ¥ (On)? ++ Ym M(Q,,) 

Auf der rechten Seite stehen hier lauter endliche GréBen, die nicht 
simtlich verschwinden kénnen; denn in diesem Fall hatte die Gleichung 
n“" Grades w(o) = 0 die n + 1 Wurzeln von f(o) = 0, was nicht méglich 
ist. Indem man die Zeilen der rechten Seite mit den entsprechenden 
der linken vergleicht, erkennt man, daf nur 


ylo- (Qo); yn %(0,), teey ym Y(0,,) 


~ 
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als von Null verschieden in Betracht kommen kénnen. Ohne Beschrinkung 
der Allgemeinheit kann man w>-(9,)+-0 annehmen; dann ist gewiB 
vo @) 
po Ye) 
des Algorithmus notwendige Bedingung folgt: 


eine bestimmte endliche GréBe, woraus die fiir die Konvergenz 


vy—r,+1 
in SO —2--O— 479 fs bestimmt und endlich. 


v=o v(v—1)-- -(v—4,+ 2) ett 





Dies ist aber nur méglich, wenn entweder |e,| < |g,|, oder |e,| = |@.| und 
zugleich r, <r, ist; und zwar ist in diesen beiden Fallen der Grenzwert 
gleich Null. Was hier beziiglich 9, gezeigt ist, gilt natiirlich ebenso fiir 
Qs»°**)Q@,- Zugleich ergibt sich hieraus auch 


w-D(9,) = 0, teey ym *(9,) = 0, 
und folglich hat w(g) genau alle Wurzeln von f(g), nur die Wurzel g, 
einmal weniger. Es besteht daher die Identitiét in @: 
(0—e) ¥(e) = 2, f(@)- 


Vergleicht man hier die Koeffizienten der einzelnen Potenzen von o auf 
beiden Seiten, so folgt 


09%, = Un» 


(26) Oo%, = 4, 2%, 6 Ly 


J P Qo%, a,%, + Tn+a 
und hieraus endlich 
A) x 

iim 40) = Oo» 


se 
(26’) lim —""> = — = @ — 4,0, 


v=@ Af”) a) 


4?) a, 


Lim 6) ag OB OO! — + — oe 


Des bequemeren Ausdrucks halber stelle ich nun folgende Definition auf: 

Eine algebraische Gleichung heift regular, wenn — unter R den griften 
der absoluten Betriige der Wurzeln verstanden — entweder nur eine (ein- 
oder mehrfache) Wurzel 9, vom Betrag R vorhanden ist; oder wenn mehrere 
Wurzeln den Betrag R haben, aber eine unter ihnen, etwa Q,, einen hihern 
Grad von Vielfachheit hat als jede andre vom Betrag R. Die hierdurch 
eindeutig bestimmte Wurzel 0, heibt Hauptwurzel. 

Nach dieser Definition la8t sich das Resultat der obigen Untersuchungen 
dahin aussprechen, daB im Fall der Konvergenz die charakteristische 

8* 
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Gleichung notwendig eine reguliire sein muB, und daB die in (26) und 
(26’) auftretende Wurzel ge, die Hauptwurzel ist.*) Es soll jetzt gezeigt 
werden, daB diese Bedingung auch hinreichend ist. Zu dem Ende beachte 
man die Identitat 


(¥) ») (Yr) 4 (v) 4(n) 
A” = AA, + A” Ai +--- 4+ AA”, 
die in leicht verstindlicher Symbolik auch durch 


9,(A,) = 9 
ausgedriickt werden kann. Diese Gleichung bildet nun mit (25) zusam- 
men ein System von » +2 homogenen linearen Gleichungen zwischen 
den GréBen 1, A” a teu A” , dessen Determinante somit verschwinden muB. 
Sind die Wurzeln 9, 0,,---, 0, der charakteristischen Gleichung alle ver- 
schieden, so ist daher 


.. A” | 


Sind gleiche Wurzeln vorhanden, so sind gewisse Zeilen in dieser Deter- 
minante durch ihre Ableitungen zu ersetzen, wie aus (25) leicht ersicht- 
lich ist. 

Aus dieser Gleichung ergibt sich weiter 


mit dem Zusatz: Wenn gleiche Wurzeln vorhanden sind, so daB die 


rechte Seite unter der Form . erscheint, so sind im Zahler und Nenner 


gerade die durch die Regeln der Differentialrechnung vorgeschriebenen 
Differentiationen auszufiihren. 


*) Die Gleichungen (26) sind keine anderen als (24) fiir k 1. Jedoch erst durch 
die obige Herleitung vermag man zu entscheiden, welche Wurzel der charakteristischen 
Gleichung dabei in Frage kommt. 
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Die charakteristische Gleichung sei nun regular, und g, die Haupt- 
wurzel. Ist zuniichst g, eine einfache Wurzel, so haben alle andern 
Wurzeln kleineren absoluten Betrag als 9,, so daf 


. 
Bay .. 


lim : 


v=@ Qo 


Aus (27) folgt dann 





A\ 
Es ist also lim —— endlich, und speziell fiir i = 0: 


v= eo 





ia eas @; Op °° * On 
(0; —@o)(@z — @o) * * (On — @o) +0. 


Daher konvergiert der Algorithmus in der Tat, und es lassen sich auch 
leicht wieder die Formeln (26’) aufstellen. 

Ist zweitens g, eine Doppelwurzel, so muB eine beliebige andre 
Wurzel kleinern absoluten Betrag haben als g,, oder allenfalls gleichen, 
in welchem Fall sie aber keine mehrfache Wurzel sein kann. (27) geht 


dann iiber in 
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endlich; 


speziell fiir i = 0: 


Also auch in diesem Fall konvergiert der Algorithmus, und man sieht 
ohne weiteres, wie man fortzufahren hat, wenn g, eine mehr als zwei- 
fache Wurzel ist. Wir erhalten somit 

Satz VIL Die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Kon- 
vergenz eines einzeilig periodischen Kettenbruchalgorithmus besteht darin, daB 
die charakteristische Gleichung eine reguldre ist. Bei reiner Periodizitit 
gelten dann die Formeln 


A” 
im - 8-460 -°-°— 430, 


"=@ 


wo @, die Hauptwurzel der charakteristischen Gleichung bedeutet. 

Bei einer 4-zeiligen Vorperiode sind die Formeln offenbar dahin ab- 
zuandern, daB a, durch a” , A” durch A’ ersetzt wird. Den Grenzwert 
des Verhiiltnisses (4\”: A” tA) findet man dann mit Hilfe von (21). 
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§ 12. 
Hilfssiitze. 


Viel schwieriger gestaltet sich die Konvergenzuntersuchung, wenn 
der Algorithmus k-zeilig periodisch ist und k>1. Indem wir uns wieder 
auf reine Periodizitat beschrinken, gilt die bei den folgenden Entwicklungen 
fortwihrend anzuwendende Formel 
(28) AGETN AOD 4. geben gErth 4... 4 geben gerrm get +Ab+y) 

(a, B,y=9, 1, 2, +++, 00); 
sie entsteht aus (9) fir » = ak + y, 4=£k, wobei zu beachten ist, daB 
wegen der Periodizitiit <_< = A”. 

Ist f(@) = 0 die charakteristische Gleichung und das Vorzeichen von 

f(e) so gewahlt, daB der héchste Koeffizient gleich + 1 wird, so ist 


® | g@+n (k+n) 
e—4,; — A, oP oe — 4, 


() (k (+n) 
(29) fe]| WTAE Oma ees ae, 


_4e — 4449 Aas e— Aer” 
Es soll nun die symbolische Gleichung bewiesen werden: 

(30) A}f(A?) = 0. 

Setzen wir zu diesem Zweck 

(31) f(e) = e"** — be" — b,_1@"-*' — --- — be — by, 


wobei b, = (—1)"*+, so schreibt sich die zu beweisende Relation in 
unsymbolischer Form: 


(30’) Afin+ Dk+d) oi b AM + b, At a 0d b, As +4) 
Mit Hilfe von (28) folgt leicht 


a AY) A; f (Af) = A}f (Af), 

v=0 
und daher gilt Gleichung (30) bez. (30°) allgemein, sobald sie fiir 
4=0,1,---+,m bewiesen ist. Wir fiihren jetzt die zu (2) adjungierte 
Determinante ein: 


| 9o,0(@) 9, 1(@) She Io, n(@) 


| Ino(@) Inr(@) *** Gun(@) | 
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Offenbar sind die g, ,(@) ganze rationale Funktionen, und zwar vom n‘™ 
Grad, wenn 4 =v, sonst von geringerem Grad. Sie gentigen dem Glei- 


chungssystem 
(32) egis(@) — Ai 92,0(@) — A**91,1(0) — «>: — AP? H,n(0) 
{f(@) fir 24= i, 
~ | O far A+ i, 
welches auch zur Definition der Funktionen g, ,(g) dienen kann. 
Setzt man fiir den Augenblick: 


@'9;,;(@) — Al**” 9, ,(¢@) = G;(@)*) (v =0, 1, 2,-- ” co) ? 
s=0 


so bestiitigt man unschwer die Beziehung 

GL* (0) = eGi)(e) + Af**” Fe), 
und da offenbar G\(e) = 0, so ist jedes Ge) durch f(g) teilbar. Das 
gleiche gilt daher auch von 


Gr P(@) — 0, G2 (@) — --- — B, @IN(@) — b (0) — fe)g,, :(@) 
a — an Amt ee ger ai A®)g (@): 
i a8 = ok ae 
s=0 


Hier ist aber die rechte Seite blo} vom w™ Grad in g, und daher 
muB sie identisch verschwinden. Insbesondere verschwindet also auch der 
Koeffizient von 9", welcher bloB in dem Summanden fiir s = 4 vorkommt; 
daher: 

Afin+ dk+d) — b, Att) —... — b, Aer sa b, A ~— ¥ 

Da hier 4 jede der Zahlen 0,1, ---, m bedeuten kann, so ist damit 
(30) bez. (30°) vollstindig bewiesen. 

Die Polynome g, ,(g) sind bisher blob fiir 4 = 0,1,---,m definiert; 
wir wollen sie jetzt auch fiir gréBere Werte von A einfiihren, und zwar 
durch die Definitionsgleichungen**) 


(33) 9;,:(@) = Aa, (e) + Ag, (0) +--- + 49, (0)- 

Diese Funktionen geniigen wegen (32) offenbar den Bedingungen 
(34) e9,,:(e) — A,”9,,0(e) — A**%9,,1(0-)—---— A#*"9,,.(0-) = AMF), 
durch welche sie ebenfalls schon eindeutig definiert sind; denn hilt man 

*) Der obere Index bei dem Funktionszeichen G hat hier nicht die Bedeutung 


einer Ableitung. 
™) Fiir 1 = 0,1,---,m sind dies Identititen. 
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in (34) 2 fest und setzt fiir i der Reihe nach die Werte 0,1,---,”, so 
entsteht ein System von » + 1 linearen Gleichungen mit der Determinante 
f(@) und den Unbekannten g, ,(@),---,9,,,(@)- Diese sind also hierdurch 
eindeutig bestimmt und sind ganze rationale Funktionen. 


Entwickelt man ie nach fallenden Potenzen von g, so erhilt man 


(BB 92,4@) AM At) gakea 
(35) fle) — “@ -+} — = 3 +in inf 
Man verifiziert dies einfach (unter Benutzung von (28)), indem man diese 


Potenzreihen in (34) substituiert. Durch Multiplikation mit 


f(e) = o° t* — be" —---—d, 
ergibt sich sodann fiir g, ;(g) die Darstellung: 


92,4(0) = A,%9"+ (AM9—b, A) oA —b, AMO—,_, AM) gr 
fee (AMO —h Afe-bF+D_...—h, APY}, A). 
Die Koeffizienten der negativen Potenzen verschwinden wegen (30). Da 
aber auch schon a priori feststeht, daB die g, ,(9) ganze Funktionen sind, 
so entspringt hieraus zugleich ein neuer Beweis von (30). 
Endlich bemerke man noch die Beziehung 
(37) 91+1i(0) = 092,4(0) — AMF), 
die mit Hilfe von (35) leicht bestitigt wird. 
Wenn jetzt der Algorithmus konvergiert, und etwa wieder 


“lim (4(”: A; : A® SM ieeet a2 


r=@ 


(36) 


gesetzt wird, so muf die charakteristische Gleichung eine Wurzel 9’ 
haben, fiir welche die Gleichungen (24) erfiillt sind: 


6, — AM ay + AP PE +--+ ALM, (F—=0,1,--40); 
offenbar kann es keine zwei verschiedenen Wurzeln dieser Art geben. Da. 
ferner die GréBen 2, ---, 2, nicht simtlich verschwinden, so sei etwa 
z,+0. Dann ist fiir geniigend groBe Werte von v sicher auch A{**+# +0, 
und es folgt 


n Avett?) a, ape Merniss oe Ayr bb +2) : 
>| Aveta 3} _ Aged” ~i Ba t,= Aveta —@- 
e=0 \ i 
Hier konvergieren aber fiir v = co die einzelnen Summanden der linken 
Seite gegen 0, so daB sich ergibt 

Alert DE+A) 


(38) lm —,,— = 0 (fiir 2;+0). 


=o Avt+4 
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Aus der Existenz und dem Wert dieses limes folgt weiter, daB die 
Reihe (35) konvergiert fiir |g| > |e’) und divergiert fiir |e! <|9'|. Daher 
hat g,,(@) mit f(g) alle Wurzeln gemein, deren Betrag > | 9'| ist, aber 


nicht alle vom ——* ='o'|; wegen der Identitit (37) kann man ont 
A auf die Werte 0, 1,---,4—1 beschrinken, 


§ 13. 
Konvergenz bei k-zeiliger Periodizitit. 
Wenn wieder 
f(e) = e"** — be" —---—b,9 —b, = 0 


die charakteristische Gleichung ist, so definiere man unendlich viele 
GréBen B,” durch die Rekursionsformeln 


BY =1, BO =0 fir v+i (v,i=0,1,--+,n); 
Bete+) — bBo +b, Beto+---+b, Bet” (i=0,1,---,; v=0,1,---,00 
Setzt man dann 
9, (9) = @° — Bro" — Brig" 
so ergibt sich leicht die Identitit 
,41(0) = 09,(0) + Br” f(Q), 
und ebenso symbolisch 
A}, 41(A}) = A} **@,(A?) + BY” A} f(A?). 


Da offenbar 9, ,,—/, und nach (30) A?f(A}) = 0 ist, so folgt allgemein, 
daB g,(e) durch f(g) teilbar ist, und auBerdem 


A} P, (A) =0 . 


Hieraus ist genau wie bei den entsprechenden Untersuchungen in 
§ 11 (pag. 36) zu schlieBen: 


(A) k+A) (mk+4 
0 A Abt"... sett) | 
” 


e, 7° @, 





1 eye | 


1 @,°*" @. 


WO @,---,@, die Wurzeln von f(g) sind. Hat f(g) mehrfache Wurzeln, 
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so ist die unbestimmte Form 5 wieder durch geeignete Differentiationen 


im Zahler und Nenner zu beseitigen.*) 

Fiir viele Zwecke ist es niitzlich, (39) etwas umzuformen. Der Koef- 
fizient von g; ist nimlich eine symmetrische Funktion von Q,, ---, 9,, 
kann also rational durch g, (und die Koeffizienten der charakteristischen 
Gleichung) ausgedriickt werden. Ist 9, eine Doppelwurzel, so kommt 
auch ein Glied mit vg}~' vor; auch dessen Koeffizient ist rational durch 9, 
ausdriickbar, usw. Analoges gilt fiir die andern Wurzeln. Diese Um- 
formung ist in den einfachsten Fiillen, wenn f(g) nur einfache oder 
Doppelwurzeln hat, leicht direkt ausfiihrbar; im allgemeinen Fall gewinnt 
man aber das gewiinschte Resultat leichter auf folgendem Weg: Man 


zerlege The in Partialbriiche, entwickle jeden nach fallenden Potenzen 


von g@ und vergleiche die entstehende Reihe mit (35). 


Sind 9, 0,,°**, @,, die voneinander verschiedenen Wurzeln von f(g) 
und ist etwa g, eine r,-fache, so sei 


f(e) = (@—@0)"*4o(e) = (0-01) 41 (0) = +» = (0 On) Yn (0); 
so daB also y,(9,)+ 0. Dann lautet die gesuchte Formel: 


wy sere S> (7) Sor" (Me), 


y=0 w=l 


wo das Symbol D* die k* Ableitung bezeichnet. 

Die Formel (39) oder auch (40) gestattet, bei jedem beliebigen 
periodischen Kettenbruchalgorithmus iiber Konvergenz oder Divergenz zu 
entscheiden. Denn offenbar darf man sich bei der Konvergenzuntersuchung 
auf die Werte 4 = 0,1,---,4 — 1 beschrinken; sind dann die Zahlen a,” 
irgendwie numerisch gegeben, so sind damit auch die k(n+1)* Zahlen 
AM, Aft), ---, Af*t (1 =0,1,--,k—1; i=0,1,--+,m) bekannt; ebenso 
Qo*** @,- Mit Hilfe von (39) kann dann festgestellt werden, ob das 
Grenzverhiltnis lim (Af**”: Af**”:...: AS**) existiert oder nicht, und 


im erstern Fall ke kann es auch berechnet werden. Nur in diesem Fall 
findet Konvergenz statt und zwar stets dann, wenn die fiir 4=0,1,---,k—1 
berechneten Verhiiltnisse die gleichen sind. 


*) Es ist bemerkenswert, daB (39) auch fiir gemischte Periodizitét gilt. Denn 
bei u-zeiliger Vorperiode ist darin zunichst A‘) durch A?) zu ersetzen; multipliziert 
man dann mit A“* und summiert nach i, so kommt nach (9) genau (39) zum Vor- 


schein; nur ist ¢ durch s, 4 durch 1-++ mu ersetzt, was natiirlich keinen Unterschied 
macht. 
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Die allgemeinen Konvergenzbedingungen gestatten indes keine so 
einfache Formulierung wie fir k—1; es zeigt sich, daB durch die 
charakteristische Gleichung allein die Frage nicht entschieden werden 
kann, vielmehr kommt es noch auf das Verhalten der Funktionen g, , an. 
Prinzipiell bietet es zwar keine Schwierigkeit, mit Hilfe von (40) eine 
Anzahl von Bedingungen aufzustellen, von denen jede zur Konvergenz 
hinreichend, und mindestens eine notwendig ist. Doch fiihrt dies auf 
eine umstindliche Unterscheidung von Einzelfillen, deren Aufzihlung kaum 
Interesse bieten diirfte. Ich will mich deshalb darauf beschriinken, die 
beiden einfachsten Kriterien abzuleiten, die von verhiltnismaibig groBer 
Allgemeinheit sind. 

Satz Villa. Wenn die charakteristische Gleichung eine regulire ist 
mit der Hauptwurzel 9,, und wenn fiir jeden der Werte 1=0,1,--,k—1 
die n+ 1 Grifen 

91,0(0)s 92,1(@0)s ***» Jin(@o) . 
nicht simtlich verschwinden, so konvergiert der ProzeB, und es ist 
ot, = Aa, + AY” 2, +---+A** 2, (i=0,1,---,m). 

Satz VIIIlb. Wenn erstens die charakteristische Gleichung regulér ist 
und sie die Hauptwurzel 9, mindestens r mal ofter enthdlt als jede andere 
Wurzel vom gleichen absoluten Betrag; wenn zweitens fiir jeden der Werte 
4=0,1,---,k—1 die Gripen 

92,0(o)> 92,1(@0)> —_ Ii,n(Go)> 

9:,0(00), 93,1 (90); ale G2,n(Q0), 

Io ”(0)s Gy ” (09)» ya In ” (0) 
nicht siimtlich verschwinden; wenn drittens fiir mindestens einen Wert 1=u 
die Gripen 

Gu,0(@o)> Gu,1 Qo)» TF % Iu,n( Qo) 
nicht siimtlich verschwinden*): so konvergiert der ProzeB, und zwar ist 
5%; = Ara, + AMY a, +---+ A*t% 2, (6 =0,1,---,n). 

Beweis: Fir r=1 ist offenbar VII[b mit Villa identisch. Aus 
(40) folgt nan, da f(9) = 0 eine regulire Gleichung ist: 

Men i. ee 
v=@ ( v = Wy (C9) ’ 


f,~—1/ °° 


*) Wegen (33) kann dann uw auch unter den Zablen 0, 1,---, ausgewahlit werden, 
und die dritte Bedingung ist damit aquivalent, daB die Unterdeterminanten von (22) 
fiir e@ =, nicht alle verschwinden diirfen. 
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wenn also die GréBen g, o(Qq), 92,1 00); ***y Jan(Q) nicht alle verschwin- 
den, so folgt 
lim (4p**” : AY**? : AP**?) = gy 0(00) 9a, (@o) =~ * Fajn(Qo)- 


‘=@® 


Andernfalls aber folgt nach den Voraussetzungen des Satzes VIIIb aus (40) 


es p(% ‘( ))= o (C0) 92,«(@o) — Yo(@o) Ia, «(@a) _ 9i,e(@o) 
@o Wo (@o)* Wo (@o) 


ve ST 
oon ( v Pie 
7~—32] °° 


Wenn also 9,0(@0),°**,92,n(Q0) nicht siimtlich verschwinden, so ist 
lim (Ay**” ; AY** :..-: AG**”) wm gi o(00) = 9i,1(00) : « * +? 9a,n(O0); 


im andern Fall aber folgt wieder weiter aus (40) 


. Aver) Oi, 4(@0) 
ae Ts Socass 2D p(% @)) =F 3 +b (@) 
oF % 


Durch Wiederholung dieses Schlusses findet man allgemein: Es ist: 
lim (AQ**? : AC**? : «2: ACF?) mo G'(Q4) = gi(Qq) 2 ++ +2 SC), 


wobei « die kleinste Zahl ist von der Beschaffenheit, daB die rechtsseitigen 
GréBen nicht saimtlich verschwinden. « wird fiir die verschiedenen Werte 
von 4 verschieden sein, aber stets <r — 1; speziell fir 4=—u ist «=O. 
Satz VIIIb wird nun bewiesen sein, sowie noch gezeigt ist, daB die den 
Werten 4=0,1,---,4—1 entsprechenden Verhiiltnisse die gleichen sind. 

Nach Definition (pag. 39 unten) sind fiir 20, 1,---,m die g, ,(@) 
die n-reihigen Minoren einer Determinante, die gleich f(g) ist. Daher 
sind nach einem bekannten Satz die Determinanten der Matrix 


|92,0(@) 92,1(@) ** Fan (@)) 

Iu,o(@) 9u,1(@) 5 hpi 9u,n(@) 
durch f(g) teilbar. Dies gilt zunichst, wenn 4 und w nicht gréBer als n 
sind, wegen (33) gilt es dann aber auch allgemein. Die Determinanten 
haben also fir @ =, eine Nullstelle mindestens von der r" Ordnung, 
also verschwinden gewiB auch die «*’ Ableitungen fiir g@ =, woraus 
mit Riicksicht auf die obige Bedeutung von « folgt, daB die Determinanten 
der Matrix 


\9%0(@0) gi (90) -- + Gin (00) 
| 9u,o( Go) Gur (90) °* ** Iu,n(@o) | 
verschwinden, und sonach 


93,0(@0) : Ji (0) : ? Ju,n(Qo)- 
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Damit ist die Konvergenz bewiesen, und zwar ist 


DaB auch die Behauptung e,7,=— A,“2, +---+ A**+”2, zutrifft, folgt 
hieraus mit Riicksicht auf (34) fir 14—, e@—@,. Die am SchluB des 
vorigen Paragraphen eingefiihrte Wurzel g’ ist daher jetzt die Hauptwurzel g,. 
Fir n =1, d. h. fiir die Kettenbriiche, ist f(@) nur vom zweiten Grad 
und infolgedessen gestatten die Siitze VIII eine etwas einfachere Fassung. 
Uberdies ist leicht zu sehen, daB Konvergenz auch nur in dem Fall statt- 
finden kann, wenn die in VIIIb geforderten Bedingungen fiir r = 1 oder 
r = 2 erfillt sind.*) 
Fir den Fall einer nicht reguldren charakteristischen Gleichung ist 
die folgende Bemerkung von Interesse: Wenn die Determinante 
A® Agr By Aett? 


| A” Att ase y aie | 
n hn n 


f 
| 


nicht fiir jeden Wert von 4 verschwindet (wegen (30) geniigt es auch 
hier, sich auf 4 = 0,1,-- ,4—1 zu beschriinken), so zeigt die zu Beginn 
des Paragraphen bewiesene Relation A/g,(A;) = 0, daB aus der Existenz 
von lim ated? atta DT -aitay 


folgt und umgekehrt. Nach Satz VII existiert aber der letztere limes 
dann und nur dann, wenn /(@) = 0 eine reguliire Gleichung ist**), so daB 


*) Die Konvergenzbedingungen fiir periodische Kettenbriiche sind vollstiindig an- 
gegeben zuerst von 0. Stolz: Allg. Arithm. 2 Teil, p. 299ff. Spiitere Beweise von 
Landsberg (fiir einen Spezialfall): Journal f. Math. Bd. 110, und Pringsheim: 
Miinch. Ber. 1900. — In diesen Arbeiten werden tibrigens auch die Teilzdéhler als be- 
liebige Zahlen vorausgesetzt. Wenn man den Jacobischen Algorithmus in analoger 
Weise erweitert, indem man an Stelle von (4) die allgemeinere Formel 


Ay tet = al” A” + al’) A+ oe ttre a’”’) Avt*) 


treten l4B6t, so lassen sich dieselben Betrachtungen ohne wesentliche Anderung durch- 
fihren. Wihrend aber bei den Kettenbriichen stets al”) 0 vorausgesetzt werden 
darf, weil sonst der Kettenbruch sich auf einen endlichen reduziert, mu8 im all- 
gemeinen Fall auch zugelassen werden, dab aly fiir gewisse » verschwindet. Dann 
ist aber der Satz von der Erhaltung der Konvergenz bez. Divergenz bei Unterdriickung 
der Vorperiode nicht mehr unbedingt richtig, weil gerade die Determinante ver- 
schwinden kann, auf deren Nichtverschwinden der Beweis in § 9 gegriindet wurde. 
Unter Beriicksichtigung der FuBnote auf pag. 43 ist aber auch dieser Fall leicht zu 
erledigen. 

*) DaB das konstante Glied in f(e) nicht — 1, sondern — b, = +1 ist, andert 
an dem Gedankengang in § 11 nichts; vgl. die vorhergehende FufBnote. 
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sich ergibt: Wenn die charakteristische Gleichung nicht regulér ist, so ist das 
Verschwinden der obigen Determinante fiir 4=0,1,---,k—1 zur Kon- 
vergenz notwendig. Schon hieraus ist fiir n=1 zu schlieBen, daB die 
charakteristische Gleichung reguliir sein mu8. Denn andernfalls wiirde 
aus dem Verschwinden der Determinante speziell fiir 4— 0,1 folgen: 
A‘) =0, Ai‘*” = 0, und hieraus weiter: A’ =0, A®**” =0, so dab 
A”: AC = 1:0, aber Al**”: AM**” — 0:1, also von Konvergenz 
keine Rede sein kann. Fiir »>1 ist aber eine ihnliche SchluBweise 
nicht méglich. 


§ 14. 
Der Spezialfall reeller positiver a” 


é . 
Uber die Zahlen a,” soll jetzt die spezielle Annahme gemacht werden, 
daB sie reell sind und den Ungleichungen geniigen: 


a >0O (i=1,2,---,n—1), 


a”> 0. 

a,” 

und = nur eine end- 
a 


¥ 
n 


1 
=P 
liche Anzahl verschiedener Werte annehmen, so sind die Bedingungen von 
Satz Il erfiillt; folglich konvergiert der ProzeB und die Grenzwerte 


(rv) 


Da wegen der Periodizitiit die Quotienten 


=e 


lim mo sind endliche positive (nicht verschwindende) Gréfen. Um sie nun 
0 


wirklich zu berechnen, ist eine Diskussion der charakteristischen Gleichung 
erforderlich. 


Zunichst beweisen wir den 
Hilfssatz: Die Gleichung 


O@— 49, —%M5°" — on | 


—~ Gags — Byxy °°» O— Age | 


wo die a,, simtlich positiv sind (exkl. 0), hat mindestens eine positive 
Wurzel. Die griéBte positive Wurzel g, ist eine einfache, und die n-reihigen 
Minoren der Determinante A(g,) sind alle positiv (exkl. 0). 

Fiir »=0 ist der Satz evident. Wir nehmen also an, er sei fiir 
kleinere Werte von » bereits als richtig erkannt; wenn demgemaB mit 9’ 
die gréBte positive Wurzel von 


O— M3, —Ayy,°° +, —4,, | 
Dileben ee ES we tis chet 


—Gyy, —An9) °°) C—O y 





48 Osxar Perron. 
bezeichnet wird, so sind die aus 


QO = yy + Og My + °° + Oy Nps 


41 : 
( @ 1, = 4, + MyM + °° + 4M, (i = 2,3, ---,m) 


berechneten GréBen 7,,---, 4, endlich und positiv. 

Definiert man die Funktionen &,(@), ---, &.(@) durch das Gleichungs- 
system 
(42) OF, = 49 + 4,8 +---+4,,6,, (6=1,2,---n) 
so ist 

4 

(43) © — yg — Oar — ++ + — yg by = ed 
§.,°-+§, sind rationale Funktionen von g mit dem Nenner A,(o); solange 
also g > bleibt, andern sie sich stetig mit g, und kénnen daher ihr 
Zeichen nicht wechseln, ohne durch 0 zu gehen. Ferner lassen sie sich 
fiir geniigend groBe g nach fallenden Potenzen entwickeln: 


" aig 
(44) “= 0 diate 


Fiir groBe Werte von @ sind also &,,---,&, positiv, aber beliebig klein, 
und daher ist die linke Seite von (43) ebenfalls positiv. Wenn @ gegen 9’ 
abnimmt, so miissen &,,---,&, positiv bleiben; denn ginge etwa £, durch 0, 
so wiire fiir den betreffenden Wert von g, da alle a,,>0 sind, die 
i* Gleichung des Systems (42) nicht erfillt. Fir @ =’ selbst hat 
mindestens eine der Funktionen £ einen Pol; andernfalls mtiBten namlich 
die Determinanten der Matrix 


| Gig, 0 —4y,°* —Kh, 


—~Onq, —4y1,° "4 9 —4,, 
siimtlich verschwinden, und daher das System (41) zusammen mit 

O = Ayy + Ayq%y +--+ + F,0%, ; 
lésbar sein; dies ist aber nicht méglich, da die y, in (41) positiv sind. 

Die linke Seite von (43), und mithin auch A(g), geht demnach, wenn 

@ von sehr groBen Werten gegen 9’ abnimmt, vom Positiven ins Negative 
tiber, und daher wegen der Stetigkeit mindestens einmal durch 0. Damit 
ist der erste Teil der Behauptung bewiesen, und zugleich ist 9, >’. Da 
ferner Ay(0o), & (0), - +» &.(@o) positiv sind, so sind zuniichst diejenigen 
Minoren der Determinante A(o,) positiv, die durch Unterdriickung der 
ersten Zeile entstehen. Aber der Index 0 ist in keiner Weise ausge- 
zeichnet, und somit sind alle n-reihigen Minoren positiv. 
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Es bleibt nur noch zu beweisen, dab g, eine einfache Wurzel ist. 
Nun folgt aus (42) durch Differentiation 


, dé; dé dé, 
(45) ie ta Pee Pe 


ferner ist fiir groBe @ wegen (44) 


dé; 49 
iene dees 
, . , . dé. dé, : : 
negativ. Wenn g gegen g’ abnimmt, miissen Ve negativ bleiben; 


dé, 
denn wiirde etwa : positiv, so miiBte es wegen der Stetigkeit die Null 


d 
passieren, was mit (45) im Widerspruch steht. x ist also fiir e=o, gewib 
negativ, und daher ist nach (43) 
d (Ale) 
de (0), m3 m 
also A’(g,)>0, und somit kann g, keine mehrfache Wurzel von A(g) sein. 
Nach den zu Beginn des Paragraphen gemachten Annahmen iiber die 
Zahlen a’) ist von einem gewissen v ab (fiir vy >2n): 
A®>0. 
Daher erfiillt fiir diese v die Gleichung 


| (wk) (vk+1) 

liebe. » ~4, ,* 
F(s) =| has al le py Che Sd 
} — 40%, — green... g— aver | 


(vk+n) | 
» —Af 


=Q, 


deren Wurzeln nach § 10, Satz C die »*" Potenzen der Wurzeln der 
charakteristischen Gleichung sind, die Voraussetzungen des Hilfssatzes. 
Sie hat also eine einfache, gréBte positive Wurzel o,, und wenn mit 
G, (6) die Minoren der Determinante F(o) bezeichnet werden, so ist 
G,, (6) > 0. 

6, ist die v Potenz einer Wurzel 9, der charakteristischen Gleichung; 


wiire g, nicht positiv, so miiBte Tey eine v® Einheitswurzel sein, was aber 


0 
nicht méglich ist, da die Wahl von »v (oberhalb einer gewissen Grenze) 
vollig frei stand. Also hat die charakteristische Gleichung f(g) = 0 eben- 
falls eine einfache, gréBte positive Wurzel 9,. DaB auch die Minoren 
92,4(9) positiv sind, erkennt man folgendermaBen: Bekanntlich ist 


F(e*) = (-1)°*+9 TT Feo) 
wo sich das Produkt auf alle v* Kinheitswurzeln « bezieht. Fiir 9 =, 


Mathematische Annalen. LXIII 4 
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verschwindet der Faktor f(g), wihrend die andern von Null verschieden 
bleiben, da sonst 6, eine mehrfache Wurzel von F(¢) sein miiBte. Analog 
za (35) hat man 
G,,(@) A? AGR+a 4 (2vk+7) 
Fo ~ 6 a ee 
und folglich 
Gye) a 92, :(€@) 
Fe) vet a fee) 
Multipliziert man mit f(g) und setzt @ =, so folgt 
G, ; (6) 


1 
ve 91,1 (Go) (—1°* 99 77" Fee.) , 


wo der Akzent an dem Produkt andeuten soll, daB «= 1 auszunehmen 
ist. Wiahlt man etwa v ungerade, so enthilt das Produkt nur paarweise 
konjugiert imaginire Faktoren, ist also positiv, woraus folgt: g, ,(g)) > 0.*) 

Da, wie zu Beginn des Paragraphen bemerkt, der Algorithmus kon- 
vergiert, muB /(g@) eine Wurzel g’ haben, fiir welche die Gleichungen bestehen 


o'%, _ Ax, + Af*z, ap ana yh Af+”a, (¢=0,1,-- ” n). 
Da ferner nach Satz II die Quotienten =! endlich und positiv, also alle x, 


von Null verschieden sind, so ist auch g’ positiv und nach (38): 


irr 1)k+A) 
o = lim — 
=e 


(i=0, 1,-++,), 


(vk+2) 
Avs +4) 


also auch (vergl. das SchluBverfahren pag. 13): 





AG THE 4 Art bet 4... 4 slot bh+n) 
¢' = lim — (rk) _ @k+1)) | Pores sit", 
v=@ 4,” + 4; +---+ 4° 
Nach § 10, Satz D sind aber hier Zahler und Nenner Potenzsummen der 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung, also 


v+1 
lim =! — = ¢'. 
r=@ >e 
Nun sei g, der gréBte der absoluten Betrige der Wurzeln, und etwa 0, 


rfach, —o, rfach, e,e*”' r,fach,---,e,e7™ r,fach ziblend die Wurzeln 
vom absoluten Wert g,. Dann ist 


Se 1 r+r,(—1) + 217, cosvg, +---+ 2r,, cosvg,, + 8, P 


*) Zuniichst fir 1< mn, dann aber nach (33) auch fiir 4 > n. 





ett rt rg(—1)'t*+ 24, 008 (941), +--+ + 2h 608 (9+1) 9m + Fy 41 
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wo «, mit wachsendem vy beliebig klein wird. Es ist leicht zu sehen, 
daB die rechte Seite fiir » — oo keinen positiven Grenzwert haben kann, 
auber wenn 7, = 0, 7, = 0,---, 7,, =O und folglich r>0 ist.*) Daher 
ist @, = @’, und es gibt keine hiervon verschiedene Wurzel von gleichem 
oder gréBerem absolutem Betrag. o’ ist demnach als positive Wurzel 
mit 9, identisch; die charakteristische Gleichung ist eine regulire, und g, die 
Hauptwurzel. Wir erhalten also, noch mit Riicksicht auf Satz Villa den 
Satz IX. Wenn die Zahlen a;* reell sind und den Ungleichungen 


a™>0, (i=1,2,----n—1) 
a”>o0 


geniigen, so ist die charakteristische Gleichung regular, die Hauptwurzel 0, 
positiv und einfach, und auBerdem g, ,(e@9) >. Der Algorithmus kon- 
vergiert, und es ist 
Oot, = AMa, + APE, +---+APt%a, (i= 0,1,---n), 
oder durch Auflésung 
A; *) x 92: (@o) 

lim =- : 

v=o Ai” ™ 92,0 (@o) 
wo A beliebig. 

Bemerkung. Es wire prinzipiell wichtig, die Regularitat der charakte- 
ristischen Gleichung auf rein algebraischem Wege, ohne die vorherige 
Kenntnis der Konvergenz des Algorithmus za beweisen. Aus Satz Villa 
kénnte dann die Konvergenz sofort geschlossen, und das obige Resultat 
wiedergewonnen werden. Dieser Gedanke ist in der Tat durchfiihrbar. Es 
sind naimlich die Potenzsummen der charakteristischen Gleichung (nach 
§ 10, D) gleich 


De Fe AMM) 4 AettD a... 4 gehen, 
also alle ® pesitiv, und daraus lat sich folgern, daB keine Wurzeln von 


) Bekanntlich lassen sich fiir jedes noch so kleine ¢ positive ganze Zahlen 
%, lly,***y fm, Von der Art bestimmen, dai 
xP; —%427\<e, | * Py — by ®| <l8,+ +5 | KPm — Hm |< 
wird, wo x die Ludolphsche Zahl bedeuten soll. Setzt man nun » = 2x und liBt x 
eine Folge von Zahlen durchlaufen, fiir welche ¢ gegen 0 abnimmt, so konvergiert 
fiir diese Werte von » der obige Bruch gegen 


r—r, + 2r, cosg, +---+2r,, COB Pm 

ty Far + + Ohm 
Setzt man dagegen » = 2x—1, und lift x dieselbe Zahlenfolge durchlaufen, so kon- 
vergiert fiir diese Werte von » der obige Bruch gegen den reziproken Wert des 
vorigen; beide Grenzwerte sind offenbar nur dann einander gleich und positiv, wenn 
=7, =-++ =r, =0 ist, w. 2. b. w. 





4* 
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gréBerm absolutem Betrag als g, existieren kénnen. Sodann ergeben sich 
tiber das Wachstum der Potenzsummen mit zunehmendem Exponenten 
noch einige Ungleichungen, aus denen mit Riicksicht auf die Einfachheit*) 
der gréBten positiven Wurzel 9, geschlossen werden kann, daB auch keine 
weitern Wurzeln vom absoluten Wert gleich 9, vorhanden sind. Doch 
erfordert die exakte Durchfiihrung des skizzierten Gedankenganges ver- 
schiedene lingere Hilfsbetrachtungen, so daB ich der obigen Darstellung 
den Vorzug geben zu sollen glaubte. 


§ 15. 
Die koordinierte Entwicklung. 


In der Theorie der Kettenbriiche beweist man den Satz: Sind «, 2’ 
die Werte zweier konvergenter reinperiodischer Kettenbriiche, deren zweiter 
die umgekehrte Periode des ersten hat, also 


1 , 1 
a=-a x =a —— 
Tog. iit s 


‘of 1 a, 
*atsr. a+ 


1 

KR 3T*. 
und bildet man die quadratische Gleichung, welcher «@ geniigt, so ist 
- = die zweite Wurzel derselben Gleichung. 


Dieser Satz soll jetzt auf unsre erweiterten Kettenbruchalgorithmen 
ausgedehnt werden. Zuvirderst beweisen wir die Formel: 


~ 92,;(@) £0) — 93, (0) Fe) 
(46) D> s:0)9,A0) - 4 oe. 
s=0 





Toy 


Es ist naimlich mit Riicksicht auf (35) und (33) 


(@) gta) gk +2) 
x 8 


“> 93,4(¢) = A, 
7B 9,49) = > 9,:(6) | e + > 3 es | 


os 
s=0 s=0 


93,; +269 | Ioxsai 
= -— <niniiatione 


e @ 2° 


binws 
Aus (37) folgt aber leicht 
Irr424(8) = 9'Ip4(8) — [)( AMO + AME 4 oooh ALO OEE), 


*) Man beachte, daB diese oben bewiesen wurde, ohne die Konvergenz voraus- 
zusetzen. 
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und indem man dies in die letzte Formel substituiert, erhilt man 
n 92,s(@) Ea ©” 9, 0) — f(@) (AMor~14 APtD e244 Ai-bb+2)) 
Diy OD ri 


s=0 v=0 e 





= 9,9 (+5454: 
— (AP (5+ 544) + al? (545454) 
+ AM (C+ St Ste) te] 


AG+4) A@k+a | 


+ 2 Fr et 


_ Hf) 4 
Q e 


e—sc e-—s 
93,:(9) f(e) 92,:°@) 
~“e—e e—o fe) 

Durch Multiplikation mit f(@) ergibt sich hieraus die gewiinschte Formel. 

Speziell erhilt man aus (46), wenn 9,, 9, zwei beliebige Wurzeln der 
charakteristischen Gleichung bedeuten: 


: 0, wenn 9, +; 
47 s $, _ 
(47) 2 9 (01) 9.,4(@2) 9:(@:) f° (@) Wenn @, = Qy- 


Die a,” sollen jetzt wieder den Ungleichungen des Satzes IX geniigen; 
setzt man dann wie friiher 
A!” 


lim — 


—_— 
vee AW”) 


so erhilt man die k-zeilig reinperiodische Entwicklung: 
*~ =, +o, 6S =% +4 


, 


(48) “ 


(-1)_ a=), 1 (k-1) (k-1) , & (k—1) (k-1) , “n-1 
a =a, +o >¢ =a, + Se =a) at 


1 2 ? “2%, 
a, n 


Daneben betrachten wir die ebenfalls konvergente k-zeilig reinperiodische 
Entwicklung 
1 ™ 


e 
S. “2 +a) a =P + ‘7%, =P, +=, 


x? 
1 , , 
-p' +a, =p + 


a) 
*, 


m , , way 
mre’ 9 Hn =, + >? 
n n 
(k-1) ey 1 (k-1)__—(k-1) , 1 (k—1) (k ~1) 

a, =P, =? = “=P, Fas »% “~P, 
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wobei 


p”) = a\*-*-9 
sein soll, die oberen Indizes modk genommen. Sie mége die zu (48) 
koordinierte Entwicklung heiBen. Offenbar ist diese Beziehung eine gegen- 
seitige, d. h. (48) ist auch die koordinierte Entwicklung zu (49). 
Wenn in A, alle a durch die entsprechenden p ersetzt werden, so 
mige P,”) entstehen; diese GréBen sind dann ebenfalls positiv (und wachsen 


ebenso wie die A,”) mit v ins Unendliche); ferner existieren die Grenzwerte 
(») 


lim ~ hs Beziiglich dieser Grenzwerte ist zu bemerken: Wenn es auf 
ven 0 


irgend eine Art gelingt, kn positive Zahlen x;*) (i=1,2,---,n; v=0,1,---,k—1) 
zu finden, die die Gleichungen (49) befriedigen, so ist notwendig 
° Pi) 
lim 20 = 


‘=@ 


%;. 


Denn man findet analog zu (2) aus (49) 
Pp” + PPt hah 7 oe | Piet) (0) 
a ine POL POTD ZO 4... 4 POA? 


wo die obern Indizes der  modk zu nehmen sind; daraus folgt, weil 
Pp” 


lim pe existiert, sofort die Behauptung (vergl. das SchluBverfahren auf 
0 


pag. 13). 

Da die Gleichung f(g) = 0 nach Satz IX die Hauptwurzel 9, nur 
einmal enthilt, und alle andern Wurzeln absolut kleiner sind als g,, so 
muB die aus (35) folgende Reihe 


9,:(@) (@— eo) 
f(e) 


fiir @ =, noch konvergieren, und es ergibt sich dann fiir 9 = g,: 


92, @o) ' ay" "= 
ae GED m — 
f (@) v=@ eo 


Ag+ oa 04 Agtta) ee @ A+” 
e * 





=A + 


(50) 


a . Aptts 9, (@o) 
Daher existiert auch der Grenzwert lim ——— = —*—— 
T=@ A*) Go, i @o) 

bar von i unabhingig ist, so setzen wir*): 


(51) =A,. 


rT=2 


, und da er offen- 


*) Hier wiren auch negative Werte von 1 zuliissig, doch ist es nicht ndtig, 
solche in Betracht zu ziehen. 
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Aus dieser Definition ist ohne weiteres zu entnehmen, daB die A, 
positiv sind, mit 4 stets zunehmen und die Relationen erfiillen 
(52) Arisa = AnAL 
(53) Arengr tA, + OPArys +--+ aMA,,,, 
(64) Ay = Ay? + ADA, ++ + AA, 
ferner wegen (50) 
- 92, i (@o) 
” A aye)? 
woraus die vorhergehenden Formeln ebenfalls geschlossen werden kénnen. 
SchlieBlich ist 
(56) Ar= 0, Are = 053 
die zweite Formel folgt vermége (52) aus der ersten, und diese ergibt 
sich ihrerseits aus (38), oder auch aus (55) mit Riicksicht auf (37). 

Unterdriickt man bei dem Algorithmus wu Anfangszeilen, so entsteht 
wieder eine k-zeilige reinperiodische Entwicklung, nur haben die obern 
Indizes der a”) eine zyklische Vertauschung erlitten. Daher existieren 
analog zu (51) auch die Grenzwerte: 

Ark +4) 

(57) lim 4 = AM. 


av® 


vr=@ 
5M 


Diese lassen sich in einfacher Weise durch die A, ausdriicken; denn aus 
(9) folgt, wenn man 4 durch uw, v durch vk + 4 bez. vk ersetzt: 

ASP A ag ap ng age ape atten 

ay” AY + ayn AY TD 4 i: + ach At") AgttH) 
Da links alle Glieder positiv sind, so nihert sich nach einem schon mehr- 
fach benutzten SchluBverfahren die linke Seite mit wachsendem v dem 
Grenzwert A\"), woraus folgt: 
A 

(58) A“ a A . 


ue 


Speziell folgt hieraus Aw =, was auch direkt geschlossen werden kann, 
da bei zyklischer Vertauschung der obern Indizes der a”) die charakte- 
ristische Gleichung, also g, nach $10 E, ungeindert bleibt. 

Setzt man jetzt fiir i= 1, 2,---,m: 


(59) «= Ay (e—t)+n— tape Aan tn-ign tot a Ayana en 
i 


A, eaty+n . 
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wo die obern Indizes der a mod k zu nehmen sind*), so gentigen diese 
GréBen dem System (49), und da sie zudem positiv sind, so folgt (pag. 54): 
: Pp) 
™ m= fe Pe 
womit die gesuchten Grenzwerte berechnet sind, da die A, vermége (55) 
als bekannt angesehen werden diirfen. 
Es ist 


, ” (k 


On n= ** On = Op, 
wie man am einfachsten aus (7) fiir v =k erkennt. Da die p\”) ebenfalls 
den Ungleichungen p\) > 0, pl) > 0 geniigen, so hat auch die zugehérige 
charakteristische Gleichung g(g)=0 die in Satz IX fir f(e)=0O an- 
gegebenen Eigenschaften. Ist daher g, ihre Hauptwurzel, so ist analog 
x,,%,---a% =. Anderseits folgt aber aus (59) und (53) 
A 


(r) =: v(k—1)+n+1 


a A 


? 
v(k—1)4+n 
wo die Indizes der A noch um das gleiche Multiplum von k geindert 
werden diirfen. Daher 


A 
? k atk 
Pe er fae A = Qo- 


Es ist demnach 9, = o,. Wenn also die a,” irgend welche den Un- 
gleichungen a”) > 0, a) >0 geniigende Zahlen sind, so haben f(g@) und 
(e) eine Wurzel gemein, und mithin verschwindet ihre Resultante, woraus 
folgt, daB sie als Funktion der a;”) identisch verschwindet. f(@) und o(@) 
haben also stets eine Wurzel gemein, und wegen der Irreduzibilitat (§ 10 B) 
ist daher f(e) = g(e). Dies Resultat sprechen wir aus in 

Satz X. Koordinierte Entwicklungen haben dieselbe charakteristische 
Gleichung. 

Die Funktion f(g) bleibt ungeiindert bei den zwei Substitutionen 
(a, p{”) = (a, af-*-®) und (a,, a{’*”) (letateres nach § 10 E). Diese 
erzeugen fiir k >1 eine Gruppe vom Grad 2k, und die Koeffizienten von 
f(e) sind Invarianten der Gruppe. Diese Koeffizienten sind aber nicht 
homogen in den a;”’, und offenbar miissen auch schon ihre einzelnen 
homogenen Teile Invarianten sein. Die hieran anschlieBende Frage, ob 
sie auch noch bei andern Substitutionen ungeindert bleiben, also zugleich 
Invarianten einer ausgedehnteren Gruppe sind, mag hier unerértert bleiben. 


*) Auch ist es niitzlich zu bemerken, da® wegen (52) die Indizes der A alle um 
das gleiche Multiplum von k vermehrt oder vermindert werden diirfen, ohne dab 
die rechte Seite von (59) sich andert. 
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Da f(@) im Bereich der Variabeln a,” irreduzibel ist, so kann die 
Resultante R(f, 9.9) als Funktion der a) nicht identisch verschwinden, 
ebensowenig die Diskriminante D(f). Ersetzt man in «, = ron die Wurzel 

0, O\S0. 
g, durch die andern Wurzeln 9,, 9,,---, @, von f(@), so sollen die ent- 
stehenden (konjugierten) GréBen bez. mit 6,, 7,,---,€, bezeichnet werden. 
Sie sind endlich, wenn keine der Zahlen 9, .(09),---, Jo,o(@,) verschwindet, 
d. h. wenn R(f, goo) +0 ist. Das Analogon zu dem eingangs erwihnten 
Satz tiber Kettenbriiche lautet dann: 

Satz XI. Wenn die Zahlen a” reell sind und den Ungleichungen 

geniigen: 
a?>0, a?>0 (i=1,2,---,n—1), 
Rif, 9,0) +0, D(f)+9, 
so konvergiert die koordinierte Entwicklung gegen die Grenzwerte: 


P” A,-p tay OA, saat tat, ’ 
ai PO) = 7 A, es eee aes (i= 1, 2,---,m), 


wobei A, = 1 ist, und die Werte A,,---, A, aus dem Gleichungssystem zu 
berechnen sind: 


1+ f,A,+---+6,A, =9, 
1+ 7A, +---+7,A, = 9, 
1+6A,+---+6,A, =0. 


Die Behauptung des Satzes folgt aus (59) und (60), sobald die folgen- 
den zwei Punkte bewiesen sind: Erstens: die zuvor auf andre Weise 
definierten GréBen A, geniigen dem angegebenen System linearer Glei- 
chungen. Zweitens: sie sind durch dieses System eindeutig definiert, d. h. 
die Determinante kann nicht verschwinden. 

Das erste ergibt sich sofort aus (47), da ja 


_ %,0(@0) | _— 40,4 @o) 9,4 (@1) 


i (@,) * 
*  90,0(@0) ’ “ 9o,0(@0)’ “* 9o,0(@s)’ 


7 Ho(en) 
Weiter handelt es sich um die Determinante 


| 9o,0(@1) Go,1 (01) ** Yon (Ox) ; 


| 9o,0(@n) 9,1 (On) ili 9o,n (0,) 
Um deren Nichtverschwinden einzusehen, multipliziere man sie zeilen- 
weise mit 
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9o,0(@o) 91,0(Go) ** ~ In,o(o) 
. . . . . . . . . . ; 
Go,0(@n) 91,0(@n) *** In,o(@n) 
in der Produktdeterminante ist dann die erste Zeile: 
9o,0( Go)» 9o,0(1)> ee 9o,0( Gn)» 
wihrend wegen (47) alle andern Glieder verschwinden, auBer den in der 
Hauptdiagonale befindlichen, welche die Werte g, ,(9,)/" (9,) haben (i=1,2,--,n). 
Das Produkt hat daher den Wert 
RF, 9,0) Di) 


9o,0(@o) Io,0(01) f (01) - - + 9o,0(0w) f (0,) = — T@ ’ 


ist also von 0 verschieden. Damit ist Satz XI vollstiindig bewiesen. 

Es ist zu bemerken, daB bei den Kettenbriichen (n=1) der Satz 
unter viel allgemeineren Voraussetzungen fiber die a;”) (auch fiir kom- 
plexe a,”)) gilt.*) Bei unserm Beweis kam es nun neben der Konvergenz 
der urspriinglichen und koordinierten Entwicklung wesentlich auf zweierlei 
an: Erstens, daB die charakteristische Gleichung reguliir und die Haupt- 
wurzel einfach ist, weil sonst die Existenz der Grenzwerte (50) und mit- 
hin (51) zweifelhaft erscheint. Zweitens, dab die P,”) und die durch (59) 
definierten GréBen 2,°) positiv sind; doch wiirde es fiir dieselben Schliisse 


perry pir”) 


> =~ BM) ee + i a”) nicht fiir unendlich 


viele v der 0 beliebig nahe kommt. Auf Grund dieser Bemerkung lassen 
sich in der Tat allgemeinere Bedingungen fiir die Giiltigkeit des Satzes XI 
angeben; doch mag es dahingestellt bleiben, in welch gréBtem Umfang 
er noch richtig ist. 

Bei der Rolle, die die Resultante R(f, 9.) bei den obigen Be- 
trachtungen spielt, soll noch an dieser Stelle eine spiater zu verwertende 
elegante Darstellung derselben als Funktion der a;”) angegeben werden. 
Man gelangt dazu, indem man (zeilenweise) das Produkt der beiden 
Determinanten ausfihrt: 


92,0(@o) 92,1 (Qo) nites 9i,n(Qo) | A, A; +++ A@ | 
91,0(@1) 92,1 (01) “2 Gin (@1) A Aft» +++ AGt*) | ; 


schon geniigen, daB 1 + 


92,0(@n) 92,1 (On) een Gi,n( On) Ay Art ae Afett*) 


Es ist naimlich » | 92,.(@,.) = @.92,(Pu)» was am einfachsten aus (34) 


s=0 
folgt; daher wird das Determinantenprodukt gleich: 


*) Siehe Pringsheim: Uber die Konvergenz periodischer Kettenbriiche, Sitzungs- 
berichte d. bayr. Akad. 1900, wo die fir die Giiltigkeit des fraglichen Satzes not- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen genau angegeben sind. 
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1 @y--- ef 1 Qy°** @y | 
9:,:(@o) 92,401) ‘ **92(On) , ea a te Rf, 92,4) | 
1 g,--- 9” 1 e,:--@7 | 
Andererseits ergibt sich aus (36), daB der erste Faktor des obigen Deter- 
minantenprodukts sich wieder in die zwei Faktoren spalten laBt: 


= (a) (k+4) (a) (nk+A) —Lk+2 a 
; 2% s+ 1) Ay’, Ay —6,4, yy Ag" —b, A.” eee —b, AD” | 


(@) 4(k+a) (a) (nk +2) ((n—1)k+2) (a) | 
. 1 An, 4, —b An A, —b A, —--—$, AS 


= a1 (a) 4 (ka) (nk +?) | 
os eg *---1| |A@ a@t... At | 


0” a or A® Aaern ee Aet+d| 


n 


Hieraus folgt das gewiinschte Resultat: 
(@) gk+a) — g(nk+a)| , (ns) | 
Ay” Ay en | a, A | 
n(n +1) (2) gk+a) — g(mk+a)| | gt) gibt) (+n) 
; ; A” A A | AM APY oA 
(61) (—1) ; R90) = y . = 5 Ag. ° ; ° oe fs | 
A® ABT... gine) | Ae A@tty... 4ntte) 
Da wegen der Irreduzibilitit von f(g) die Resultante nicht identisch 
verschwinden kann, so folgt zugleich, daB keine der in (61) auftretenden 
Determinanten als Funktion der a,” identisch verschwindet — ein Re- 
sultat, dessen rein rechnerischer Beweis fiir k >1 ziemlichen Schwierig- 
keiten begegnen diirfte. 


Ill. Abschnitt. 
Regelméfiige periodische Entwicklungen. 


$ 16. 
Der algebraische Korper der Zahlen a, ..., ap. 


Die Ergebnisse des ersten und zweiten Abschnitts sollen jetzt in 
Wechselbeziehung gesetzt werden. Wir gehen aus von » Zahlen «,,---,«,, 
und leiten daraus die Zahlen a,” her durch das in § 1 beschriebene Ver- 
fahren des gréBten Teilers. Die a,”) sind dann ganze rationale Zahlen 
und geniigen den dort angegebenen Ungleichungen (pag. 4, 5); solehe Ent- 
wicklungen mégen regelmdfig heiben. 

Wenn eine regelmaBige Entwicklung periodisch wird, so sind zunichst 
die Koeffizienten von f(g) und g, ,(@) rationale ganze Zahlen. AuBSerdem 
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ist {(¢) = 0 nach Satz IX eine reguliire Gleichung, und ihre Hauptwurzel 
@» ist einfach und positiv. Da der erste und letzte Koeffizient gleich + 1 
sind, so ist g, eine algebraische Einheit. Ist der Algorithmus speziell 
reinperiodisch, so ist wieder nach Satz IX: 


_ 93,: (0) 
“ — $a,o (@o) 


wo Zihler und Nenner positiv sind; daher sind «,,---,«, Zahlen des 
algebraischen Kérpers K(o,). Ist aber der Algorithmus gemischtperiodisch, 
und die Vorperiode etwa u-zeilig, so folgt zuniichst ebenso, daB «{“) dem 
Kérper K(o,) angehért; da aber die Zahlen «,, ---, «, sich nach (2) rational 
durch «{"),---,@) ausdriicken lassen, so sind diese ebenfalls Zahlen des 
Kérpers K(o,). Wir erhalten demnach den fundamentalen 

Satz XII. Wenn der zu den Zahlen «a,,---, «, gehirige regelmipige 
Jacobische Kettenbruchalgorithmus (rein- oder gemischt-) periodisch wird, so 
sind «,,---, «, algebraische Zahlen des Korpers K(g,), wo o, die stets 
existierende gripte positive Wurzel der charakteristischen Gleichung bedeutet. 
Q, ist eine Hinheit. 

Es ist wohl nicht iiberfliissig zu bemerken, daB die Wurzeln des fir 
diesen Satz gegebenen Beweises sehr weit zurtickliegen und sehr ver- 
schiedenartig sind. Der Beweis erfordert nimlich einmal eine rein alge- 
braische Diskussion der charakteristischen Gleichung (§ 14), stiitzt sich dann 
aber insbesondere auch auf Satz Villa, und somit wesentlich auf Formel (40), 
die ihrerseits wieder einen ziemlich umfangreichen Beweis erheischt. In 
der Theorie der Kettenbriiche (n=—1) gelingt es bekanntlich mit weit 
einfachern Mitteln, zu zeigen, daB ein periodischer Kettenbruch Wurzel 
einer quadratischen Gleichung ist, und auch, welche Wurzel in Frage 
kommt, ist leicht zu entscheiden, da bei reinperiodischen Kettenbriichen 
stets nur eine positive Wurzel vorhanden ist. Fiir ein beliebiges » scheint 
es jedoch nicht einmal méglich zu sein, den bloBen Beweis, dab die «, 
algebraische Zahlen sind, auf wesentlich einfachere Weise zu fiihren. In 
der Tat sind die in der Literatur vorliegenden Beweise siimtlich unvoll- 
stiindig. LEinerseits geniigt es nimlich nicht, die charakteristische Glei- 
chung aufzustellen; denn es kénnten méglicherweise fiir eine gewisse 
Wurzel alle Minoren g, , verschwinden, und dann lassen sich aus (24) die 
Verhiiltnisse x): 2, :---:%, =1:a,:---:«, nicht eindeutig bestimmen; vielmehr 
bleibt mindestens eines willkiirlich, und es laBt sich tiber dessen algebraischen 
Charakter nichts aussagen. Man kann zwar (nach § 14) zeigen, daB fir 
die gréBte positive Wurzel die Minoren nicht verschwinden; aber dab 
gerade diese Wurzel in (24) einzusetzen ist, kann wieder bloB unter Zu- 
ziehung von Formel (40) geschlossen werden. Will man andererseits etwa, 
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wie dies Paul Bachmann tut, direkt eine algebraische Gleichung fir «, 
aufstellen, so aiuBert sich wesentlich dieselbe Schwierigkeit in der kompli- 
zierten Gestalt der Koeffizienten, denen nicht a priori anzusehen ist, ob 
sie nicht eventuell simtlich verschwinden; in welchem Fall beziiglich des 
algebraischen Charakters von «, natiirlich nichts gewonnen wire. 


§ 17. 
Reduzibilitét und Irreduzibilitit der charakteristischen Gleichung. 


Von jetzt ab sollen, wenn nichts weiteres bemerkt wird, die Begriffe 
Reduzibilitét und Irreduzibilitét stets in bezug auf den Bereich der ratio- 
nalen Zahlen verstanden werden. 

Im Fall »=1 ist die charakteristische Gleichung stets irreduzibel; 
denn andernfalls kénnten ihre Wurzeln als Einheiten nur +1 sein, was 
deshalb nicht méglich ist, weil die charakteristische Gleichung reguliir und 
die Hauptwurzel einfach sein mub. 

Fiir » >2 kann die charakteristische Gleichung sehr wohl reduzibel 
sein. Als Beweis diene das folgende Beispiel, das zu anderm Zweck schon 
in § 3 verwandt wurde: Sei k= 1, und 

1—4¢,+4—---+(—I)'4, = (—1)*, 
was mit den Bedingungen der Regelmiibigkeit vertriglich ist. Die 
charakteristische Gleichung lautet dann 
o*** — a9 — 4,_19"-' —--- -ae—1—90, 
und hat die Wurzel 9 = — 1, ist also reduzibel. 

Es eriibrigt der Fall »=2. In diesem ist f(g) vom dritten Grad, 
und mu8 daher im Fall der Reduzibilitiit einen linearen rationalen Faktor 
haben, also die Wurzel +1 oder —1. In den einfachsten Fallen (k=1,2,3,4) 
fand ich nun durch wirkliche Aufstellung der charakteristischen Gleichung, 
daB stets f(1) <0, f(—1) < 0 ist; also ist f(g) irreduzibel, und zwar sind 
die von g, verschiedenen Wurzeln absolut kleiner als 1. Ob aber fiir 
jeden Wert von / das gleiche gilt, vermochte ich nicht zu entscheiden. 

Die Méglichkeit der Reduzibilitiit von f(g) begriindet einen funda- 
mentalen Unterschied gegeniiber den Kettenbriichen. Die Zahlen «,,---, a, 
sind nicht unbedingt algebraische Irrationalititen (n+ 1)" Grades, sie 
kénnen auch von geringerem Grad sein. Die naheliegende Frage nach 
der kleinstméglichen Gradzahl mag jedoch unerértert bleiben; ihre allge- 
meine Beantwortung ist jedenfalls sehr schwierig, da sie ja schon die 
oben offen gelassene Frage als Spezialfall enthiilt. 

Das Hauptinteresse diirfte der Fall beanspruchen, dab f(g) irreduzibel 
ist; hierfiir soll zuniichst ein hinreichendes Kriterium von relativ groBer 
Allgemeinheit angegeben werden: 
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Satz XIIJ. Wenn fiir alle der Periode angehirenden Werte von v 
ap zata tay +---+al, 
ist, so ist die charakteristische Gleichung irreduzibel.*) 

Beweis: Wire sie reduzibel, so wiren «,,---,«, algebraisché Zahlen 
eines Kérpers von geringerem als dem (n+ 1)" Grad, und es miiBte daher 
eine lineare Relation P, + P,«,+---+ P,a¢,=0 mit rationalen Koef- 
fizienten bestehen. Dies ist aber nach Satz VI nur méglich, wenn 


n+ a\”) +...-+4) 


lim q—— 21 
= 


ist; zufolge der nach Satz VI gemachten SchluBbemerkung muB sogar 
ey 2 a 
Se es 


r‘T=- 





a) 
n 


sein, und da wegen der Periodizitiit nur eine endliche Anzahl verschiedener 
a, in Betracht kommt, ist dies gleichbedeutend mit der Bedingung: 

ee ee ee 

2 oa Fans => 1 fiir. mindestens einen Wert von rv. 
a 


ntaM4...ta@ 1+aM4...4 a) 
Da aber offenbar ———*— — > : “-1 mit Aus- 


a”) 2 a”) 
schlu8 der Gleichheit, so folgt hieraus » + a!” +---+a >a”, womit 
Satz XIII bewiesen ist. 

Fiir k=1, dh. im Fall einzeiliger Periode erhilt man aus XIII 
insbesondere: 


Satz XIV. Wenn in der algebraischen Gleichung 
et? = 1+ 4,0 + 0° +--- + 4,0" 
die ganzen rationalen Zahlen a, den Ungleichungen 

a,>n+a, +0 +---+4, 4; 4,20 (fiir i=1,2,--,n—1) 
geniigen, so ist sie irreduzibel.**) 

Die Frage, ob die «, linear unabhingige Zahlen des Kérpers K(Q,) 
sind, wird durch folgenden Satz beantwortet: 

Satz XV. Ist die charakteristische Gleichung irreduzibel, so besteht 
zwischen den n+ 1 Zahlen 1, «,,---,«,, keine lineare homogene Relation 
mit rationalen Koeffizienten. 

*) Vergl. auch pag. 67. 

™) Vergl. auch pag. 67. — Der Satz ist iibrigens nur ein Spezialfall eines viel 


allgemeineren, den ich im Zusammenhang mit weitern Siitzen an andrer Stelle ver- 
dffentlichen werde. 
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Da eine solche Relation offenbar auch eine zwischen 1, «\”, - --, a” 
nach sich zieht und umgekehrt, so geniigt es, den Satz fiir reinperiodische 
Algorithmen zu beweisen. Ist dann f(g) irreduzibel, so ist notwendig 
R(f, 9.) +O und D(f)+ 0; aus Formel (61) und der letzten bei ihrer 
Herleitung benutzten Determinantenbeziehung folgt daher: 

Ia,o (0) 92,1 (Go) ali * Ji,n (Qo) 1 a@,---a, 
.: aa +0 oder |- +--+ |+0, 
92,0( On) 92,1 (On) ‘2 * 9an(On) Se oe 
wo mit ---€, die zu «, konjugierten Zahlen bezeichnet sind. Dies ist aber 
bekanntlich mit der Aussage von Satz XV Aquivalent. 


§ 18. 
Das Niherungsgesetz. 

Wihrend der allgemeine Konvergenzbeweis in § 4 tiber den Grad der 
durch die Niherungsbriiche erzielten Anniherung gar keinen Aufschlu8 
gibt, kann diese Frage bei periodischen Entwicklungen aufs genaueste 
beantwortet werden. Macht man vorliufig die Annahme reiner Periodi- 
zitiit, so folgt aus (40), da 9, eine einfache Wurzel von f(g) = 0 ist: 


(62) Att) _ g@ Att) — C,e; 
Y y/ {[P v-1 (r7, —1) v v—r, +1 
+O ei + Cie ttotcr ("a 


m 


+00, +0; (Nor +--+ 00e-(,* Verne, 


wo die _ von v unabhingig sind. Speziell findet sich 
©, = Milo) 9,0(0a) _ 
° Wo (Qo) ¥ tho (p) 
Ist also |g,| nichst g, der gréBte unter den absoluten Betriigen der 
Wurzeln von f(e) = 0, so ist 


me = «, —_ - 0’ (*) | 0; \*, 
wo uw <r, —1, also jedenfalls » <n, und C’ eine fiir unendlich wachsen- 
des v endlich bleibende GréBe ist. Da fiir hinreichend groBe Werte 
von v stets (*) <(1+<«)’, wie klein auch die positive Zahl ¢ sei; da ferner 


nach (50) A’**” mit » ebenso wichst wie 9}: so folgt schlieBlich 
Aytt4) le, (1+) \" 
Wicen eee <C ‘y es ’ 
wo C eive von v unabhiingige Konstante ist. Es wire nun zuniichst 
denkbar, daB in (62) die Koeffizienten von 9}, 9}~1,--~- alle verschwinden, 
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oder, falls mehrere Wurzeln vom absoluten Betrag |g, vorhanden sind, 
daB die betreffenden Glieder sich gegenseitig wegheben, wodurch eine 
noch stiirkere Konvergenz erzielt wiirde, indem an Stelle von 9, eine 
absolut kleinere Wurzel treten kénnte. Wie sogleich gezeigt werden soll, 
kann dies aber tatsichlich nicht eintreten, vielmehr gilt der folgende 

Satz XVL Wenn |o,| der zweitgrifte unter den absoluten Betriigen 
der Wurzeln von f(o) = 0 ist, so lautet das Niiherungsgesetz: 


ees a <o @ , i=1,2,---,” 
Agt+h) ’ |’ ae ee 
wo C eine endliche Konstante, und « eine beliebig kleine positive Gripe 
bedeutet. Dagegen ist bei mindestens einem der nk Wertsysteme i, 2: 
Art+2) aha ” J , a 
ageta — % | >Cc “| fiir unendlich viele v, 


° 
! 


wo C’ ebenfalls eine endliche positive Konstante ist.*) 
Es soll zuniichst gezeigt werden, daB bei beliebigem y (= 1,2,---,m) 
unter den nk Wertsystemen i, 4 mindestens eines existiert, bei welchem 


nicht zugleich C m0. Cn 0.---. Or 
y , y , ? Y 


wird. Es ist namlich unmittelbar aus (40) zu entnehmen: 


vw—-1) = I ru (92,4 al —u (92,9 / 
°; a (r,—»)! |p ; G (,)) —_ (= (e,)) |: 


Deutet man, wo es nétig wird, die Abhiingigkeit der C von i durch einen 
zweiten untern Index an, so folgt hieraus durch eine leichte Rechnung 
unter Beriicksichtigung von (34) 


n 
(k+8) pr(a—d y(-—1) 
> Be OC 


1 —u (e —_ @o) 92, ;(@) (4) nry—# f 
~ @—#)! De ( v,(@) dea lia Ie ( (e)) 
ey 


Da aber fe =(g—e,)'’, so verschwindet der letzte Term, und es folgt 


ve 
n 
>A +9 Q@-) o c*- 1) 
i Ai 0~7,# 
s=0 


1 { r ~* (2 


. 92, 
= —_ Y > 
(r, pots u) ! {er Qo) D t %, 


f \ —u-il 
(e,)) + (r,—) Dv (we. (e,))} 
*) Die erste Ungleichung gilt ihrer Herleitung nach nur, sobald » eine gewisse 
Grenze »' iibersteigt, die im allgemeinen mit Verkleinerung von « wachsen wird. Soll 
die Ungleichung fiir alle » gelten, so muB bei Verkleinerung von « die Konstante C 
entsprechend griéBer gewihlt werden. — Vergl. auch die FuBnote pag. 66. 
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Soll dieser Ausdruck fiir u =r,, 7,—1,---,1 verschwinden, so folgt 
sukzessive g, (e,) = 9, 9, (0) =9, +> +, 9; "(e,) = 0. Gilt dies fir 
4=0,1,---,k—1, so gilt es nach (37) auch fiir gréBere Werte von 4, 
also jedenfalls fir 4—0,1,---,m. Nun findet man, indem man die 
Determinantenform von f(g) differentiiert: 


f’(@) = 9o,0(@) + 911(@) + - ++ + Gnn(0); 
also 
(ry—1 


fe) = 9% (0) +--+ 9770) =9, 


wahrend doch g, nur eine r,-fache Wurzel von f(g) ist. Die Annahme, dab 
?*% il fiir alle i, 2 verschwinden, ist also unzulissig. 


Jetzt seien etwa 0,, 0,,-- +, @,, die Wurzeln vom absoluten Betrag |, |. 
Wenn y unter den Zahlen 1, 2,--;, x irgendwie gewahlt wird, so kénnen 


nach dem eben Bewiesenen C,, C,, tesy las bei geeigneter Wahl von 


i, 4 nicht alle verschwinden. Sei etwa C“y) die letzte von 0 verschiedene; 
ferner « das Maximum der Zahlen w,, welches etwa fiir y= 1,2,---,x 
erreicht werde. Dann ist nach (62) 


Ave+?) a «, Avt +) e. (*) (c er-" 7 | co 9°") +o,, 


wobei @, im Vergleich zu den in extenso angeschriebenen Gliedern ver- 
schwindet, d. h. 


o, 
lim 5 = 0. 
r= (ier 


Die Zah] uw kann méglicherweise mit i, 4 noch variieren; man wiihle i, A 
derart, daB w méglichst groB wird. Sodann folgt 


Alek +4) —_ ae; AWE +4) 


@ 


=p vu) (@2\"—" (u) (@x\"—* @, 
. (CY +c (*) e+ -2% (e*) )+o |. 
| ac 
Da = =1,---, fae =1, so bleibt der in der geschweiften Klammer 
1 1 
stehende Ausdruck fiir wachsende » endlich. Er kann aber auch nicht 
gegen Null konvergieren. Denn —t wird beliebig klein; wenn nun auch 
e 
u 


co“ cof! @:\"~* @™ @x\"~ "| 
| A 2 () *, s (*) | 
Mathematische Annalen. LXTIII. 
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beliebig klein wiirde fiir x aufeinanderfolgende Werte von v, so miibte 
auch die Determinante 


1 (2) 
HG" GY" |-- 9 TTe-2 
i rer | 


mit wachsendem v unter jede Grenze sinken, waihrend doch die rechte 
Seite zeigt, daB ihr Absolutwert von v ganz unabhings ist. 
Daher wird (noch mit Riicksicht auf lim a = endlich +0): 
y+ *lel” ner 
—a,<C (*) r fiir alle v, 


(vk +2) 
At 


Ay*+4 


riaes) — a, >o’(*) 2 "fiir unendlich viele v. 
Hieraus ist Satz XVI fiir reine Periodizitaét ohne weiteres zu entnehmen.*) 
DaB er aber in derselben Form auch bei u-zeiliger Vorperiode gilt, zeigt 
die Identitat 


n 
>} k+2 y j +e ‘ yk+a n k+a2 v) 
(63) > (400? — a 4 (at + «AY +9) a A" + +*)_« Ae tite) 


“0,0 


a=l1 

welche aus (2) und (9) gewonnen wird, indem man links noch den ver- 
schwindenden Term fiir s = hinzufiigt. Denn die Determinante dieser 
Gleichungen fiir i = 1, 2,---, ist 
1 A“ tY ae Aur” 
(# +1) (a +1) (a +n) (4 +n) 0 0 
A! —«a, Ay + A —«a, A, orn orn 

., “wees i e a ~ & A, °° ae, 

(a +1) (a +1) : (u+n) (ua +a) . . . ° . . 
| A* a, A, A’ a. A) a +1) 4“ +n) 
, Avr”... Ae 
a = ee 

AL) 4 AWAD cl) 4. 4 Alete) eeltt) 


a 


also von Null verschieden. 


*) Auch ersieht man, daB der Faktor 1 + « in der ersten Ungleichung von Satz XVI 
unterdriickt werden kann, sobald «= 0 ist, also insbesondere, wenn die Wurzeln 
vom absoluten Wert |e,| keine mehrfachen sind; ferner daB der Vermerk ,,fiir unend- 
lich viele »“* in der zweiten Ungleichung ersetzt werden darf durch ,,fir alle » iiber 
einer gewissen Grenze“, sobald x = 1, d. h. wenn nur eine Wurzel vom absoluten 
Betrag 9, vorhanden ist. 
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Da |0,| <Q, 80 ergibt sich noch: Die Anniherung ist so stark, dap 


die Reihen ai : 
S(Fp-*) 643-5 


absolut konvergueren. 

In § 6 wurde gezeigt, daB im allgemeinen die Anniherung eine ver- 
haltnismaBig geringe ist, dab beispielsweise die Besiehung | lim n( 4)” —«, Ai”) =0 
nicht besteht. Fiir periodische Entwicklungen gibt nun Satz XVI beziig- 
lich dieses Grenzwertes genaueren AufschluB; man findet nimlich leicht: 


=0 fir |e,|<1, 
(64) lim > A” —«@A”|)>0 und <oo fiir |g,|=1, 
ms isl =o fiir |g,|> 1. 
Beispiele fiir diese drei Fille sind unschwer anzugeben.*) 
Bemerkenswert ist folgendes: Wenn die a” den Bedingungen von 
Satz XIII (bez. XIV) geniigen, so ist nach Satz V: lim (A{”) — «, A”) =0, 


und folglich |g,|< 1. Demnach hat die charakteristische Gleichung aufer 
e, nur noch Wurzeln, deren Absolutwert kleiner als 1 ist. Hieraus kann 
XIII von neuem gefolgert werden. Denn wire f(@) reduzibel, so miiBte 
es einen irreduzibeln Faktor enthalten, dessen simtliche Wurzeln absolut 
kleiner als 1 sind, wihrend doch ihr Produkt gleich + 1 ist. 

Endlich soll noch untersucht werden, unter welchen Umstiinden die 
Anniherung durch das Gesetz 


A\") C 


* Se a. < 
(¥) ‘ | ” 
Ag | AV ae 


angegeben wird, wo C von v unabhingig ist. Ein solches Gesetz kann durch 


*) Offenbar ist fiir e,|—1 der fragliche lim < » oder =, je nachdem u=0 oder 
u>0 ist. Aus dem letzten Teil der FuBnote auf voriger Seite folgt auch, daB das Zeichen 
,lim“ in (64) auch durch lim“ ersetzt werden darf, sobald nur eine Wurzel vom Ab- 
solutwert ,| vorhanden und k —1 ist. — Wihrend in § 6 nur gezeigt wurde, dab im 


allgemeinen die Beziehung lim (A\") — «, Aj’) = 0 nicht zutrifft, folgt aus dieser Be- 
r‘=@ 


merkung genauer, daB nicht einmal eine unendliche Auswahl von Werten v zu 
existieren braucht, fiir die A”) — «, AW) gegen Null konvergiert, vielmehr kann auch 
lim A” —«; Aw) gréBer als Null, ja selbst unendlich sein. Beispiel: Fiir » —3,k = 1, 


‘=o 
a, = 0, a, =a, —aa folgt: 
: F i+ 
sae (271 4) — op ALD) ee r@ , 
lim (— 1) (Af «, AY ) eats: 
sn ¢__ 4" ( 4?) __ (r) a Se. 
lim (— 1)" (Af? — a, Af?) = ae 


Kim (— a(S) — A) — 
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die Vorperiode nicht alteriert werden, wie wieder aus (63) zu schlieBen 
ist. Beschrinkt man sich also auf reine Periodizitit, so folgt 


At +A) 


c <5 


n ° n : 
vk ( ee 
At k+A) V av? +2) e; V @ 


Aorta a; 
0 


Andererseits ist nach Satz XVI fiir unendlich viele » 


| 4(rk+a) e ’ 
| ’ oh. vw 1 
| Aire +4) @,| > € & 


n 
eo Ve. 


n/ ® ( 
QO; Vv QO < C’ x 
Da dies fiir unendlich viele v gilt, so folgt hieraus 


le: Vou! <1, 
oder auch: 


: 1 
%i|/< 


= Ve 
Sind 9,,---, 9, die andern Wurzeln von f(@) = 9, so ist dann a fortiori, 

weil g, nachst g, die absolut gréBte Wurzel war: 
1 1 
2°° 91@, < n ¥ 

V 
Wiirde in mindestens einer dieser Ungleichungen wirklich Ungleichheit 
stattfinden, so wiirde durch Maultiplikation folgen: 9, 9, --- o,| <1, 
wihrend doch |9,0,---@, = 1 sein mub. Daher ist 


Qs < ” 
V 2% 


- 1 
(65) la:\=|e = 0,.| =x 


eine fiir das Bestehen des verlangten Niherungsgesetzes notwendige Be- 
dingung. Sie ist aber auch hinreichend; denn da ihr zufolge auBer g, 
alle Wurzeln von /(¢) = 0 absolut kleiner sind als 1, so ist f(g) irreduzibel, 
hat also jedenfalls keine mehrfachen Wurzeln. Nach der FuBnote pag. 66 
darf daher der Faktor 1+ ¢ in Satz XVI unterdriickt werden, und so folgt 


| avt+4) | C 0" 
ai<—— < ——— w. z. b. w. 


| y@k+a) rt ie —— 
Ay eV ee Art +a) V agt+d 
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Minkowski ward gelegentlich dazu gefiihrt *), alle algebraischen Kérper 
zu bestimmen, in welchen eine Einheit g, existiert, deren Konjugierte 
den Gleichungen (65) geniigen. Nach dieser Untersuchung sind dies bloB 
die quadratischen Kérper (n= 1) und diejenigen kubischen Kérper (n = 2), 
deren Konjugierte imagindr sind. Umgekehrt ist evident, daB in diesen 
Kérpern auch jede Einheit g, mit ihren Konjugierten die Gleichungen (65) 
befriedigt. Hieraus ergibt sich das Resultat: 

Satz XVII. Wenn der regelmdfige Jacobische Kettenbruchalgorithmus 
periodisch ist, so gilt das Néherungsjesetz 


A” C 


—a Be | 
A (rv) $) ( n ’ 
0 AMV AM 


wo C eine von v unabhiingige Konstante bedeutet, in den zwei folgenden 
Fiillen, aber auch nur in diesen: 

erstens wenn n= 1 (gewdhnliche Kettenbriiche) ; 

zweitens wenn n = 2 und die zu a,, @ konjugierten Zahlen komplex sind. 

Ein Spezialfall hiervon ist der am SchluB von § 4 erwihnte Bach- 

mannsche Satz. Es ist aber zu bemerken, daB die Konstante C, fir 
welche bei den Kettenbriichen bekanntlich der Wert C = 1 zulissig ist, 
im zweiten Fall von den a?) abhangt, und bei geeigneter Wahl derselben 
auch beliebig groB genommen werden muB. 


§ 19. 
Ein Satz iiber die Reduktion der ganzzahligen zerlegbaren Formen. 


Seien «,,---,@, irgend » GréBen eines reellen algebraischen Kérpers K 
vom (w+1)*" Grad, zwischen denen keine lineare Relation 


Py + Piya, +--+ + Pia, = 0 


mit rationalen Koeffizienten P, besteht; dann ist bekanntlich die Deter- 
minante 
1 @,--- 


A= 1 B, 3 
int 
wo §,,---,§ die Konjugierten zu «, bedeuten, nebst ihren samtlichen 


*) Uber periodische Approximationen algebraischer Zahlen § 2, Acta Mathe- 
matica Bd. 26. 
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n-reihigen Minoren von Null verschieden. Schreibt man «,,---,«, als 
Idealbriiche mit dem kleinsten gemeinsamen Nenner a,: 


%, +5 hy =O", wobei (a, ,,++-,0,) = 1, 


und setzt die Norm von a): 


oe bn 


Nm a = ¢, 
so ist 
FP Yqs ths ***1 Yn) = © Nm (Yq + YH +--+ % Yn) 

eine zerlegbare Form des Kérpers K mit rationalen ganzen Koeffizienten 
ohne gemeinsamen Teiler; ca,, ca,,---, ca, sind ganze Zahlen. Die Zahl 
D=cA* ist ganz rational und heiBt die Diskriminante der Form 
Jede Form, die aus F durch eine lineare ganzzahlige Substitution der 
Determinante +1 hervorgeht, heiBt zu F ifiquivalent und hat dieselbe 
Diskriminante. 

Soweit sind dies lingst bekannte Dinge. 

Ich ordne nun jeder Form F eine andere ® zu nach folgendem 
Prinzip: Aus den » linearen Gleichungen 


1+f,A,+:--+6,A,=0, 


1+6A,+---+6,A,=0 


lassen sich die Zahlen A,, ---, A, eindeutig berechnen; sie gehéren offen- 
bar dem Kérper K an, und es ist 

1+ a@,A,+---+4,A, +0, 
weil andernfalls A = 0 folgen wiirde. Die Form 

(4, 4,°'*,4,) = d Nm (Z + AL% ee A,2,); 

wo wieder die ganze rationale positive Zahl d so gewiahlt ist, dab 
ganzzahlige Koeffizienten ohne gemeinsamen Teiler hat, heiBe nun die zu 
F koordinierte Form. Diese Zuordnung ist vollkommen wechselseitig, d. h. 
F ist auch die zu ® koordinierte Form. Man beweist leicht den Satz: 
Koordinierte Formen gehen durch kontragrediente Substitutionen wieder in 
koordinierte iiber. 

Wenn die Zahlen «,,---,«, von der besondern Art sind, daB der 
zugehérige Jacobische Algorithmus reinperiodisch wird, so folgt aus den 
Ergebnissen von § 15, daB die GréBen A, auch durch die Grenzwerte 

Akt?) 


A, 7 ber 7) - Ge 1, 2, cx n) 


definiert werden kénnen, und folglich ist 
1<A, <A, <---<A,. 
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Definition: Eine Korm 
F(Yos Ys °° °+ Yn) = © Nm (yy t+ oy +---+e,4,), 
deren koordinierte 


O(4Z,, ile Z,) =d Nm (2 + Ait adh ds A,4,) 
sei, heiBt halbreduziert, wenn die Zahlen «,, A, den Ungleichungen geniigen: 


l<a,, 0<a,<a,, 0<a,<a,,---,0<a,_, <a,, 
1<A, <A, <---<A,. 

Fir »=1 deckt sich diese Definition genau mit der GauBschen 
Definition reduzierter Formen*). Wiahrend aber fiir »=—1 die Anzahl 
der (halb)reduzierten Formen mit vorgeschriebener Diskriminante eine 
endliche ist, scheint dies fiir » > 1 nicht mehr der Fall zu sein, weshalb 
sie auch nichtreduziert, sondern nur halbreduziert genannt werden sollen. 
Dagegen behiilt der folgende Satz seine Giiltigkeit: 

Satz XVII. Jede zerlegbare Form mit nicht verschwindender Diskri- 
minante ist einer halbreduzierten dquivalent. 

Beweis: Die fragliche Form sei wieder 

F = Nm (y+ ey, +-**+&,Y,); 
die koordinierte 

® = d Nm (2,+A,2, +---+A,4z,)- 
Man entwickle «,,---,«, nach dem Jacobischen Algorithmus, und wende 
dann auf /' und ® die kontragredienten Substitutionen der Determinante 


+1 an: 

Wr het Me Ay 
{v) (yr , ven) (9 i=0 o° % 0). 
2, = AM 4 Aen 4... 4 Are » *9 ? 


Dadurch werden F und ® bez. transformiert in 

F.=c” Nm (y,” fay 4... 6 y\”), 

©, =a Nm (2)? + Ae)? +. FAM 2), 
und diese Formen sind ebenfalls zueinander koordiniert. Es soll nun 
gezeigt werden, daB die zu F iiquivalente Form F, eine halbreduzierte ist, 
sobald »v eine gewisse GréBe iibersteigt. Die a”) gentigen schon fir v>1 


den verlangten Ungleichungen; es bleibt also nur noch zu beweisen, dab 
fiir geniigend groBe v 


1 < AY” < _ < Fee < A” 


*) GauB, Disquisitiones arithmeticae 183. — Dedekind, Dirichlets Vorlesungen 
iiber Zahlentheorie, 4. Aufi. § 74. 
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wird. Man findet aber, indem man die Transformation von ® in 9%, 
wirklich ausfihrt: 


(66) air 40 tar tPA +--+ 479A, 
i Aw) + AMA, ra My ry AMA, , 
transformiert: 
AGS? + ALTOAD +--+ ACEOND 
AG, + AYA +--+ ALAM 
Schreibt man (66) in der Gestalt 
A’ +/) Arr) 
, i+ —~ A, +---+ — 
+i (r+ 1 
m 4°" _ 4°” 
i , ’ ’ ? 
Ay . 4) 


ca =a 
1 ty Me too + iy Me 





und analog, indem man 9, in ® 


“+Y¥ 


(67) Art” a 


~ An 
(v +4) 
Ay ¥ 





so nahern sich im zweiten Bruch rechts Zahler und Nenner mit wachsen- 
dem v dem von Null verschiedenen Grenzwert 1 + aA, + --- + «,A,. 
Daraus folgt 

(y+) 


Ai” = - io (l+e«), wo lime =0, 
“0 


ebenso durch analoge Behandlung von (67) fiir x = 1 


(y+) 
Ay 1 


(¥+1) 
A, ~ ge) 
“0,1 


(1+e). 
Da die «{”), also auch a”) fir vy >1 und mithin die Aj’) positiv sind, so 
ist daher jedenfalls A\”) positiv, sobald v eine gewisse Zahl v’ iibersteigt. 
Formel (67) geht speziell fir i= 1, » =» iiber in 
pictey ETAL +--+ afPAQD 
1 Aw”) ’ 
und daraus folgt, wenn man v an Stelle von x schreibt: 
Av >a>1 (fir v>v’). 
Aus (66) ist weiter zu entnehmen: 
(v +n) (v+n ¥+an+i-1) 
A’* i. ad, “acid >. 
und daher mit Riicksicht auf die letzte Ungleichung: 
et" > A’*” (fir »>v’), 
womit der verlangte Beweis erbracht ist. 
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§ 20. 
SchluB. 


Bekanntlich laBt sich der Satz, daB jeder regelmaBige periodische 
Kettenbruch Wurzel einer quadratischen Gleichung mit rationalen Koef- 
fizienten ist, auch umkebren. Dies hat zum erstenmal Lagrange bewiesen 
im Jahr 1770*), und seitdem bemiihte man sich verschiedentlich, ein 
aihnliches arithmetisches Kennzeichen auch fiir die algebraischen Irrationali- 
titen héherer Grade aufzufinden. Ein notwendiges Kriterium fiir die reellen 
algebraischen Zahlen, das ebenfalls an die Kettenbruchentwicklung an- 
kniipft, hat Liouville gegeben**), doch ist dies weit entfernt auch hin- 
reichend zu sein. In befriedigender Weise wurde das Problem erst von 
Minkowski**) gelést, der ein charakteristisches arithmetisches Kenn- 
veichen fiir die reellen und auch komplexen algebraischen Irrationalititen 
n™ Grades entwickelt. Es beruht auf einer Verallgemeinerung der 
Kettenbriiche, die auf eine eigentiimliche geometrische Interpretation der- 
selben gegriindet wird}), aber mit dem Jacobischen Algorithmus nicht 
identisch ist. 

Andererseits hat schon Jacobi die Frage aufgeworfen, ob auch aus 
seinem Algorithmus ein solches Kriterium zu gewinnen ist, und zu- 
nichst fiir » = 2 durch Beispiele die Vermutung bestiitigt, daB die Ent- 
wicklung periodisch wird. Zahlreiche weitere Beispiele fiir » = 2 und 
n= 3 hat Fiirstenau 1. c. berechnet. Aus unsern Entwicklungen folgt 
nun, daf ein charakieristisches Kennzeichen, welches die reellen algebraischen 
Irrationalititen (n+ 1)" Grades von allen andern Zahlen wnterscheidet, in 
der Periodizitét des Jacobischen Algorithmus nicht gefunden werden kann. 
Schon der Umstand, daB die charakteristische Gleichung reduzibel sein kann, 
schlieBt dies aus. Wenn andererseits die Zahlen a,,---, «, einem Kérper 
(n+1)*" Grades angehéren, so kann nach Satz XV die Entwicklung gewiB 
nicht periodisch werdea, falls zwischen 1, «,,---, a, eine homogene lineare 
Gleichung mit rationalen Koeffizienten besteht. Doch ist noch die folgende 
Fragestellung zulissig: Wenn «,,---,«, Zahlen eines reellen algebraischen 
Korpers (n+ 1)" Grades sind, und eine Relation P, + P,a,+---+P,«, =0 
mit rationalen P, nicht besteht, wird dann der Jacobische Algorithmus immer 


*) Abhandl. der Berliner Akademie. — Oeuvres II, pag. 609. 
**) Liouvilles Journal, Bd. 16: Sur des classes trés étendues de quantités etc. 
**) Ein Kriterium fiir die algebraischen Zahlen, Gittinger Nachr. 1899. — Vergl. 
auch die pag. 69 zitierte Arbeit 
+) Siehe Geometrie der Zahlen (Leipzig 1896), § 45. — Uber die fragl. Verall- 
gemeinerung vergl. auch: Généralisation de la théorie des fractions continues: Annales 
de l’Ecole Normale 1898. 
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periodisch? oder welche algebruischen Bedingungen miissen die «, etwa noch 
weiter erfiillen, damit er periodiseh wird? 

Meine Untersuchungen reichen zur vollstaindigen Lésung dieser Frage 
noch nicht aus. Priift man die verschiedenen Beweise, die fiir den Fall 
n=1,d.h. fiir den Lagrangeschen Satz gegeben wurden, so flieBen sie 
im wesentlichen aus einer von zwei ganz verschiedenen Quellen, oder aus 
beiden zugleich: Diese sind erstens das Niherungsgesetz, zweitens die 
Reduktion der biniiren quadratischen Formen im GauBschen Sinn. Eine 
Erweiterung der ersten Methode stellt der Beweis des Minkowskischen 
Kriteriums dar; doch treffen die hierfiir notwendigen Voraussetzungen beim 
Jacobischen Algorithmus nicht zu. Es bleibt also nur die Methode der Formen- 
reduktion; sehen wir zu, was sich hieraus fiir unser Problem gewinnen laBt. 

Die Diskriminante der Form F, ($19) und mithin auch von F ist 


(r) (r) vr) 32 
€ Gi °° &, 


SE) ee halt nie on 
iY) of”) 
Jf ot... gl 

1 
— aa 
(68) eal” <ViD, les? <y\DI. 
ee geniigt als ganze Zahl einer Gleichung der Form 

zv?+ Ar+B=0, 
wo A, B ganze rationale Zahlen sind; wegen (68) ist aber 
A\<2VD, |B <|D. 
Es gibt also nur eine endliche Anzahl verschiedener Gleichungen, denen 
die unendlich vielen Zahlen c”) «") (vy =0,1,---,00) geniigen; also gibt es 
eine unendliche Folge von Werten v: v,, v,,%3,--- derart, daB 
Crags) ae hPa) ol) — eradedits) =... 

Da «’) > 1, so ist nach (68) auch die ganze rationale Zahl c”) in endliche 
Grenzen eingeschlossen, so daB unter den Zahlen c), c,--- wenigstens 
eine unendlich oft wiederkehren mub. Ist etwa c’) =, so folgt: 
a) = a), womit die Periodizitaét bewiesen ist. 

Fir n = 2 ist 


Fiir n = 1 folgt hieraus wegen 8,” = <0: 


e&®) a" wy 2 
D= &® By” BY? , 
ao) yh) of”) 


—_— — : : (») ahr) 
A” —=—- 6” est > 0: A.” — _— = 6 > 0. 


84” of?) — ary) 


woraus als Analogon zu (68) folgt 


Lyf? — Bh yt”? 





Jacobischer Kettenbruchalgorithmus. 


(69) [E(B — BPM)| <V|Di, |eap(BY—ry)| <V|D., 
AO ed (Y) — BY) | <Y DI. 

Allein diese Bedingungen reichen nicht hin, um wie oben zu schlieBen, 
daB fiir «{”), a” bloB eine endliche Anzahl verschiedener Wertepaare in 
Betracht kommt. Selbst wenn man noch die aus 1 < A\") < Al”) folgenden 
Ungleichungen 

A 10 — BP 241 <P — | <1) — BP 
beriicksichtigt, ist ein solcher SchluB nicht méglich. 

Noch viel weniger kann fiir » > 2 die Periodizitit gefolgert werden. 
Da jedoch die Klassenzahl der zerlegbaren Formen von gegebener Dis- 
kriminante tatsiichlich endlich ist*), so ist es immerhin nicht ausgeschlossen, 
daB auch der Jacobische Algorithmus eine noch weitergehende Reduktion 
gestattet, derart, daB die reduzierten Formen nur in endlicher Anzahl 
vorhanden sind; dann ist die Periodizitit bewiesen. Jedenfalls diirfte die 
Methode der Formenreduktion der geeignete Weg sein, um zu einem 
Resultat zu gelangen. 

Andererseits hat sich gezeigt, daB die Analogie des Jacobischen Algorith- 
mus mit den Kettenbriichen doch nur rein formaler Natur ist, wihrend 
gerade die tiefer liegenden Eigenschaften, wie Umkehrbarkeit von Satz |, 
das Niherungsgesetz, die Irreduzibilitaét der charakteristischen Gleichung etc., 
sich nicht tibertragen. Hiernach diirfte es doch zweifelhaft erscheinen, 
ob der Satz von der Periodizitiét allgemein richtig ist. 


-~----—_ 


Zum SchluB méchte ich nicht versiumen, kurz auf eine Analogie 
hinzuweisen, welche der Jacobische Algorithmus mit der insbesondere 
von Frobenius entwickelten Theorie der linearen Substitutionen und 
Bilinearformen**) zeigt. Diese Beziehung wird evident, wenn man beachtet, 
daB die Gleichungen («) auf pag. 3, auf welche sich ja die ganze Theorie 
aufbaut, interpretiert werden kénnen als eine Folge linearer Substitutionen; 


*) Zuerst von Hermite dargetan: Premiére lettre 4 M. Jacobi, Journal f. d. reine 
und angew. Math., Bd. 40. — Wohl den prinzipiell einfachsten Beweis hat Arnold 
Meyer gegeben (Zur Theorie d. zerlegbaren Formen; Habilitationsschrift Ziirich 1870, 
publ. von Rudio in Vierteljahrsschrift der Ziiricher naturf. Gesellsch. 1897), aller- 
dings nur fiir den Kérper K(j/D); doch gestattet die heutige Idealtheorie ohne 
Schwierigkeit, die Methode auf den allgemeinsten Fall auszudehnen. 

at Uber lineare Substitutionen und bilineare Formen, Journal f. d. reine und 
angew. Math., Bd. 84. — Weitere Literatur iiber diesen Gegenstand in § 10 des Artikels 
von Study: Theorie der gemeinen und hdheren komplexen GréBen, Encykl. d. math. 
Wiss. Bd. [. — Die Kettenbriiche sind vom Gesichtspunkt linearer Substitutionen be- 
handelt von Veltmann: Zeitschrift f. Math. u. Phys., Bd. 32. 
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durch die erste Substitution werden die Variabeln 2, 2,,---, 2, trans- 
formiert in 2, %;,---,%,, diese durch die zweite in 2%, z{,---, 2, ete. 
Nach dieser Auffassung geben die Formeln (4) und (9) die Definition fiir 
die Zusammensetzung (das Produkt) von gewissen Substitutionen, z. B. 
nach (9) 


i. Apt bye Agi... at E: AGtt)),.. 4atrta) 


A® AGt... Aer) A®, Act. ASt” Ae* we... gern 

Die Theorie der periodischen Aigorithmen liuft hinaus auf die 
Potenzierung einer linearen Substitution resp. Bilinearform. Hier sind 
die Siatze von § 10 und § 12 zum Teil nur ein andrer Ausdruck von be- 
kannten Theoremen dieser Theorie. Insbesondere Formel (30) ist wesent- 
lich identisch mit dem Fundamentalsatz, dab, wenn f(@) = 0 die charakte- 
ristische Gleichung der Bilinearform A ist, auch die Beziehung f(A) =0 
besteht, wo unter A*, A®,--- die geeignet definierten Potenzen der Form A 
zu verstehen sind. Doch glaubte ich mich nicht auf diesen Satz berufen, 
sondern einen eignen Beweis mitteilen zu sollen (der sich iibrigens ziem- 
lich eng an einen Beweis von Molien anschlieBt: Uber komplexe Zahl- 
systeme, Math. Ann. 41). Denn erstens schien es mir wiinschenswert, die 
Theorie von andern unabhingig aufzubauen; zweitens erweist sich die Ein- 
fiihrung der g,, sowieso fiir das Weitere als notwendig, und von da aus 
erheischt der direkte Beweis von Formel (30) keinen gréBern Aufwand 
mehr an Rechnung, als auch zu ihrer Herleitung aus dem obigen Satz 
erforderlich wire. 2 

Endlich sei bemerkt, daB auch umgekehrt die Theorie der allgemeinen 
linearen Substitutionen der Determinante +1 sich auf die unsre zuriick- 
fiihren liBt, weil, wie leicht zu sehen, jede beliebige solche Substitution 
sich aus einer endlichen Anzahl von Substitutionen der speziellen Form (a) 
zusammensetzen |aBt. 


Berichtigung: 


Seite 64, Zeile 8 von oben (nicht aber auch Zeile 11) ist statt ¢ " zu lesen: 
act >. 7 
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Some theorems concerning infinite series. 
By 
G. H. Harpy of Cambridge, England. 


1. In the course of his most interesting memoir ,,Untersuchungen 
iiber Fouriersche Reihen“*) Mr. L. Fejér proves the following theorem: 
If Xa, is a divergent series summable by Cesdro’s method of mean 
values — i. e., if 
8 +4 +---+8, 


lim n+1— ia 


where Ss, =@,+a,+--++4,, is a determinate and finite quantity s; and 
if p(t) is a continuous function of t such that (0) =1 and 


M d*o|  M 
IPI < ete’ dt? | < te? 


where M and @ are positive constants, for all values of t>1: then the series 
~a,9 (nt) 
is convergent for all positive values of t, and if F(t) denote its sum, 
lim F(t) =s. 


The following pages are the result of an attempt to generalise this 
theorem in two directions, (1) by considering the case in which the 
series Da, is summable only by repeated applications of the mean value 
method of summation, (2) by replacing g(t) by a function of the more 
general form ,(¢). I have thus been led to a number of results which 
seem to me to be interesting, and which I have found useful in applica- 
tions, more especially in the theory of elliptic functions. 

2. I shall suppose throughout that, for all positive integral values 
of n, »,(t) is a function of ¢ continuous throughout a certain interval 
which we may suppose to be (0, 1). And I shall use the notation 


AQ, = Pn — Pao» A’, = Pn — 2Pnai + Pasey 
Se ee A* 9, = Pn — 3 Pnai + 39,42 — Pussy’ *” 
*) Math. Annalen, Bd. 58, pp. 51—69. 
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for the successive differences of the functions g,. Further, | shall say 
that Za, is ‘summable (ky, if the first of the quantities 


8, = My ta, +> +4, 


i. 


Sn wei ots t+ +8), 


“adres ep 
which tends to a determinate limit for » = co, is s. The series, when 
convergent, is summable (0): this simple case is included in all the results 
which follow, by taking k = 0. 

The first theorem which | shall prove relates to the case in which 
@,, Og,, O'g,,--:, d'*'g, >O0 for all values of » and ¢ in question. 
The simplest example is given by 

)—o% =e (em) 

in which case we obtain the well known results of Frobenius and 
Hilder for power series. 

3. Theorem lL. Jf (1) 2a, is summable (k) to a sum s, 
(Il) 7, = 9, 4g, =9, se, A‘t+to, >0 
for all values of n and t in question, 
(111) Zn‘, 
is convergent for t> 0, 
(IV) lim 9, (t) = 1 
tor every n; then the series we 

F(t) = Za,9,(t) 
is convergent for t > and 
lim F(t) = s. 


t=0 
It will be most convenient to prove this first in the case when k= 1. 
Since*) 
a, = (n+1)s? — 2ns?, + (n—1)s@. 


and lim s” = s, it is clear that lim ‘. =0. Also 
F(t) -> a,9,(t) = Sls 1)s% — 2ns), + (n—1)s82 2} 9, () 


- So +1)s” A’ »,, 


*) In this equation s‘,, s'', must be interpreted as being equal to zero. 
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the rearrangement of the series being legitimate in virtue of the con- 
dition (II]). We now put 


sP—s+t+e, (lim e,=—0) 
and deduce 


F(t) = sq (t) +» (n+ 1), A%g, 


a=0 


N-1 « 
— 89(t) + >’ + >'= sgo(t) + B, + By, 
0 N 


say. 
Choose N so that |¢, <e(n>N). Then since A*g, > 0 


By| <> (n+1)d*9, = #{(N+ Vg — Nowe}. 
N 


Vv 


(N+1) (x—y+1) S > (G.— Fuss) < Vo< M, 
0 


and @y41< G) < M, where M is the maximum of gy. 
Hence 
|R,|<2Me. 


But when N is once fixed 


lim SM, = 8, lim -R, = 0. 


t=0 i=0 


Hence lim F(#) = S, and the theorem is proved in the case of k = 1. 
t=0 


4. In order to prove the theorem in the general case we shall 
require two Lemmas. 
Lemma A. [ff 9, >0, Ag, >0,---, A‘t'gm, >0, then 
(1) Zn*A**+*o, is convergent for 4=0,1,---,k, 
(Il) n*+*A*+'@ < K, where K is a constant, for 4=0,1,--,k—1 
and for all values of n and t. 
(IIT) lim n*+*A‘+'@, = 0 for A=0,1,---,k — 1 and any particular 
value of t. 
We have already proved the truth of (1) and (Il) for 4=0. To 
prove (Ill) we observe that since TA, is convergent we can choose N 
so that for N’ > N 


x’ 
(N’—N)Agy < d'Aq. <e. 


N+1 


Taking N’=2N we see that NAgoy < «, and so lim NAgy = 0. 
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Now assume that the conclusions of the lemma have been established 
for 4=0,1,---,a—1(u<k). Then 


NX NX 
> w arto, =>) (n= (n= 1)" |B" pn — Ne" pase: 
0 1 


The last term has the limit zero for N= oo, Also, since 
n“ — (n—1)" < Kn*~'*) 


the series © {n“ —(n—1)"}A"g, is convergent. Hence Dn“A“+'g, is 
convergent: moreover 


Zn" A *'o, < KEn"—'A“g,. 
Again 


N N 
A+ tpy > n" < D'w'a"t', £ K 
0 


0 
and therefore 


N« t+ Arto, < K. 
Finally, when ¢ has any fixed value we can choose N so that for 


N’>wN - 
Dim d"*19,< é. 


N+1 


Taking N’ = 2N we deduce 


2 
- 

A“** pen: Sai <e 
— 


N+1 


and therefore 
lim N“+*A*t+*oy =0 


N=a 
for any particular value of ¢. 

Hence if the conclusions of the lemma are valid for 4=0, 1,---,w4—1 
they are valid for 4. The lemma is therefore proved.**) I will 
only observe that, as the convergence to a limit postulated by (IID) is 
generally not uniform for all values of ¢, (II) is not a mere corollary of (III). 

5. Lemma B. If p<qk+1, amd f,(n) is a polynomial of 
degree p in n, the series Zf,(n)A’y, is convergent, and 


Spare, = Sevyarinargr. 


r=0 


? 


*) I use K in the manner introduced by Borel, viz., to denote a quantity not 
necessarily the same in all inequalities, but always lying between certain fixed 
limits, e. g., — and 1000. 

**) All three conclusions of the lemma hold up to 4=k—1. The first may 
be extended as above to the case 1 =k. 
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The convergence of the series follows immediately from Lemma A. Also 


we 
> HOG, = fy W) Opn — fy NYO" rss 


+>" (f(m+1) — fm) O°" 41, 


and therefore, using the results of Lemma A, we have, in the limit 
for N’ = co 


Dd MAG, = fy(N)O pe — D) AF (0) O°", 4 1- 
N N 


Repeating this transformation p times, and observing that A?*+*/,(n)=0, 
we obtain the result of the lemma. 
6. We may now proceed with the proof of Theorem I. If lim s*) —s 
it is easy to see that 
gt 1) . gt?) . . &, 
lim “-—=0, lim ‘= 0, - , lim “=O, lim = = 0. 
n 
Hence the series 
24,Pn» =8,Pns =ns) Pay Salas’ nis, 


are absolutely convergent for ¢>0. Also 


> 4 Pa(t) -> (n+1)s?? A 


0 


-> {(n-+1)* 8 —n(m-+1)s0” 1} A* gat) 


= Slo+0re s? — ns?) A’, — >) ns. Ap 
1 
=D osiyee'e, = Sindaa’ 


By a repetition of this transformation, applied to each of the above 
series, we find 


P. a, 9,,(t) -> (n+1)° s® A* pn -> (3n*+n)so A’ gp, 


+d (n— 1)s@ 2A? Pn} 


*) Here again s*, must be interpreted as being zero. 
Mathematische Annalen. LXIIII. 
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and by repeated application of the transformation we find that 
(Gi) FO -> a, 9,(t) Jewry, (nse), A***-* »,, 


where fe. .(n) is a polynomial in » of degree k—w, whose leading 
coefficient is positive; and in particular 

fi? (n) = (n+1)*. 
The only point which requires proof is that the first coefficient in 


fi2.,.(n) is positive. Let us suppose that this has been proved for all 
values of k up to a certain value. When we transform 


> ft 2 (m) snp **~"g, 


“ 


as above we obtain 


Slee f(a) ot? — —p fe p(n)setD JAa*t*—*, 
-> ((m—wt IAP. (m)sn2? — (nw) a(n Laer] *g, 


~> 0-9 (.0)- fe u(n—1)} SOF P_ att -* 


uti 


=D owe nA natsrartrg 


=> 0) 0) — a(n —1)) EP tg, 


e+ 


Similarly 


Deroy ad" 9, =>) (nwa (nant sat", 


etl uti 


=~ n—p—1)-1@)—p-a(n—)] sri p-2d “9, 


ut? 


Combining the two terms in these expressions which contain 
P ep Sie “ . 
we see that 


51 (n) = (n—p) {fu (n) — fo, (n—1) + fe2n-a(n)}, 
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an expression in which the leading coefficient is obviously positive. It 
is therefore established by induction that for all values of k and mw the 
first coefficient of fi, (n) is positive. Now when k is once fixed we 
have only to deal with a limited number of fonctions of this kind, and 
a value of n can therefore be assigned from and after which all the functions 
are positive. 

7. We return now to the equation (1) and suppose that s) tends 
for n = co to a finite limit s, so that 
s) = 3+ 6, (lim «, = 0). 
If we substitute s for s® throughout (1) we obtain what would have 
been the value of F(t) if we had 


a,=s,a,=0 (n> 0). 


Hence 


(2) F(t) = sq(t) + >(-1)' Dy ODa aaa 


k-1 /N-1 oo 
= 89,(t) +e-y( + >) 
u=0 nm N 
= s(t) + R, + R,, 


say. We suppose N so chosen that for »> N (I) all of f{”,.(m) are 
positive, (II) |¢,_,|<«. Then, since the differences A*+*-“g, are all 
positive (or zero) 


Ri <2 > DMar"g,. 


u=0 


We have now only to prove that for u=0,1,---,k—1, for all 
values of N, and for O<t<1 


> Pun at "9, < K. 
N 


For then 
|B, | < eK 
and as lim sg,(¢)=s, and, when N is once fixed, lim R, = 0, we shall 
t=0 


have proved that 
lim F(t) = s. 
t=0 
8. But by Lemma B 


PO) Ma ee nO) RM Oe 


N v=0 
6* 
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Also 
af ,(N) < KN" 


N*-#-*Ai-"~*@y,, Fa K 
for k —p —v=0,1,2,---,k. Hence 


Af (NO pve < K 
v=0,1,---,k-—p; »=0,1,---,k—-1. 


> faa m <K 
N 


and the theorem follows as was indicated in the preceding paragraph. 

9. Applications: limitations of the theorem in practice. The preceding 
theorem is simple, and interesting on account of the apparently natural 
character of the conditions which restrict its application. In practice, 
however, these conditions prove unduly narrow, and exclude a number 
of very interesting cases for which the result is true: and in order to 
deal with these cases we shall find it necessary to prove some supple- 
mentary theorems. 

1. Dif gO=—e™ (or =2’, if r—e~*) 

A’, = 2"(1—z >0. 
and Xn’, is convergent for ¢>0 (2 <1) for any value of 4. We thus 
obtain the known results of Frobenius*) and Holder**). 

(Il) In general, if ,(#) = p(nt), and for u>0 

p(u) > 0, p'(u) <0, wp" (u) >0,--- 
all the differences of the functions g, are positive. We can apply this 
to the functions 
1 


9(“) = aap (s>0), g(u) =e” (0<a<l). 


In the first case it is obvious that the conditions are satisfied; in 
the second case we observe that 


and by Lemma A 


for 


Hence 


a 


gy (u) _— — vo, 
u 


” «(1 —«) a? — yt 
gy (u) woe wa-ai® » 
and generally m®(u) is of the form 
, A 
—1}e-“ > 0, A,>0). 
( ye ut” (a,> ? > ) 


*) Crelles J., Bd. 89, p. 262. 
**) Math. Annalen, Bd. 20, p. 535. 
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The theorem may therefore be applied if m(u) has either of these two 
forms; but in the first case we must suppose also that s>k-+ 1, so as 
to ensure the convergence of Xn‘m,. Hence if Za, is swmmable (k) 
the series 

wt apy t apap t  @>k+)) 
and 

dy + ae~™ + age @O 4... (0<a<1) 


are convergent for t> 0; and the limit of each for t = 0 is the sum of the 
series Za,. 

2). (I) In the case of Dirichlet’s Series the theorem fails to give us 
any information. This, however, is not due to the special conditions 
which we have chosen, but is inherent in the nature of the case. 
Suppose, for example 


galt) = (n+ 1)" 


Then all the differences are positive, so that the characteristic con- 
dition of the theorem is satisfied. The theorem however fails because 
Xa,9,(¢) is not necessarily convergent for ¢>0O. Take e. g., the case 


of k=1. The series 
vi-v2+y5—-.. 


is summable (1), but the series 


Zn 1) 


is obviously divergent for t<5 - And in fact Dirichlet’s Series must 


be dealt with by theorems of a more general character, which permit 
the series to be divergent but summable throughout the whole range of 
values of ¢ and not merely at one end. Such a theorem I have proved, 
in the case of k= 1, in a recent paper*) in the Proc. Lond. Math. Soc., 
where I have shown that ‘if p,, Ag,, A’g, >0 and La, is swmmable (1), 
then Za,,9, is uniformly summable (1), and its sum is, therefore, a continuous 
function of t’ I do not doubt that the obvious generalisation of this 
theorem to the case in which k>1 and k +1 sets of differences are 
positive, is true: but I have not up to the present been able to prove 
it to be so im all cases. 

(Il) There are however cases in which the result stated by the 
theorem is in fact true, although the conditions are violated owing to 
the fact that the differences are not all positive. 


*) Proc. Lond. Math. Soc., Series 2, Vol. III, pp. 247—265. 





If 


t) = ms 
, (8) a 1+ q”’ 


(where g = e~‘) 


__ &@ai-—@ 
8% GEM a+ET) Ee” 
q"(1 — q)*(1 —q"*") 


ae, @ ft -2e: 0, 
™ Grate aT = 


but the third differences are not essentially positive. Thus the theorem 
shows that 


2q 2q° 
lim (45 - fatten -)=1-141--.-= 


but not that 


(21, - 4¢° bq 
i+q i+@ "i+¢@ 


as the last divergent series is only summable (2). Similar remarks apply 
to the series 





—-+-)=1-2438-... 


q=1 


2n+1 In+1 


2% ’ aa , we aie 


which occur in the theory of elliptic functions. On the other hand if 
9, (t) = log (1+e~-"*) = log (1+49") the third differences also are essentially 
positive, but not the fourth; and the theorem applies to the cases 
k=0,1,2 only. Again if 


WHcVa” gor") 
the second differences are not all positive: so that in this case the theorem 
does not give us as much information as Mr. Fejér’s theorem. 

10. The preceding examples make it clear that it is worth while 
to return to the proof of Theorem I and to see whether, when the 
condition concerning the differences is not satisfied, other sufficient con- 
ditions cannot be found to take its place. The particular case considered 
by Mr. Fejér, in which @,(¢) = p(nt), is of such especial importance that 
it deserves special treatment. 


The following theorem is a very easy generalisation of Mr. Fejér's 
theorem : 


Theorem Il. Jf (I) Za, is swummable (k), 
(IL) Zn'p(nt) is absolutely convergent for t > 0, 


| &t+t-“@(u) K 
(it) dvti-« 4 < wett- u+e@ (@ > 0) 
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for u>1 and w=0,1,---,k—1, 
(IV) 90) =1, 
then F(t) = Za,p(nt) is absolutely convergent for t >0 and 
lim F(t) = s. 


t=0 


The proof proceeds in its early stages as before, until we find that 
it depends upon showing that 


Di Muwar"g,| <K. 
N 


Now for every and ¢ 
At+!-“@(nt) Saas (—1)'+!-« fti-m gt+i-m)g 
where nt << —E<(n+k+1—un)'. Choose N’ so that 


(W’—li<1<g Nt. 
Then for n> N’ 


| f., (m)Att*-Hg@, | < Knt-##+1-«| pttt—H)(§) | < Kt-¢n-'-e¢, 
and so 
’ r —u — c 1 ’ P d 
(1) S|, arti-ng, | < Kt Dies EN fan<® 
nN 7 J 
On the other hand 


N’-1 N’-1 
D> |. artng, | < Keto MS) Ao, (w 
N N 


(where M is the maximum of p*+'-"(€) for 0< — < 1) 
a= 


(2) < Kttt-« Suto" < K(N'tt "cK. 
N 


From (1) and (2) the desired conclusion follows. 
Theorem 2 may at once be applied to the cases mentioned in 9. (2), 
in which g,(¢) is of the form g(nt) and Theorem 1 fails, such as 


—nt 
p(t) =e", (kK>0); + (k>1); 


= log (1+e-") (k>2); 
but it fails when g,(¢) is not of this form, as when 


9, () = 


ne "*(1—e~4) 


—nt 
ie : NRE ee 
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Thus, for example, neither Theorem 1 nor Theorem 2 enables us to assign 
the limit of 
3*q° 
a”? 25 


(1—@){-4, - +7} 22) 


for g=1. This and similar questions occur in the problem of determining 
the behaviour of the modular functions of g as q approaches a point on 
the unit circle, and also (as Professor Bromwich has shown*)) in that 
of determining the repuls'on between two electrified spheres in contact. 

Cases such as these present somewhat greater difficulties; but the 
following theorem will be found effective in dealing with a great many 
of them. . 

11. Theorem 3. Jf 

(1) 2a, is summable (i) to a sum s, 

(IT) »,(¢) is real and continuous, 

(IIT) Zn‘ —p,(t) is absolutely convergent for t > 0, 

(IV) for any value of t>0 the 4 differences A’g,(0O<i<k +1) 
can be divided into r, groups of successive terms, the terms of 
each group having the same sign, but the sign alternating from 
group to group, while r, depends (possibly) upon t, but remains 
less than a constant as t tends to zero, 

(V) |n*A*@,| << K for 4=0,1,---,k and all values of n and t, 

(VI) 9,(0) = 1 for every n; 
then F(t) = Za,q,(t) is absolutely convergent for t>0O, and 
lim F(t) = s. 


t=0 
To show the meaning of condition (IV) let us suppose g,(¢)—e—"*. 
All the first differences are positive, so that r, = 1. On the other hand 


Ao, =e" e(1— DQe- (ante 4 e~ (ant 4)e*) = e~"*(1— Que" + ute-4*) 
where u=e¢-*"*. This expression vanishes if 
wee (14+ V(1—e**)), 


2Qnt? — — 34 — log{1+ V(i—e-*)}, 
which gives one positive value of n, viz., 


or 


1 


3 


Thus for OS n< lava —- | the second differences are negative, while 
for larger values of they are positive. And r, = 2. 


*) Messenger of Mathematics, Vol. XXXV, p. 1. 
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In the general case we can, in virtue of condition (IV), form a certain 
finite number of groups of terms 


k+1- k+1- wee, Abti- 

4 “My, & *P, »4 *Pa.-1) 
k+1- k+1- woe, Abti- 

A “Pas A * Dn. +19 ] 4 ” *Pn,—19 
k+1— 

4 "Pn. ° 


” 
AMI-Hg, 9 

the last group extending to infinity, and the sign of every term in any 
one group being the same. The number of groups may depend upon 
the value of ¢, and the numbers n,, ,,---, , will depend upon ¢ and 
in general tend to co as ¢ tends to zero. But the number of groups is 
less than a constant K. 

Now 


F(t) -S Pino a “ A't)-"g, = 8g (t) +>" (S,+R,), 


u=0 


N-1 
Sy ““ fa? u(m) Exp *? "pn, 


say, ein 


B= > f u() En -w4 er" "Qn ° 
We choose N so that for n> N 


© fi2u(n)>0, AD) jenn <a 
and everything depends on our being able to prove that 


R,\< Ke. 


sha? 


A-1 
Zz fr2.(n) A****"g, =o, — %, 


k-m 


0, = >) (YAR Havers 


and so 


*) Should n, be < N (or n,, ,,---,”,<*N) a certain number of these terms 
may be omitted. 
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[R, <24{\ox| + Sle, 
s=1 


But from condition (V) it follows as in §8 that 
|®,| < K; 
and hence 
\R, < Ke. 
The theorem is therefore proved. 
12. Theorem 3 may be applied to such series as 


>4,9", 24,9" - pa cgep 
but these series have already been disposed of more simply under 
Theorem 2. I shall therefore illustrate 3 by applying it to some cases 
in which g,(¢) is not of (and cannot be reduced to) the form (nf). 
(I) Suppose 


gp, (#) = m~"t = eg ntlogn 
Then 
Agn(t) = — Pn+o(t) 
where 0 < 6< 1, the dash denoting differentiation with respect to n. 
Now 
y,.(t)| = n-"*t(1 + logn). 
Keeping fixed, let us choose ¢ so that this is a maximum. We find 


t =e, and 


= nn! 
n log n’ , 
r 1+ log» 
\Pa(t)| = en log n 
from which it follows at once that |nAg,| < K for all values of m and ¢. 
Also 


Ap, (f) = [&-* {# (1 +log &)*— 5} ] (n<é<n+2), 


and #(1+ log &)?— : changes sign once only as § increases from 0 to oo. 


Hence the conclusions of the theorem are satisfied for k= 1. Thus 
if Za, is summable (1), to a sum s, then 


lim (+ Set geet +++) 6. 


t=o \1' 

It may be verified without difficulty that the conditions of the 
theorem are satisfied for any value of k; so that this conclusion still holds 
when Za, is summable (k). 

(II) As a second example I take 


ne "a—e"4) 


7, (#) = a ou ’ 
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I leave it to the reader to verify that the conditions of Theorem 3 are 
satisfied. 

Writing q for e~' we obtain the following theorem: if Za, is 
summable (k) to sum s 


in (1 -03'*" = - = Ss. 


For example 
lim a-9 9 ae Te re 
q=1 


since the divergent series on the a is summable by mean values for 
any value of s. 


If s is an even positive integer 
—2+4+3'—.-.-=0, 
while if s is an odd positive integer 2¢ + 1 


— : pat?—1 pp ‘ 
ae eibtins ee eth) 


If s is not integral the sum of the series is 
— (2+ 1)g(—s) 
where €(s) is the Riemann §-function. 
(111) As a final example I shall consider the series 
F(x) = 24% — gx 4 gx) —... 
where z(m) is a function of , positive and integral for all positive 
integral values of m, and tending to infinity with ». The simplest and 
most interesting series of this kind (after the ordinary geometrical 
series) are 
1—2+2—2 Pike ya ++. 
(1) ‘sare ee Been 


All the series of this type may however be dealt with under Theorem 2, 
which shows that each of them tends for x= 1 to the limit .: The 
cases next in interest ar those of 


a— e+ at— a? +... 4 (—a™ + 
(2) a—e+a®*—a+...4+(—pra”+ 
I shall therefore examine the series 


re 2 (—)" 


*) Cambridge Philosophical Transactions, Vol. XIX, p. 306. 
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from the point of view of Theorem 3. The argument may be applied, 
mutatis mutandis, to other and less simple series; but some of the steps 
present difficulties which are greater in such cases. 
In the first place it is easy to verify that condition (IV) is satisfied. 
For we can show without difficulty that A’, = 2" — 22%"** + a2"**, 
when z has any value between 0 and 1, vanishes for one value of 1, 
which tends to co as x tends to 1. It is positive for larger and negative 
for smaller values of m. Hence condition (IV) is satisfied. 
On the other hand condition (V), which requires 
nho, <K 
is not satisfied. For if 
“=~ (0<£<\1), 
49, = B (1 a B), 
nXg, > Kn. 
The conditions of the theorem are therefore not satisfied. And it is 
evident that condition (V) will not be satisfied for any of the series (2). 
On the other hand all the conditions may be shown to be satisfied by 


any of the series (1), so that these series may be dealt with either 
under 2 or under 3. 

13. It is interesting to observe that the failure of our proof in the 
ease of the series (2) is not due to any imadequacy in the theorem, — 
to the fact that it is no longer true that the series tend to the limit + — 
In fact the series 

F(a) =2—2*+2%—.--., 
where a is a positive integer greater than 1, oscillates between finite limits 
of indetermination for x = 1. 

To prove this we observe in the first place that if F(x) tends to a 
limit for = 1, that limit can only be > since 
(1) F(a) + F(a*) =<. 

In the second place we can find a solution of the equation (1) which 
is regular about the point z=—1 and tends to ; 
along the real axis. Such a solution is 


(2) = -> bve(s ale 


1+a") 


lve (s )" 


as x approaches 1 


= J. 


(2) + (a) -> 
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Now the function 
X(x) = F(x) — O(a) 
is a solution of the equation 
(2) f(x) + f(a") =0 
which cannot be identically equal to zero, since the function F(z) has 
the unit circle as a line of essential singularities while ®(z) is an 
integral function of log (=). 
But 
X(a) = — X(a*) = X(a®) = X(a*") 
for all positive integral values of u. 
Or if 
X(z) = @ (log log =), 


8 (log log =) =0 (log log + + 2u log a) : 


Hence X(x) is a periodic function of log log _ with a period 
2 log a, 
and 
2—a*+a%—.--- 
is the sum of (1) an integral function of log ( ), which tends to ; 


Ls 
x 


for «=1, and (2) a periodic function of log log (=), which oscillates 


for «=1, since log log - tends to —oo as « tends to 1. Therefore 
the series x —2* +2" —.--- oscillates for x =1 between finite limits of 
indetermination.*) 

14. After the series (2) the most interesting case of § 12, (III) is 
probably that of the series 

f(a) =a — 24+ 2 — 2! +--+, 

and it may easily be shown that this series also oscillates for z= 1 
between finite limits of indetermination, viz. 0 and 1. 

Thus the general view which we have obtained of the behaviour of 
series of the type 

ex — gt 4 yx@) —... 
for x = 1, y(n) being an increasing function of » of a regular and simple 
type, such as 
n, n*, m®, +++, 2", 3", ---, ml, (n!)*, = 

is this: 


*) The simple proof given above was shown me by Mr. J. H. Maclagan- Wedderburn. 
I had originally obtained the result by means of a contour integral. 
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If the increase (croissance) of y(n) is not too rapid the series tends 


for «= 1 to the limit = the sum of the divergent series 
1—1+1---.. 

When the increase of z(m) passes a certain limit the series oscillates 

for z=1. The swing of the oscillations is greater the greater the 

imerease of y(n). If the increase of y(m) is greater than or equal to 

that of m! the swing covers the whole interval (0,1). Beyond these 

limits it obviously cannot go. 

15. The theorems proved in this paper are no doubt capable of 
further generalisation. 1 have allowed my investigations to come to an 
end at this point because it seemed to me that the results which I had 
obtained were sufficient to enable us to deal effectively with such simple 
and interesting cases as present themselves naturally in analysis, and 
because it seems that when the conditions of no one of the three theorems 
are satisfied it is generally best to attempt to establish the inequality 
R,,|< Ke of § 12 (on which the required proof really hangs) ab initio 
in each particular case.*) 


*) I hope at some future date to work out more systematically some of the 
applications of these theorems to the elliptic and elliptic modular functions, the 
nature of which has been indicated in a general way in some of my illustrations. 
Considerations of space prevent my attempting this in the present paper. I may 
however refer to Riemann’s fragment ,Uber die Grenzfille der elliptischen Modul- 
functionen’ (Werke, p. 427) and Dedekind’s notes (ibid. p. 438), and to papers by 
H. J. 8. Smith (‘On some discontinuous series considered by Riemann, Messenger, 
Vol. XI, p. 1) and by the present writer (‘Note on the limiting values of the Elliptic 
Modular Functions’, Quarterly Journal, vol. XXXIV, p. 76). Independently of me, 
Prof. Bromwich had proved a number of theorems of which the following is an 
example: if g,. Ag,, A*g, >9, in @,,(t) =1, then 

= t= 


1+-p) (2+) hat 
Crp tt? .,— arr, 


lim —(1+p)9,+ 


This theorem is of course a special case of Theorem I of this paper: but it can be 
proved independently in a very simple and elementary manner, and it enables us at 
once to assign the limits of a number of interesting series. 





C. Canatntopory. Variabilitétsbereich der Koeffizienten von Potenzreihen. 95 


Uber den Variabilitatsbereich der Koeffizienten von Potenzreihen, 
die gegebene Werte nicht annehmen. 


Von 


C. Caratutopory in Géttingen. 


Einleitung. 


Ist eine analytische Funktion y der komplexen Verinderlichen z 
gegeben, die fiir = 0 den Wert y= A, annimmt und in der Umgebung 
dieses Punktes reguliir ist, im Inneren des Kreises z| << 9 aber gewissen 
Beschriinkungen unterworfen wird, so entsteht die Frage, ob nicht auch 
dadurch zugleich ftir die Koeffizienten des Funktionselements 


y= Ay+ >) 4,2, 
k=1 
das die Funktion darstellt, Beschrinkungen entstehen, welche bestimmt 
werden kénnen. 

Ein spezieller Fall dieser Art von Fragen kommt bei der bekannten 
Verallgemeinerung vor, die E. Landau fiir den Picardschen Satz tiber 
ganze transzendente Funktionen gegeben hat.*) 

Dieser Satz kann niimlich folgendermaben ausgesprochen werden: Wenn 
die Funktion y fiir z= 0 den Wert y = A, annimmt, im Inneren des Ein- 
heitskreises regular ist und die Werte Null und Eins auslift, und wenn 
man den reellen und imaginiiren Teil des Koeffizienten A, als Koordinaten 
eines Punktes der Ebenen deutet, so mu8 dieser Punkt im Inneren eines 
Kreises liegen, dessen Radius man angeben kann. 


*) E. Landau, Sitzungsb. d. Berl. Akad. (1904), XXXVIII (pag. 1118) siehe auch 
A. Hurwitz, Ziricher Vierteljahrsschr. XLIX (pag. 242); F. Schottky, Berl. Akad. 
(1904) XLII (pag. 1244); C. Carathéodory, C.R. Bd.141 (1905), p. 1213; P. Boutroux, 
Bull. Soc. Math. Bd. 84 (1906), p. 30. 

Wibrend des Druckes dieser Arbeit hat Herr Landau eine ausfihrliche Dar- 
stellung der in Betracht kommenden Fragen publiziert (Vierteljahrsschrift der Natur- 
forschenden Gesellschaft in Ziirich Bd. 51, p. 252). Insbesondere wird im § 15 dieser 
Arbeit ein dem uns hier beschiiftigenden analoges Problem auf ein algebraisches 
rekurrentes Verfahren zuriickgefihrt. 
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Auf aihnliche Weise will ich im folgenden die reellen und imaginiren 
Teile der n Koeffizienten 
A,, A,, wa, A, 


als Koordinaten eines Punktes im 2n-dimensionalen Raume deuten und 
diesen Punkt den n*" geometrischen Reprdsentanten der Potenzreihe nennen. 
Dann wird sich zeigen, dab, wenn die Funktion y vorgeschriebenen Be- 
dingungen, ihnlich wie beim Landau-Picardschen Satze, geniigt, dieser 
Punkt im Inneren oder auf der Oberfliche eines Kérpers K, liegen muB, 
den man vollstindig und explizite bestimmen kann. 

Wir werden von dem speziellen Falle ausgehen, wo die Funktion y 
im Inneren des Einheitskreises regulir ist und einen positiven reellen 
Teil besitzt, wihrend sie fiir den Punkt z= 0 den Wert y = 1 annimmt. 

Bezeichnet man dann mit ©, die Kurve, welche von dem Punkt mit 
den 2n Koordinaten 

2cos#, 2cos2#,---, 2cosné@, 
—2sin #, —2sin 20, ---, —2sinn@ 
durchlaufen wird, wenn #@ von 0 bis 22 variiert, so fallt unter diesen 
Annahmen der Kérper K, mit dem kleinsten konvexen Kérper &, zu- 
sammen, der ©, enthiilt. 

Umgekehrt ist aber auch jeder Punkt von &, der n® geometrische 
Repriisentant von mindestens einer Funktion y(z), die den vorgeschriebenen 
Bedingungen geniigt; fiir die Punkte der Oberfliiche ist diese Funktion 
eindeutig bestimmt, rational und besitzt héchstens » Nullstellen.*) 

Die allgemeine Fragestellung wird auf diese spezielle mit Hilfe einer 
geeigneten konformen Abbildung zuriickgefiihrt; dieser Abbildung entspricht 
im 2n-dimensionalen Raume der n" geometrischen Repriisentanten eine 
birationale Transformation, und der gesuchte Kérper K, ist nichts anderes 
als der Transformierte des konvexen Kérpers &,. 


$ 1. 
Definition des Kérpers &,,. 


Wir betrachten zuniichst Funktionen des komplexen Argumentes z, 
die im Inneren und auf dem Rande des Einheitskreises 
z|sl 
regular sind, fiir diese Werte von z einen positiven reellen Teil besitzen 
und fiir ¢=0 den Wert Eins annehmen. Eine Funktion, welche allen 
diesen Bedingungen geniigt, liBt sich in der Umgebung von z = 0 durch 
eine Potenzreihe 


*) Dieses Resultat ist mit anderen Worten eine Verallgemeinerung und Priizi- 
sierung bekannter Hadamard-Borelscher Ungleichheiten. 
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(1) y=1+ S@+ia)e 


k=1 


darstellen, deren Konvergenzradius gréBer als Eins ist; mit f(#) bezeichne 
man den reellen Teil von (1) auf dem Einheitskreise 


s= é’; 
diese GréBe, die unserer Annahme gema$ durchweg der Beziehung 
(2) f(#)> 0 
gentigen muB, laBt sich in eine konvergente Fouriersche Reihe 


(3) f(#) =1+ > cos k# —é, sin k#) 


k=l 


entwickeln; es gelten also die bekannten Gleichungen 


1 " 
J 
+ { 79) cos k9dd = Gy, 
(5) 0 


22 
fro) sin k0 d® = — Z,. 
0 


Aus den Gleichungen (5) folgen mit Hilfe von (4) und (2) durch Anwendung 
des Mittelwertsatzes, und zwar fiir jedes k, die Beziehungen: 

G| S2, é|S2. 
Der n'* geometrische Repriisentant einer Funktion, welche unseren 


Forderungen gentigt, liegt also jedenfalls im Endlichen. 
Das Polynom n Grades 


(6) y=1 + > (q+ia)2 
k=1 
hat den Punkt mit den Koordinaten 
(7) ~ Cy, **"» Cny 
C1, Cg, * ++, Cy 
zum n geometrischen Repriisentanten und da der reelle Teil der Funk- 
tion (6) auf dem Einheitskreise den Wert 


f(#) =1 +6 cos k? —é, sin k#) 
k=1 
Mathematische Annalen. LXIIII. 
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besitzt, so sieht man, daB dieser reelle Teil auf der ganzen Kreisfliiche 
nicht negativ sein kann, wenn fiir jedes k 


1 i 1 
i < 1! <a5 


2n’ 


ist. Da in diesem Falle die Funktion (6) unsere simtlichen Bedingungen 
erfillt, so sieht man, dab gewisse Umgebungen des Anfangspunktes der 
Koordinaten im 2m-dimensionalen Raume durch geometrische Repriisen- 

tanten unserer Funktionen erfiillt sind; eine solche Umgebung ist z. B. 
a ae ay 

die Kugel vom Radius , 


(8) > G+) Spe 
k=1 


Sind y, und y, zwei Funktionen, welche unsere siimtlichen Forderungen 
erfiillen, so gilt das gleiche fiir jede Funktion y der Schar 


eZ ty, + (1—t)¥%s, 

Ostst; 
der Repriisentant P von y durchliuft aber die geradlinige Strecke, welche 
die Reprisentanten P, und P, von y, und y, verbindet, wenn ¢ von 0 
bis 1 variiert; diese Strecke besteht also aus lauter geometrischen 
Reprisentanten unserer Funktionen. 

Aus dieser Bemerkung folgt unter anderem, daB auf jedem Radius- 
vektor des 2n-dimensionalen Raumes, der vom Anfangspunkte der Koordi- 
naten ausgeht, ein und nur ein Grenzpunkt 2 existiert, welcher diejenigen 
Punkte dieser Geraden, die Repriisentanten einer unserer Funktionen sein 
kénnen, von den anderen trennt, welche diese Eigenschaft nicht haben. 
Es sei nun S ein Punkt des Strahles, der den Anfangspunkt O der 
Koordinaten mit dem Grenzpunkte  verbindet, und es liege x 
zwischen O und S (Fig. 1). Jeder Punkt @ des Raumes, 
der von S um weniger als 


1 28 
2n Ox 


abweicht, kann unmdéglich Repriisentant einer unserer Funk- 

tionen sein. Denn die Gerade Qa schneidet dann den Kreis vom 

Radius =, den die 2-dimensionale Kugel (8) in der Ebene 

OQS bestimmt (Fig. 1); man kann also von Q aus eine 

Tangente Q7 an diesen Kreis legen, welche die Strecke 2S 

in einem inneren Punkte R trifft. Wire nun Q Repriisen- 
tant einer Funktion y(z), die unsere Bedingungen erfiillt, so miiBte fiir 
jeden Punkt der Strecke Q7, folglich auch fiir R das gleiche gelten und z 
ware nicht Grenzpunkt von Repriisentanten auf der Strecke OS. 


5 
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Man bezeichne mit &, die Punktmenge, die man erhilt, wenn man zu 
den Repriisentanten der unseren Bedingungen geniigenden Funktionen die 
Grenzpunkte x hinzufiigt; aus dem vorhergehenden folgt, daB jeder Punkt S, 
der nicht in &, enthalten ist, um eine endliche angebbare GréBe von 
dieser Menge entfernt ist; da nun die Punktmenge 8, keine isolierten 
Punkte enthilt, so sieht man, daB sie perfekt ist. 

Sind P, und P, irgend zwei Punkte von &,, so gehért jeder Punkt 
der Strecke P, P, auch dieser Menge. Wiirde nimlich ein Punkt S dieser 
Strecke auBerhalb &, liegen, so miiBte im Dreiecke OP, P, eine Parallele 
P,P, m P,P, existieren, welche noch mindestens * 
einen Punkt S’ enthilt, der nicht zu &, gehért, ® 7 
und dieses ist unméglich, weil P,’ und P,’ sicher pHs 
Repriisentanten von Funktionen y(z) sind, die samt- ‘ / 

wan 





lichen friiher gestellten Forderungen geniigen. 

Die Punktmenge &, geniigt also der Definition, 
die Minkowski fiir einen 2n-dimensionalen konvexen 
Kérper zugrunde legt*): sie liegt nicht ganz in einer 
(2n—1)-dimensionalen Ebene, ist perfekt und enthilt jede geradlinige 
Strecke, deren Endpunkte ihr angehéren. 

Die Oberfliche ©, des konvexen Kérpers &, wird aus der Gesamt- 
heit der Grenzpunkte a gebildet, von denen einer auf jedem Radiusvektor 
durch den Anfangspunkt O der Koordinaten liegt; denn man kann zeigen, 
und zwar auf ganz analogem Wege wie friiher fiir die iuBeren Punkte S, 
da’, wenn P ein innerer Punkt der Strecke Oz ist, eine gewisse Umgebung 
von FP aus lauter Punkten von &, besteht und folglich P auch innerer Punkt 
von &, ist; durch ©, wird tibrigens der Kérper &, vollkommen bestimmt. 


§ 2. 
Stiitzebenen. 


Eine abgeschlossene Punktmenge im n-dimensionalen Raume besitzt 
bekanntlich Stiitzebenen**), d. h. solehe (n—1)-dimensionale Ebenen, die 
mindestens einen Punkt der Menge enthalten und den der Ebene auBer- 
halb liegenden n-dimensionalen Raum in zwei Teile trennen, von denen 
der eine keinen einzigen Punkt der Menge enthiilt. 

Aus den Untersuchungen von Herrn Minkowski geht hervor, daB bei 
einem konvexen Kérper 8 durch jeden Punkt der Oberfliiche D mindestens 
eine Stiitzebene geht. Den Gedankengang des folgenden einfachen Be- 
weises fiir diese Tatsache verdanke ich seiner freundlichen Mitteilung. 


5 Goenatete der Zahlen (Leipzig 1896) p. 200. 
**) Der Ausdruck ist von Minkowski eingefihrt 1. c. p. 13. 


7* 
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Es sei x ein beliebiger Punkt der Oberfliche D von & mit den 

Koordinaten 
Vi» Var °° *s Yao 
ferner sei S ein beliebiger Punkt, der auBerhalb des K6rpers & liegt, und « 
die Entfernung zwischen a und S. Der Abstand von S bis zu einem 
beliebigen Punkte von & hat ein von Null verschiedenes Minimum d, das 
fiir einen Punkt x’ des K6rpers erreicht wird, und es ist jedenfalls 
6<e. 

Die (n—1)-dimensionale Ebene, welche x’ enthilt und die Strecke 2S 
senkrecht schneidet, ist eine Stiitzebene des konvexen Kérpers &; denn 
lige ein Punkt 7 von & auBerhalb dieser Ebene und auf derselben 
Seite wie S, so miiBte wegen der Konvexitaét von & die ganze Strecke 
xT aus lauter Punkten dieses Kérpers bestehen, und das Minimum des 
Abstandes zwischen S und & wire nicht fiir den Punkt 2’ erreicht, 
wie sich sofort aus der Betrachtung des Dreiecks S2’7' ergibt. Da nun 
folglich 2, wenn er kein Punkt dieser Ebene ist, auf der entgegengesetzten 
Seite wie S zu liegen kommt, so enthilt die Strecke zS sicher einen 
Punkt der konstruierten Stiitzebene und diese ist um weniger als ¢ von x 
entfernt. Wir betrachten nun eine Reihe von Punkten 


(9) S;, 8, 8;, ae 


die simtlich auberhalb des Kérpers 8 liegen und gegen a konvergieren, 
und es sei 


(10) ue, ture, +---+uP%e —d=0 


die Gleichung der auf die soeben geschilderte Weise mit Hilfe des Punktes S, 
konstruierten Stiitzebene. Wenn die Gleichung (10) in der Normalform 
geschrieben ist, d. h. wenn die Koeffizienten u\") der Bedingung geniigen 


aun) Dwr, 
i=1 


so stellt die linke Seite von (10) den Abstand des Punktes mit den 
Koordinaten c¢,,¢,,--- von der besagten Ebene dar. Bezeichnet man 
also mit ¢, den Abstand zwischen S, und dem Grenzpunkte 2, dessen 
Koordinaten y, waren, so hat man nach dem vorhergehenden 


7 tay to tun, —d <a 


also 14Bt sich die Gleichung (10) schreiben 
(12) Wy, —¢,) + u(y, —0,) +--+ u(y, -¢,) —h, = 0 
wobei 

h, < & 
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ist und folglich die Gleichung 
(13) Lim h, = 0 
k=a 


gilt. Da nun wegen (11) alle GréBen wu endlich bleiben, so laBt sich 
aus den Punkten S,, S,, --- eine neue Reihe aussondern, fiir welche die 
GréBen Lim u(*) existieren, so daB man fiir jedes 


k=@ 
i=1,2,---,m 
Gleichungen wie 
Lim u = u, 
k=@ 


schreiben kann. 
Ich behaupte, daB die Ebene 


(14) ty (7, — C1) + ty (Y¥p— Ge) + °° + (Yn — CQ) = 9, 

die den Punkt z enthiilt, eine Stiitzebene ist. Im entgegengesetzten Falle 
wiirden nimlich zwei Punkte P und P’ von & existieren, deren Koordi- 
naten, in die linke Seite von (14) eingesetzt, dieser GréBe entgegengesetzte 
Vorzeichen erteilen wiirden. Dasselbe wiirde aber dann bei geeigneter 
Wahl von & in (12) gelten, was mit der Tatsache unvereinbar wire, dab 
fiir jedes k die Gleichungen (12) eine Stiitzebene darstellen, und hiermit 
ist der Satz von Minkowski bewiesen. 


§ 3. 
Bestimmung der Oberfliche. 

Wir kehren nun zu dem konvexen Kérper &, im 2n-dimensionalen 
Raume zuriick, den wir im ersten Paragraphen betrachtet haben. Jeder 
innere Punkt von &, ist der xn“ geometrische Reprisentant einer Funktion 
y(2z), deren Konvergenzradius gréBer als Eins ist, deren reeller Teil im 


Kinheitskreise nicht negativ wird und die fir z= den Wert Eins an- 
nimmt. Ist nun umgekehrt 


(15) y-1+ Sa@ti¢e 
k=l 


eine Funktion, deren Konvergenzradius gréBer oder gleich Eins ist und 
deren reeller Teil im Einheitskreise nicht negativ ist, so liegt fiir jedes 


r<l 
der Punkt mit den Koordinaten 


i ar oe 
é,r, €,r°,--+, Er" 
im Inneren des Kérpers &, und folglich der Punkt mit den Koordinaten 


Cyy Cgy**y Cys Ey, Cg, +, 
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im Inneren oder auf der Oberfliche dieser perfekten Punktmenge; der 
n” geometrische Repriisentant von (15) ist also jedenfalls ein Punkt von &.,. 
Es sei nun a ein Punkt der Oberfliiche von &, mit den Koordinaten 


Vir Yar *'s Vai Vas Var **> Vn 
und 


(16) 4, (4, —%4) + (Gq — 72) +--+ 4,6, — ?n) | os 

+ u, (¢,— 7) + &,(€,— 7%) +---+ u,(€,— 7)! 
die Gleichung einer Stiitzebene durch diesen Punkt. Man normiere die 
Koeffizienten von (16) so, daB 


(ut +) 1 
2 


k=l 


0 


> (ur +%,7,) >90 

k=1 
sei. Fiir jeden Punkt von &, mit den Koordinaten ¢,, @, ist dann die 
linke Seite von (16) negativ oder Null, also 
(17) > (He + i, @,) <> (un +%,7%); 

k=l k=l 

und fiir innere Punkte ist das Gleichheitszeichen ausgeschlossen. Da nun 
«x Haufungspunkt von inneren Punkten ist, so wird man die GréBe 


> Vz t+ 4,7;) 
k=l 


durch die obere Grenze von 


> (u,¢, + %,é,) 


s=l 
bestimmen kénnen, wenn der Punkt mit den Koordinaten (c,, @,) das 
Innere des Kérpers &, durchlaiuft; nun ist aber jeder solche Punkt der 
n* geometrische Reprisentant einer Funktion y(z), die auf dem Einheits- 
kreise regular ist und unseren Bedingungen geniigt. Man kann also 
nach Einfiihrung der Bezeichnung 


(18) o(#) = > cos k® — a, sin k#) 


k=1 


mit Hilfe von (5) schreiben 


k=l 


(19) De + %,¢,) = + (re) O(%) ds. 
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Da nun die Beziehungen (2) und (4) d. h. 
f(#)>0, 


auch hier gelten, so folgt aus (19), wenn man mit M das Maximum der 
Funktion ©(#) fiir das Intervall von 0 bis 22 bezeichnet, die Bedingung 


(20) > (meet te.) S 2M; 
k=l 


es ist also auch die obere (trenze der linken Seite von (20) 


(21) > (re + 7) S 2M. 
k=l 
Die Funktion ©(#) ist im Intervalle von 0 bis 22 stetig und erreicht 


ihr Maximum JM fiir mindestens einen bestimmten Wert von @, z. B. 
fir #=— @,, so dab 


(22) M = >) (u, cos k9, — i, sin k#,) 


k=l 
ist. Andererseits ist die Funktion 


id, 

y= 5 % +s 

e == § 
im Inneren des Einheitskreises reguliir, ihr reeller Teil ist positiv inner- 
halb dieses Gebietes und sie nimmt fiir z=—0 den Wert 1 an. Der n” 
geometrische Reprisentant dieser Funktion ist also ein Punkt von &,; 
er hat aber die Koordinaten 
¢, = 2 cos k#,, é, = — 2 sin k@,, 

und es folgt aus (22) fiir diesen Punkt 


> (es + %,é,) = 2M. 
k=1 


Es ist also wegen (17) 
2M < Sur + %,7,) 


k=1 
und der Vergleich mit (21) liefert 


(23) > (int mr) = 2M. 


k=l 
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Es sei jetzt eine Reihe 
P,, P,, P;, ia 


von unendlich vielen Punkten des Inneren von &, gegeben, die gegen 
unseren Punkt 2 konvergieren, und man bezeichne mit 


(m) _{m) (m), =(m) -(m) =(m) 
C1 2&e 9°*° 9 & 35 C, 7 €g °° 


die Koordinaten des Punktes P,,; wir kénnen wegen (17) und (23) schreiben 


(24) > (ur +a,20) —2M— eh, 


&=zl 


wobei ¢,, eine von Null verschiedene GréBe bedeutet und 
Lim «¢,, = 0 
ist. Es sei weiter y,, eine auf dem Einheitskreise noch konvergierende 
Potenzreihe, die allen unseren Bedingungen geniigt und deren Repriisen- 
tant P,, ist, f,,(#) der reelle Teil von y,, auf diesem Kreise. 
Es gilt nach (19) und (24) die Gleichung 


(25) - { ,.(®) 0(0) d@ =2M— 2. 


Nun seien mit 
9, O, °°, 4, 


die simtlichen Werte von # zwischen 0 und 22 bezeichnet, fiir welche 


0 (#) => cos k# — i, sin k#) 
k=1 
seinen Maximalwert M erreicht; da diese GréBe aus einer abgebrochenen 
Fourierschen Reihe besteht, die mit den Gliedern in cos @ und sin n@ 
aufhért, so kann sie, was auch die Werte der Konstanten u,, %, sein 
mégen, im Intervalle von 0 bis 2” nie mehr als » Maxima tiberhaupt 
aufweisen und es ist 
psn. 
Fiir hinreichend kleine Werte von ¢,, oder, was dasselbe ist, fiir hin- 
reichend groBe Werte von m werden durch die Bedingung 
o(#) > M—sz,, 
im Intervalle von 0 bis 2a genau p voneinander getrennte Teilintervalle*) 
am, a, ..., an 


*) oder héchstens p+1, von denen aber dann zwei die Endpunkte 0 und 22 
enthalten. 
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definiert; jedes dieser Teilintervalle konvergiert gegen Null, wenn m un- 
beschrankt wichst. Man bezeichne mit LS” den Wert von 


J ffa(o)ao 


iiber das AuBere der simtlichen Teilintervalle, mit LS” den Wert des- 
selben Integrals fiir das Intervall 6)". Es ist wegen (4) fiir jedes m 


(26) LP + LP +e + LO = 1; 
andererseits hat man 


22 
+ 7,(9) 900) d® < 21) (M—«,) +2M(LP4+L+..-+L). 
6 


Aus (25) und (26) folgt also 

2M—e <2M— 216, 
oder 
Ly” S33 


0 


folglich ist auch 
(27) Lim LY” = 0. 


Aus der Menge der Funktionen y,, kann man nun eine Teilmenge 
absondern, so daB fiir jedes 


j=1,2,--+,p 
die Li gegen bestimmte Grenzwerte konvergieren; man hat dann 
Lim L™ = 4, 


nau=e 


Pp 
Daa); 


j=l 
die 4; kénnen nach ihrer Definition wegen der Bedingung 
fn(#) = 0 


und wegen (26) und (27) 


niemals negativ sein. 
Wir kénnen mit Hilfe der gefundenen Resultate die Koordinaten 
Vir Var °° > Pai Va» Yar ***» Vn 
unseres Grenzpunktes a wirklich bestimmen; denn es ist 
n~ee kes. 





C. Carnatutopory. 


22 


i”) = = [r.@) cos kt dt, 
9 


en) = —* | f,,(#) sin kOd® 
0 


und der Mittelwertsatz liefert, wenn man beriicksichtigt, daB die Intervalle 
d{", df”, ---, 68” mit wachsendem m unendlich klein werden, 


P 
2>)4 cos k@;, 
j=l 
P 
i,=-— 2>'% sin k®,. 
j=1 


Wenn wir nun bemerken, daB p héchstens gleich » ist, so sehen wir, 
daB jeder Punkt x der Oberfliiche D, von &, die Koordinaten 


y= 24 cos k@;, 


(28) en 
%=-— 274, sin ke; 
j=l 


besitzt, wobei #;, 4; geeignete Konstanten bedeuten, die den Bedingungen 
0< 4 < 22, 4;=0 j=1,2,--,m 


Se-1 
j=1 
geniigen. . 


Sind umgekehrt #; und 4; irgend welche 2m reeile Zahlen, welche 
die Bedingungen (29) befriedigen, so stellen die Gleichungen (28) die 
Koordinaten eines Punktes P von S, dar; denn P ist der n® geo- 
metrische Reprisentant der Funktion 


9; 
(30) y -345 mae 


und diese erfiillt unsere enitien Bedingungen: sie ist regulir und ihr 
reeller Teil ist positiv fiir 


(29) 


\2{ <1, 
und fir z=0 ist y = 1. 
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Léapt man also die Gripen 
#,, #,, ah a 


Ay, Aap sty Ay 
innerhalb der Grenzen (29) unbeschriinkt variieren, so wird der Punkt, 
dessen Koordinaten durch die Gleichungen 


= 254 cos k#;, 
(31) j=l 


i 2> 4 sin k®; 
j=l 


gegeben sind, den konvexen Korper &, nie verlassen und es wird jeder Punkt 
der Oberfliiche ©, dieses Korpers mindestens fiir ein System von Werten @;, 2; 
erreicht werden. 
§ 4. 
Eindeutigkeit. 


Es muB nun gezeigt werden, daB die rationalen Funktionen der 
Form (30) die einzigen sind, welche unsere samtlichen Bedingungen 
erfiillen und einen Punkt 2 der Oberfliiche ©, von &, zum geometrischen 
Reprisentanten haben. Man nehme an, daB y(z) eine Funktion sei, welche 
dies leiste; dann ist die Funktion y = y(rz) fiir jedes r < 1 auch auf dem 
Eiuheitskreise regulir und wir kénnen fiir den reellen Teil dieser letzten 
Funktion auf dem Einheitskreise die Bezeichnung f(r, #) einfiihren. Wir 
werden von der Bemerkung sofort Gebrauch machen, dab f(r, #) auch 
den reellen Teil der urspriinglichen Funktion y(z) auf dem Kreise re? 
darstellt. 

Da der Reprisentant von y(rz) im Inneren von &, liegt, so hat man 
die der Gleichung (25) analoge Gleichung 


» fr, #) 0(9) de = M — (7), 


wobei «(7) eine von Null verschiedene positive GréBe bedeutet, und es 
ist, weil der n geometrische Repriisentant von y(rz) sich stetig mit r 


an, Lim «(r) = 0. 


r=1 
Nun betrachte man wieder die Intervalle 
0, (r), 6,(r), ae 4,(r), 


o(#) > M — «(r) 


innerhalb welcher 





108 C. Canarnéopory. 
ist, und bezeichne mit L,(r) den Wert des Integrals 


[te, 0) de 
innerhalb des Intervalls 4;(r) genommen. Man kann jedenfalls eine Reihe 
von wachsenden positiven GréBen 
(32) V1, 2. 3, ° °° 


bestimmen, welche alle <1 sind, gegen Eins konvergieren und die Eigen- 
schaft haben, daB fiir jedes 


j= 1,2,---,D, 
Lim L;(r,) = A; 


existiert. 
Nun betrachte man die Funktion 


Pp a7; 
tie ev’+z 
¥ (2) = D 4 >, 
@) > ae 


wo die A, durch die soeben bestimmten Werte gegeben sind und die #, 
dieselbe Bedeutung haben wie friiher; die GréBen 4;, #; geniigen ihrer 
Konstruktion nach den Beziehungen (29), so daB #(z) unsere simtlichen 
Bedingungen ebenfalls erfiillt. Man bezeichne mit f(r, #) den reellen 
Teil von ¥(z) auf dem Kreise re’*. 
Ist nun 
z=oe¥ 
ein willkirlicher Punkt im Inneren des Kreises |z|< 1, so sind in der 
Reihe (33) fiir hinreichend groBe m siimtliche r,>@ und es kann f(g, w) 
durch das Poissonsche Integral fiir einen Kreis mit dem Radius r, 
22 
F f(r,» 9) 7% — e*) 
f(e, 4) = z=,f r? — 2r, 9 cos (®@—w) + @? ae 
ausgedriickt werden. Nun ist aber die linke Seite dieser Gleichung von n 
unabhingig und man bekommt, wenn man » gegen Unendlich konvergieren 
laBt und das Integral ahnlich wie friiher abschitzt (pag. 106), 


Ls 4,(1 — @*) 
fle, ¥) -> i 2¢@ cos (@; — ) +e 
j=1 


Genau denselben Ausdruck wiirde man bei der Berechnung von f (9, w) 
erhalten, so daB schlieBlich die Gleichung 


f(e, ¥) =f (e, ¥) 
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in g und @ identisch erfillt ist; hieraus folgt endlich, da 
y(0) = 90) =1 


y(2) ->% 5 zs , 


—s 


ist, 


d. h. die Beziehung, die wir beweisen wollten. 

Zugleich hat sich ergeben, daB die Punkte der Oberfliiche ©, sich 
auf eindeutige Weise durch die Formeln (28) darstellen lassen; jedesmal 
nimlich, wo die GréBen (4;, #;) und (Aj, #j) in die Formeln eingesetzt 
dieselben Werte fiir y,, y, liefern wiirden, miiBte nach dem vorhergehen- 
den die Gleichung 


= é Zt ‘- , se ") ‘ts z 
identisch in ¢z erfiillt sein, woraus rr daB die 4;, #; und 4j, #; bis auf 
die Reihenfolge auch identisch sind. 
Man hat also den Satz: Es gibt nur eine Funktion, deren Repriisentant 


ein gegebener Punkt der Oberfliiche D, von &, ist, und diese ist rational 
und hichstens vom n'" Grade. 


g 5. 
Volistindigkeit der Darstellung. 


Um auch die Umkehrung dieses Satzes zu beweisen d. h. daB der 
Reprisentant jeder rationalen Funktion, die sich in der Form (30) dar- 
stellen léBt, der Oberfliiche ©, gehért, miissen wir die geometrischen 
Eigenschaften von &, etwas niiher betrachten. 

Man bemerke zuniichst, daB jeder Punkt der Oberfliiche oder des 
Inneren des konvexen Kérpers &, als Projektion im 2n-dimensionalen 
Raume eines Punktes der Oberfliche ©,,, (die im (2” + 2)-dimensionalen 
Raume liegt) angesehen werden kann. Hieraus folgt, dab die Koordinaten 
jedes Punktes von &, sich in der Form 


(33) 








darstellen lassen, wobei die A; alle positiv oder Null und ihre Summe 
gleich Eins ist. 
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Wir bezeichnen mit ©, die Kurve, welche durch den Punkt mit den 
Koordinaten 
2cos#, 2cos2#,---, 2cosn#, 


—2sin#@, —2sin 2@, ---, —2sinn@ 


im 2n-dimensionalen Raume beschrieben wird, wenn @ von 0 bis 22 
variiert. Die Punkte dieser Kurve gehéren als Repriisentanten der Funktionen 


i? 

e ' 
y(4) = =a 

e¢"—8 


simtlich zu R.. Sind 


C;, C;, chee C, 


die Punkte von ©,, welche den Werten 


9, By, °°, o, 


von # entsprechen, die in (33) vorkommen, (wobei angenommen wird, daB 
psnt+l 
und 
Anas = Ayes mA HO 

ist), so enthilt jeder konvexe Kérper, dem die Punkte C,, C,, ---, U, 
gehéren, auch den Punkt mit den Koordinaten (33); dieses kann ohne 
weiteres mit Hilfe unserer Definition eines konvexen Kérpers und An- 
wendung des Schlusses von » auf (n+ 1) bewiesen werden. 

Aus diesen siimtlichen Tatsachen folgt, daB jeder Punkt von &, in 
jedem konvexen KGrper enthalten ist, dem die Kurve ©, angehért, das heiBt 
dap &, der kleinste konvexe Korper ist, der ©, enthiilt. 

Jede Stiitzebene von ©, ist also Stiitzebene von S,, sonst wiirde 
derjenige Teil &, von &,, der auf derselben Seite der Stiitzebene wie €, 
liegt, schon einen konvexen Kérper bilden, der ©, enthalt und der kleiner 
wire als &,. Abhnlich sieht man, daB jede Stiitzebene von &, auch 
Stiitzebene von ©, sein mub. 

Es sei nun ein Punkt P mit den Koordinaten 


cd 


gegeben, wobei die 4, wie immer positiv sind und zur Summe Eins haben. 

Ich will zeigen, daB dieser Punkt ein Punkt der Oberflache D, von &, 
ist; dieses kann dadurch bewiesen werden, dab wir eine Stiitzebene von &, 
oder, was dasselbe ist, von ©, konstruieren, die den Punkt P enthiilt. 
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Wir betrachten dazu eine Reihe von m getrennten Punkten auf €,, 
unter welchen simtliche Punkte enthalten sind, die den Werten 


, ,, 4,, oss a, 
in (34) entsprechen. 

Jede (2n—1)-dimensionale Ebene, welche diese m Punkte enthiilt, 
muB durch P gehen. Nun gibt es aber eine solche Ebene von der 
Gleichung : 
(35) > (Hee +2) = 24, 

k=) 

welche in jedem der m Punkte die Kurve ©, beriihrt; man braucht nur 
die Verhiiltnisse der 2m + 1 GréBen u,, %, und d durch die 2m linearen 
Gleichungen 


> (u cos kt, — ti, sin k#,) = d, 


k=l 


> (ku, sin k#, + hit, cos k#,) = 0 


k=1 





j=1,2,--+-,m 


zu bestimmen. Der Ausdruck 


(36) > (4 cos k# — ti, sin k#) = d 


k=1 


hat, wenn # von 0 bis 22 variiert, héchstens 2” reelle Wurzeln; er kann 
also in diesem Intervalle nur fiir die Werte 
o,, ;, "og @ 
verschwinden, da jedem dieser Werte eine Doppelwurzel entspricht. In 
der Umgebung eines jeden dieser Werte behilt er aber dasselbe Vor- 
zeichen; folglich muB er fiir alle Werte von @, fiir welche er nicht ver- 
schwindet, ein und dasselbe Vorzeichen haben. Mit anderen Worten: es 
stellt (35) die gesuchte Sttitzebene von ©, dar, welche den Punkt P enthilt. 
Hieraus folgt nun, daB die Gleichungen (28) ausschlieBlich Punkte 
der Oberfliche ©, darstellen kénnen, und da wir im § 4 die Eindeutigkeit 
der Darstellung fiir diese Punkte bewiesen haben, so folgt ganz allgemein, 
daB Gleichungen wie 


> (a, cos kt; — wu, cos ky,) = 0, 
j=1 

> (A, sin bk, — pw, sin ky,) = 0 
= k=1,2,---,” 
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mit den Nebenbedingungen 


0<%,< 22, O<¥, < 22, 
4,20, 20, 


>4,=1, Sn<1 
j=1 


j=1 


nur dann gelten kénnen, wenn bei geeigneter Anordnung der u,, y, 


4 = M5, a, =; 
j=1,2,--m 
sind. 

Wenn man also in den Formeln (28) die #,, 4,;, bei Beriicksichtigung 
der Bedingungen (29), wnbeschriinkt variiert, so wird die Oberfliiche ©, 
des Variabilititsgebietes der Koeffizienten beschrieben, und die Beziehung 
zwischen den Punkten dieser Oberfliiche und den Wertsystemen fiir die 
4,, &, ist eine eineindeutige. 

Jeder Punkt des Variabilititsgebietes &, wird ferner erreicht, wenn 
man die Bedingung 


durch die andere 


ersetzt. Man hat also folgenden Satz: 
Jeder Punkt P des Variabilitiitsgebietes &, ist der mn geometrische 
Repréisentant einer und nur einer rationalen Funktion der Form 


bed 3; 
e %+2 
ho ah,’ 
4, =>0, j =0,1,2,--+,m 


M, = 1; 
j=0 


fiir 44 = 0 liegt der Pwnkt P auf der Oberfliiche D, von. R, wnd die 
Funktionen (37) sind die einzigen, deren Repriisentant auf ©, zu liegen 
kommt. 
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§ 6. 
Allgemeine Probleme. 


Wir wollen jetzt die gefundenen Resultate auf die allgemeinen 
Probleme anwenden und nehmen an, es sei 7 ein Gebiet der Ebene der 
komplexen Verinderlichen « oder auch einer Riemannschen Fliche, welche 
auf dieser Ebene ausgebreitet ist, und man kénne mit Hilfe einer ana- 
lytischen Funktion @(y) die Halbebene 


Ry) 20 
auf dieses Gebiet abbilden; dabei gehe der Punkt y=—1 in einen reguliren 
Punkt at 
u = M, = m, + im, 
des Inneren von 7 iiber. Die Funktion m(y) kann in der Umgebung des 
Punktes y = 1 in eine konvergente Potenzreihe der Form 


(38) u=—M, + >My —1} 


k=1 
entwickelt werden, wobei 


| M,| +0 
ist; man kann also die Reihe (38) in der Umgebung von u = M, um- 


kehren und z. B. schreiben 


(39) y—1=)'N,(u—M,)' 

kzl 
oder 

y= v(u). 
Nun sei u(z) eine analytische Funktion der komplexen Verinderlichen z, 
welche fiir alle Werte 

leé,<l 

auf das Innere des Gebietes 7 beschriinkt bleibt, in diesem Gebiete reguliir 
ist und fiir z=0 den Wert u = M, annimmt; es kann nach den gemachten 


Voraussetzungen diese Funktion in der Umgebung von ¢ = 0 in die kon- 
vergente Potenzreihe 


(40) u=M, +> 4,4 
k=1 


entwickelt werden, und wir wollen nach dem Variabilititsgebiete des n‘** 
geometrischen Reprisentanten dieser Potenzreihe fragen. 
Setzt man in (39) fiir u die gegebene Funktion u(z) ein, so wird y 
eine Funktion von ¢ sein, welche simtlichen am Anfange dieser Arbeit 
Mathematische Annalen. LXIIII. 3 
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geschilderten Bedingungen geniigt. Man wird sie also in die konvergente 
Potenzreihe 


(41) y=1 + Oe 
k=l 


entwickeln kénnen und der n“ geometrische Reprisentant dieser Potenz- 
reihe wird im Inneren oder auf der Oberfliche unseres friiheren Kérpers 
R,, liegen. 

Die Gleichungen (38) und (39), mit (40) und (41) verbunden, liefern jetzt 


Dae ->y, > as], 
k=l j=l i=1 
k=1 j=l t=1 ~ 


und man kann mit Hilfe dieser letzten Beziehungen, wenn man die Koef- 
fizienten derselben Potenzen von z rechts und links vergleicht, sowohl A, 
als ganze rationale Funktion von C,,.C,,---, C,, wie auch C, als ganze 
rationale Funktion von A,, A,, ---, A, ausdriicken. 

Die n‘*" geometrischen Repriisentanten der Potenzreihen (40) und (41) 
entsprechen also einander in eineindeutiger Weise und die birationale 
Transformation des 2n-dimensionalen Raumes, welche diese Abbildung be- 
wirkt, hiingt nur von allen reellen und imaginiiren Teilen der » ersten 
Koeffizienten M,, M,,---, M, der Potenzreihe (38) ab. Den Variabilitits- 
bereich K, der » Koeffizienten A,, A,,---, A, erhilt man nun dadurch, 
daB man auf unseren friiheren Kérper 8, die Transformation ausiibt, und 
die Oberfliche Q, von K, enthiilt ausschlieBlich die Repriisentanten von 
Funktionen der Form 
(AS a, + a,2-+----+ a, 2" 

(42) (et pet tp)? 
wobei @(y) wieder die Funktion bezeichnet, welche die Halbebene auf 
das Gebiet T abbildet, und die «, 6 geeignete Konstanten bedeuten. 

Alle unsere friiheren Siitze lassen sich in geeignet modifizierter Form 
auf den Kérper K, iibertragen. Insbesondere lassen sich die Koordinaten 
der Oberfliche Q, von K, als rationale Funktionen der friiher benutzten 
ee |4. cosk#,, sin k#,, 

| j=1,2,---,n, 


**yn 


ausdriicken. Dadurch, daB die Transformation eine birationale ist, ist man 





Variabilitatsbereich der Koeffizienten von Potenzreihen. 115 


versichert, dab zwei Punkte von Q,, die verschiedenen Werten der Para- 
meter entsprechen, nie zusammenfallen kénnen, und daB folglich die Ober- 
fliche Q, sich nicht selbst schneidet und der Kérper K, einfach zusammen- 
hingend ist. 

Man kann ferner die Theorie, wie ich es in meiner Comptes Rendus 
Note (26. Dezember 1905) angedeutet habe, auch auf solche Fille erstrecken, 
bei welchen der Punkt « = M, des Gebietes 7 singular ist, die Funktion 
u(r) aber auf 7 eindeutig bleibt; dann besitzt die Funktion u(z) zwar 
auch eine Singularitat fiir ¢—0, aber die Potenzreihe (41) ist trotzdem 
regular in diesem Punkte und dieses geniigt, um auch hier den Kérper 
K,, aufzustellen. 


Briissel, den 14. September 1906. 





Geore Fazer. 


Uber polynomische Entwicklungen IL. 
Von 


Georec Faser in Karlsruhe. 


In einem friiher veréffentlichten Aufsatze iiber polynomische Ent- 
wicklungen*) habe ich schon auf die Analogie gewisser von mir aufgestellter 
Reihen mit solchen nach Kugelfunktionen einer komplexen Verinderlichen 
hingewiesen und in Aussicht gestellt, meine damaligen Entwicklungen so 
zu erweitern, daB sich auch die Kugelfunktionen unter sie subsumieren. 
Im folgenden soll dies geschehen. Die Beweise beruhen wieder in erster 
Linie auf dem Cauchyschen Integralsatze, dann aber auch auf einer von 
Herrn Hadamard herriihrenden Verallgemeinerung desselben, welche den 


Zusammenhang zwischen den agpeeiien der Funktion >», 2°) 


0 


und der Funktionen SY), #, > c, 2” feststellt. Die {gefundenen Siitze 


0 
ergeben u. a. die engeten Beziehungen zwischen einer Reihe nach Kugel- 


~ 


funktionen >, X, und der mit den gleichen Koeffizienten a, gebildeten 


0 


Potenzreihe YF a,2"; insbesondere lassen sich die singuliren Stellen der 


ersteren Funktion sofort angeben, sobald die der letzteren bekannt sind. 
Die Kugelfunktionen sind dabei, selbst wenn man das Wort in allgemeinster 
Bedeutung auffaBt und nicht nur die Legendreschen Polynome darunter 
versteht, nur als Beispiele viel allgemeinerer Polynomenfolgen aufzufassen. 

Gleichzeitig erweist sich bei dieser Gelegenheit eine andre Erginzung 
meines oben zitierten ersten Aufsatzes tiber polynomische Entwicklungen 


*) Math. Ann. Bd. 57 (1903), p. 500—408, im folgenden stets als I sitiert. 
*) Ich unterscheide zwischen der Reite Sa, b, a und der Funktion > a,b, 2” 
und verstehe unter letzterer die Reihe samt few analytischen Paietione, 
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als notwendig oder zum mindesten als wiinschenswert. Ich habe nimlich 
damals (a. a. O. p. 397) iiber die Méglichkeit gewisser Nullentwicklungen 
nur eine Vermutung ausgesprochen, deren Beweis ich nachhole; fir den- 
selben benutze ich eine Stelle einer bereits im Jahre 1884 erschienenen, 
im tibrigen andre Ziele verfolgenden Abhandlung des Herrn Pincherle*), 
der so freundlich war mich darauf aufmerksam zu machen. 


§ 1. 
Vorbemerkung. 


Es sei Cy, ¢, ¢,-*-- eime unendliche Folge reeller oder komplexer, 
von Null verschiedener Zahlen der Art, daB die beiden Funktionen 


(1) f,(22) =>? ea” 
und 


(2) f(z) = DFE 
0 


die singulare Stelle «= 1 besitzen, aber regulir und ei: deutig bleiben, 
solange « eine beliebige vom Punkte 1 zum Punkte oo gezogene Linie L 
nicht iiberschreitet. 

Derartige Zahlen c, lassen sich leicht angeben, z. B.: 


c, beliebig fir »<m (nur nicht gleich Null), ¢,=B (=) fir v>m, 
wenn (2) irgend eine fiir |z|< ~ konvergente Potenzreihe**) ist, die 


fiir keinen der Werte z = ~, i= -- verschwindet. Ferner 


1 1 

m+1? — m+2?- 
geniigen, wenn « keine positive ganze Zahl ist, die Binomialkoeffizienten 
(*) den den c¢, auferlegten Bedingungen. DaB die Funktion f,(#) in 


letzterem Falle die gewiinschte Eigenschaft hat, ist ohne weiteres klar, 

fo(x) aber ist die hypergeometrische Reihe F(1, 1,—a, —), hat daher 

auch innerhalb der lings L aufgeschnittenen Ebene keine Singularitiat. 
F(x) sei nun eine analytische Funktion, von der nur vorausgesetzt 


*) Annali di Matematica (2) 12 p. 112ff. 

*™*) Unter 8(z) verstehe ich (wie es seit Weierstrass tiblich ist) immer eine nur 
positive Potenzen von z enthaltende Potenzreihe und zwar nicht jedesmal die gleiche; 
nur wenn zu MiBverstiindnissen AnlaB sein kénnte, unterscheide ich verschiedene 
Potenzreihen durch Indizes. 
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wird, daB der Nullpunkt zu ihrem Regularitiitsbereiche gehért; in einer 
gewissen Umgebung desselben konvergiert daher die Potenzreihe 


(3) F(z) ->: b, a. 


Ist C eine den Nullpunkt umschlieBende Kurve ohne Doppelpunkt und 
verhalt sich F(x) innerhalb C regulir, so wird nach einem Satze des 
Herrn Hadamard*) durch das Integral 


(4) F F@RA(2)% 


eine analytische Funktion F(x) definiert, die im Endlichen keine andern 
Singularititen hat wie F(x) und deren Entwicklung um den Nullpunkt 
lautet: 


(5) F,(z) = > b.c,2”. 
0 


Um mich kurz auszudriicken, sage ich: F,(x%) entsteht aus F(x) durch 
die Hadamardsche Transmutation T,.. In gleicher Weise liefert die An- 
wendung der Hadamardschen Transmutation 7, (die aus 7, durch Ersatz 
von f, durch /, hervorgeht) auf F,(7) wieder die urspriingliche Funktion 
F(a): , 

(6) F(z) = {F.@h (*) =. 

a 

Nach dem Hadamardschen Satze kiénnte es zweifelhaft sein, ob alle singu- 
liren Stellen von F(x) oder nur ein Teil derselben singulire Stellen von 
F(x) sind; das letztere ist aber ausgeschlossen, da auch F(x) aus F(x) 
durch eine Hadamardsche Transmutation 7, entsteht und deshalb keine 
singuliren Stellen besitzen kann, die nicht auch solche von F,(x) sind. 


§ 2. 
Definition gewisser Polynome durch erzeugende Funktionen. 
Reihen nach diesen Polynomen. 


Die Kurve C, tiber welche die Integration (4) erstreckt wird, werde 
als aus einem einzigen reguliren analytischen Zuge bestehend (kurz gesagt: 
vollig singularititenlos) vorausgesetzt. Das unendliche Gebiet der z-Ebene 
auBerhalb dieser Kurve werde durch die Substitution 


(7) z= v(t) — 5 + Ble) 


*) Acta math. 22 (1898). 
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konform auf das Innere des Einheitskreises der t-Ebene abgebildet, so 
daB dem Punkte z= co der Punkt tr = 0 entspricht. Die Substitution (7) 
ist dadurch nur insoweit bestimmt, als noch rt durch r- ¢%, wo ¢® ein 
willkiirlicher Faktor vom absoluten Betrag 1 ist, ersetzt werden kann; 
ordnet man noch den Punkt r = 1 irgend einem Punkte der Kurve ( zu, 
so ist auch dieser Faktor bestimmt. Den Kreisen K,, mit den Glei- 
chungen |t| = (0<@<1) entsprechen Kurven (,,, die ganz auBerhalb 
C(=C,) verlaufen. Wegen der iiber C gemachten Voraussetzungen existiert 
aber auch eine Zahl g so, so dab B(r) fiir |r| < 1+ konvergiert und 
durch (7) den Kreisen K,,, mit den Gleichungen |r| = 1 + 6 (0<6<g) 
ganz innerhalb C verlaufende Kurven C,,,, zugeordnet sind. 

Wird nun in dem Integrale auf der rechten Seite von (6) die Sub- 
stitution (7) ausgefiihrt, so erhilt man 


, dwt) 
(8) F(x) = f F, (vo) fe (0) sei oe dt. 
AK, 


Ich betrachte nun die hier auf der rechten Seite auftretende Funktion: 


L282 1 dw(t) tx t a a 

(9) Is () w(r) dr = fs (= eG) a+r-8(r) (— r > x (r)) .: 

Der erste Faktor verhilt sich als Funktion von t betrachtet regulir, so- 
lange rt der Ungleichung +t|<1+ 0 geniigt und = +1 ist; liegt « 
innerhalb C, und ist |t|<@, so ist letztere Bedingung erfillt. Die 

. tx 

Entwicklung von f, (F655 
man dann am einfachsten, indem man fr ( 


) nach steigenden Potenzen von rt erhiilt 


zuerst in die fiir 


tx 
=e) 
kleine Werte von |r| sicher konvergente Reihe 


(10) 2 " ("5 3) 


entwickelt, darauf die einzelnen Glieder dieser Reihe nach Potenzen von r 
ordnet und schlieBlich siimtliche Koeffizienten der Potenzen r’ vereinigt. 
Da nur die ersten v Glieder der Reihe (10) die Potenz +” enthalten, 
wihrend in den spiiteren Gliedern nur héhere Potenzen von t vorkommen, 
wird der Koeffizient von tc” ein Polynom v® Grades in x: Q(x). In 
dem dritten Faktor auf der rechten Seite von (9) konvergiert $’(r) fiir 
|r <1+ ; ebenso laBt sich der zweite Faktor in eine fiir |r << 1+ 0 
konvergente Potenzreihe entwickeln, da y(r) im Kreise |r| <1+¢0 
reguliiren Verhaltens und von Null verschieden ist. Man erhilt somit 
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(11) (Se) a5 ae -> Q,(a)e(—F+q+aer+ae+---) 
0 


— z= + >’ P,41(2) v5 


die Polynome p,(x) sind mit den Q(x) durch folgende Gleichungen ver- 
bunden: 


(12) p,(z)=—a Q, (x) + % Q,_1(#) +4, Q,-9(@) +++ +42 Q (%) + 4,_ Qo (2): 
Das niichste Ziel der Untersuchung sind Reihen >: a,p,(#) nach diesen 

0 
Polynomen; beziiglich der Konvergenz derselben sei folgendes bemerkt: 
Ist ¢ >0 gegeben, so existiert eine Zahl n, so daB fiir vy > und gleich- 


miiBig fir alle 2 innerhalb und auf C,: V//p,(”)|<— + « ist; ich driicke 
dies kiirzer aus durch die Bezeichnung; 


(13) 


gleichmdBig fiir alle x innerhalb und auf C,. Da’ die Ungleichung (13) 
fiir jedes einzelne der bezeichneten « gilt, sieht man sofort ein, da ja, 
falls « in dem erwihnten Gebiete liegt, die Reihe auf der rechten Seite 
von (11) fir |r <o konvergiert. Um die gleichmdfige Erfillung der 
Bedingung (13) nachzuweisen, nehme man zunichst an, dab x auf C, 
liege; dem Punkte x entspricht ein bestimmter Punkt ¢ vom absoluten 
Betrage w der +Ebene vermiége der konformen Abbildung: 


(14) r—v)— $+ BO. 


Substituiert man diesen Wert fiir x in (11), so geht die linke Seite iiber 
in eine analytische Funktion der zwei Verinderlichen ¢ und r, die im 
Gebiete 0< tr/<1l+o, 0< ¢ <1+¢@ regulir ist, solange ¢ und r 
voneinander verschieden sind. Ersetzt man auf der rechten Seite p,(:) 
durch seinen Ausdruck in ?: 


" 1 P 
(15) p(x) = w BO, 
so ist die so entstehende Reihe: 


1 
Ft De BOre 
0 


absolut konvergent, solange 0< + < ¢ <1+ @ ist, selbst wenn man 
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die Koeffizienten der Potenzreihen $§,(¢) durch ihre absoluten Betriige 
ersetzt. Daraus folgt: 


(16) lim VF — lim V[p,(@)| = + 
gleichméBig fiir alle t| =, bezw. fiir alle « auf C,. Da der Maximal 
wert, den der absolute Betrag eines Polynoms auf der Begrenzung 
eines endlichen zweidimensionalen Kontinuums annimmt, gréBer ist als 
irgend ein in einem innern Punkte von S angenommener Wert, so gilt 
um so mehr gleichmibig fiir alle x innerhalb C,: 


(17) lim V\p,(@)|<-- 


Aus diesen Relationen folgt ohne weiteres: Geniigen die Konstanten 
My, 4;, @y,--+ der Bedingung 


(18) lim V\a,|=@  (<1+@), 
so konvergiert die Reihe 


(19) > a, p,(x) 


innerhalb C,, und stelit daselbst eine analytische Funktion dar. Was das 
Verhalten der Reihe auferhalb C,, betrifft, so kann zunichst nicht ge- 
schlossen werden, da (die Beziehung (18) vorausgesetzt) fiir alle Punkte 
auBerhalb C,, Divergenz stattfindet. Doch wiire dies sofort einleuchtend, 
wenn es gelinge statt der Relation (17) die prizisere 


P ’ 1 
(20) lim Y p,(z)|= | 


gleichmaBig fiir alle « auf C,, zu beweisen. 
Da der in Rede stehende Nachweis einerseits fiir das Folgende un- 
wesentlich ist, andrerseits Schwierigkeit bietet, begniige ich mich damit, 


das Bestehen der Bezichung (20) fir den Fall zu beweisen, daB /, (+) 


eine nicht positiv-ganzzahlige Potenz von (1— =) ist: 


(21) h(=)-@-3): 

Man setze wieder x = y(t); z= ¥(r); dann ist (1—*"*) als Funktion 
von t betrachtet regular im Kreise |r = 1+ @ und hat innerhalb desselben 
die einzige Nullstelle tr = ¢; es ist also 


(22) (1-35) - (1-7) BO, 
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wobei $(r) im Kreise |r| = 1 + 9 konvergiert und nirgends verschwindet; 
daher ist auch 


(23) (1— 2°)" — (1-4) Be, 


und hier hat $,(r), wie im folgenden auch $,(r) und $,(r), die beiden 
soeben hervorgehobenen Eigenschaften mit $8(r) gemein. Die auf der 
linken Seite von (11) stehende erzeugende Funktion der Polynome p,(z) 


hat neben fr (=) noch den Faktor <0) oe BC ). Es ist also 
schlieBlich: 


a 1-29)", 3-0-3)! Be. 


Der Koeffizient von r’~* in der Entwicklung der rechten Seite von (24) 
nach Potenzen von rt ist nach Definition p,(#); mit Benutzung der zuerst 
von Herrn Darboux in seinem beriihmten Mémoire sur l'approximation 
des fonctions de tres grands nombres*) angewandten SchlaBweise ergibt 
sich nun: 


a (a — 1) (a@— 2) -- -( a — vy +2) (—1)"~* 


. © cea 

25) p,(2) — io— 1)! - sj ¥(4 (1 +8,); 
fiir alle Punkte z von C., also fiir |¢| =, besitzt | B,(¢) (1+<,)! eine 
von Null verschiedene untere Grenze g wenigstens fir »>m und eine 
endliche obere Grenze G. Daraus folgt unmittelbar 


(26) lim Y p,(x)| = ~ 


gleichmdfig fiir alle x auf C,,. 
Fiir die Entwicklung einer innerhalb C,, reguliiren analytischen Funk- 


tion in eine Reihe > p,(x) ist es gleichgiiltig, ob (26) oder nur (17) 
0 

bewiesen ist; um dieselbe auszufiihren, erstrecke man das Integral (8) iiber 

einen Kreis K,, mit einem Radius m' >, entwickle die unter dem Integral- 

zeichen stehende Funktion (9) nach Potenzen von rt und integriere glied- 

weise, was wegen der gleichmaBigen Konvergenz erlaubt ist; so ergibt sich 


(27) F(x) = Za,p,(z) 


1 


= ; 
a 2a 


| F,(v(@)) te’ ~' de. 


Ky 


*) Journal de Liouville (3) Bd. 4 (1878). 
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Um weitere Eigenschaften der Reihen > a, p,(x) abzuleiten, vergleiche 
0 » 
man sie mit den in (I) aufgestellten Reihen > a, P(x), die man unter 
0 
der speziellen Annahme /, ( *) =f; (=) = (1 - =) * erhiilt. Die erzeugende 
1 1 dwt) 
2 y(t) de? 
a (r) 
geht die erzeugende Funktion der p,(x) hervor, wenn man 


Funktion der P(x) war dementsprechend: aus dieser 


~ ~ 


SAD)’ arch h (oie) — Dz; ia) 
‘i ; 


1 
v(t) 


oder x” durch = ersetzt; d. h. man erhialt die p,(x) aus den P,(x) durch 


die Hadamardsche Transmutation 7, und die P,(x) aus den p,(#) durch 
die inverse Transmutation 7,. Beachtet man noch, daB die Funktionen 


F, (2) -> a, P(x) und F(z) - >a, p,(x) durch die gleichen Trans- 
0 0 


mutationen auseinander hervorgehen wie die P,(x) und p,(#), so kann 
das erhaltene Resultat auch so formuliert werden: 

Jede umkehrbare Hadamardsche Transmutation 7' lit sich an jeder 
Reihe >*a, P,(x) ausfiihren, indem man sie an den einzelnen Polynomen 

0 
P(x) ausfithrt. Da zwei hintereinander ausgefiihrte Transmutationen 7 
wieder eine solche repriisentieren, so ergibt sich, wenn das Resultat der 
ersten Transmutation auf P,(x) wieder mit p,(x) bezeichnet wird, dab 
auch die Reihen >, p,(x) gliedweise transmutiert werden diirfen. Spezielle 
0 

Fille der Transmutation sind Differentiation und Integration. 


«x no 


Da nun einerseits die, Funktionen >, p,(v) und > a, P(x) in 
0 0 
ihren Singularititen iibereinstimmen und andrerseits in (1) bewiesen wurde, 


daB >, P(x) auf C,,, wenn lim Vy a,| = ist, mindestens eine singulire 
0 ~» 


Stelle besitzt und daB jeder singuliren Stelle von > P,(x) auf C,, um- 


0 
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kehrbar eindeutig eine singuliire Stelle der Funktion >t" vom ab- 
0 

soluten Betrage m zugeordnet ist, so gelten diese Sitze auch fir die 

Funktionen >, p,(2). 


O) 
Um diese Sitze in anderer weittragender Weise zu verallgemeinern, 
erinnere ich daran, daB ihr Beweis aus der Identitat 


(29) Sa, P,(2) —— >a, + BH =-—O@)+B,O [1(34) p. 398] 


(a<|t}< 1+ @) 


folgte. Gibt es nun irgend eine in das Innere des Kreises |t| = @ 
fiihrende Linie Z, in deren Punkten sich die Funktion (¢) tiberall regular 
verhalt, so entspricht dieser Linie in der z-Ebene eine andere L’, in deren 


Punkten sich die Funktion >a, P,(x) regular verhalt wegen der Iden- 
0 

titiit (29). Ist dagegen ¢ = ¢, ein innerhalb des Kreises |¢| = @ gelegener 

singulirer Punkt der Funktion (¢), so schlieBt man, genau wie in I p. 399 

beziiglich der Punkte der Konvergenzgrenzen geschehen, daB der ent- 


sprechende Punkt 2, = y(/,) ein singulirer von >, P,(x) sein muB 
0 
und umgekehrt, und zugleich, daB die beiden Singularitiiten von gleicher 
Art sind in dem a. a. O. niher priizisierten Sinne. 
D. h. also: die gegenseitige Zuordnung der Singularititen der Reihen 


~ x 


>rat" und + a, P(x) beschriinkt sich nicht nur auf die beiden Kon- 
0 0 


vergenzgrenzen, sondern ist auf die analytische Fortsetzung beider Reihen 
iiber die ganze Ebene auszudehnen. Das gleiche gilt daher auch fiir die 
neu eingefiihrten Reihen >? 4, P,(@)- 
0 
Ferner besteht auch hier der Satz: 
Die innerhalb einer Kurve C,, konvergente Entwicklung einer Funktion 


in eine Reihe >, p,(x) ist nur auf eine Weise miglich. 


v0 ~ «x 
Giibe es niimlich zwei Darstellungen >? a, p,(z) und > 4, Py) fiir 
0 0 


eine und dieselbe Funktion F(x), so wiirden auch die zwei Reihen 
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>, P,(x) und >a, P,(x) eine und dieselbe Funktion F, (x) darstellen, 
0 0 

nimlich jene, welche aus F(x) durch die Transmutation 7, entsteht. In 
I p.395 wurde aber bewiesen, daB die Entwicklung einer Funktion in 


eine Reihe >, P(x) nur auf eine Weise méglich ist. 
0 7° 
Die Divergenz einer Reihe >? a, p,(z), fiir welche lim Y a,| = @ ist, 
0 
in jedem Punkte x auBerhalb C,, kann, wie bemerkt, zuniichst nur in dem 
Falle erschlossen werden, in welchem die Beziehung (26) bewiesen ist; 


ohne naher zu untersuchen, ob das unter der Annabme, dab f, (=) = (1 _ “)" 


sei, eingeschlagene Beweisverfahren auch im allgemeinen Falle seine Be- 
weiskraft behilt, bemerke ich hier nur, daB man auf anderem Wege 
leicht einsieht, daB jedenfalls nicht in einem zweidimensionalen Kontinuum 
auBerhalb C,, Konvergenz stattfinden kann. 


$ 3. 
Allgemeinere Polynomenfolgen. Darstellungen der Null. 


Mit z(2,t) = = > p,(x)t” bezeichne ich kurz die erzeugende Funk- 


tion (11) der p,(x), waihrend ich unter $(t) = ¢, + ¢,t + ¢1t?+--- irgend 
eine fiir |r| < 1+ @ konvergente Potenzreihe verstehe*). Dann sei 


~ 


(30) x(2, t)eB(r) = S$ 2,(x) 0 


0 
die erzeugende Funktion neuer Polynome z,(z), fiir die sich ergibt: 
(31) x, (x) a CoP, (2) 2 C,P,-1(2) - C2 P,_9(2) ss + ¢,—~1P1 (2) + C,Po(2). 
Genau wie im vorigen Paragraphen die Relationen (17) und (26) gefunden 
wurden, ergibt sich jetzt: 
~~ <— 97—7——= , 3 
(32) lim V/x,(z)| <4 
gleichmiBig fiir alle x auf und innerhalb C,, und insbesondere, wenn 
fe ( ) = (1 — 2)" vorausgesetzt wird: 
-_ _ wpa 
(33) lim ¥ x,(x)| = — 


*) Da8 p. 117 unter ¢,,¢,,--- etwas anderes verstanden wurde, stirt hier nicht. 














126 


Geore Faser. 


gleichmaBig fiir alle 2 auf C,, zum mindesten wenn (¢) fiir keinen 
Wert ¢ vom absoluten Betrage @ verschwindet. « 

Ist lim V\ a, | = @, so konvergiert daher die Reihe > a, 2,(x) gleich- 
maBig innerhalb C.,,. F 

Ein spezieller Fall der z,(x) sind folgende mit T1,(7) bezeichneten 
Polynome: 


(34) T(z) =e P(x) +6, P,_(@) +°°° +61 P, (x) + ¢, Po(x); 


von den zwei Reihen Pe m,(z) und > TT,(z) geht die zweite aus 


der ersten durch die Teeeneataiien Zz; hewwes. 
Gilt nun die innerhalb C, konvergente Darstellung der Null: 


~ 


(35) 0 = Sa,7,(2), 


so ist auch 


«x 





(36) 0=— Sa,T,(2) 
0 

und umgekehrt, da ja die Transmutationen 7, und 7, auf Null angewandt 

wieder die Null ergeben. Setzt man in (36) wieder 


(37) z= ¥(), 
also (vgl. 1 (3) p. 398) 
1 . 
(38) P, (2) on t” + $0, 
so erhalt man: 
| sn) | 
(39) 0- Sho, (-#-A,----"F —¢, + 8,0) (o<|t|<1+9), 


wo zur hte 


(40) BOQ=—oB,O+48,.10 +--°+618,0 + 6 B® 


gesetzt ist. Simtliche Potenzreihen $,(#) und $,(¢) konvergieren fir 
|t}< 1+ und es existiert eine von ¢ .y v unabhingige Zahl G, so dab 


(41) BO <q oo 


ist, wenn nur |t} <1+ eo und 0’ <@ ist (vgl. 1 (15) p. 393). Fiir das 
Folgende brauchen wir noch, daB simtliche §,(¢) kein konstantes Glied 
besitzen. Dies ergibt sich sofort aus der Gleichung (I (11) p. 392): 


(AS dw(t) 1 1 1 = ~~ 
(42) ae + ee. 
0 
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Die linke Seite verschwindet nimlich fir irgend ein endliches rt (vom 
absoluten Betrage < 1 + @) und fiir ¢ = 0; (das erste Glied ist gleich Nuil 
wegen der im Nenner unendlich werdenden Funktion (f), die zwei andern 
zerstéren sich); die rechte Seite muB daher den Faktor ¢ haben, d. h. jede 
Potenzreihe $,(¢) beginnt mindestens mit der ersten Potenz von ¢. 

Aus (41) folgt, daB die Reihe >a, R(t) fir |t|< 1+ absolut 


0 
konvergiert, so daB man die Reihe auf der rechten Seite von (39) in 
zwei zerlegen kann und erhilt: 


oo ' ’ “ ¢,_ oo 
(43) Sa (S485 4---+ +6) =— Sa BO (<|t|<1+e). 
0 0 


Die letzte Identitit kann aber nur bestehen, wenn sich ihre beiden Seiten 
auf eine und dieselbe Konstante reduzieren, welche nur Null sein kann, 
da die rechte Seite fiir ¢ = 0 verschwindet. 

Wir haben somit das Resultat: 

Besteht fiir alle x innerhaib C,, eine der beiden Identitiiten: 


0 - Se, a,(a) oder >a, TT, (2), 


so gilt auch die andere sowie: 
. —— 1 
(44) 0 _ ya, q,(2) fir |x| < o ’ 


0 
wenn 


(45) Cox” + ¢,2"~" +} 3 + C,1% + C, _ q,(x) 
gesetat wird. 
Die a, miissen dann jedenfalls die folgenden Gleichungen befriedigen: 
(46) 0= ¥C,a,, 0 = >? 61%) ae 0 = > 6-144) ab 
0 1 Pp 
Ehe die weiteren Bedingungen, denen die Koeffizienten a, im Falle einer 


Darstellung der Null > q,(x) za geniigen haben, untersucht werden, 
0 


soll gezeigt werden, daB die Nullentwicklung (44) auch die beiden (35), 
(36) zur Folge hat. Zu diesem Zwecke bilde man mit den Koeffizienten a, 


von (44) (fiir die lim Y\a,|—o ist) die Reihe >a. 1,(2), die eine 
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innerhalb C,, regulire analytische Funktion darstellt; geht man mittels der 
Substitution (37) wieder in die +Ebene iiber, so wird, da die negativen 


Potenzen von ¢ wegen (46) wegfallen, a, TT (x) = a, %,(¢) eine fiir 
eg ¥ ¥ , 
0 0 


|¢} << 1+ regulire und fiir ¢ = 0 verschwindende analytische Funktion 
von ¢; da aber jede solche Funktion vermége der zu (37) inversen Sub- 
stitution in eine auBerhalb C,,, reguliire analytische Funktion von 


iibergeht, so wiirde das heiBen, dab >, TT,(#) nicht nur (wie voraus- 
0 


gesetzt) innerhalb, sondern auch auf und auBerhalb C, regulir, also 
identisch gleich einer Konstanten ist; letztere kann nur Null sein, da 


DSo,n1,(2) - Be, ¥, (0) = O ist. 
@ #=e D * ~ ~ 


Jede der drei Nullentwicklungen > a,7,(2), > a,T1,(x), > a, q, (x) 
0 0 


0 

sieht daher die beiden anderen nach sich; ich betrachte deshalb in Kiirze 
nur die letzteren, deren Theorie von Herrn Pincherle*) erledigt ist; 
trotzdem erlaube ich mir, sie der Vollstiindigkeit wegen wieder auf- 
zunehmen. 

Die Polynome q,(z) sind ein spezieller Fall der TT,(~); denn sind die 
Kurven C,, Kreise um den Nullpunkt, so wird P, (#)=—2” und q,(%)=—TT, (z). 
Die erzeugende Funktion der q,(x) ist: 


- 1 
(47) ree BO) — > 4,2) 


0 


Auf Grund der Erwigungen, die zu (33) fiihrten, oder ganz direkt erkennt 
man, dab 


, , 1 
(48) lim g,(z) = 2” 8 (—) 
ist, solange |z| >is: ist. 
Ist daher lim V\a,|=o<1+ 9, so konvergiert die Reihe >?a, q,(x) 
0 
innerhalb des Kreises |x| = und divergiert auBerhalb desselben. (Ist 


lim V a,|>1+ 0, so oe die angewandten Schliisse; es kann dann 
immer noch die Reihe Sa, q,(£) in gewissen Gebieten konvergieren, die 


0 


*) a. a. O. Annali di matematica (2) 12, p. 112¢f. 
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ganz innerhalb des Kreises |x| = ; i+ liegen; doch bedarf es der niaheren 


Untersuchung dieses Falles fiir unsere Zwecke nicht.) 
Ist «, die dem absoluten Betrage nach kleinste Nullstelle von (r) 


und lim V\a,| =o <«,, so kann die durch > 4% (2) innerhalb des 


0 
Kreises |7| = * dargestellte analytische Funktion nicht identisch gleich 
Null sein. Denn angenommen, es wire 


(49) 0= >'a,4,(2), 
0 
so multipliziere ich die rechte Seite mit - und erhalte: 


(50" a=W 4,(#) — =<: 
50) . see 


Nun gilt fiir |x| > = die Entwicklung: 


(51) Fra mte+ ee et... 
3(;) 
mit folgenden Relationen zwischen den Koeffizienten ¢, und y,: 
%o% = 1, 


(52) 7s + hiced! =U, 


aia + ics v-1 +: he Vy—-1% ~ Vo rae 0, 


Setzt man auf der rechten Seite von (50) fiir — die Reihe (51) ein, 
¥ 


so erhalt man einen fiir =| <|z <= — gleichmaBig konvergenten Aus- 
druck; zu dessen Entwicklung in eine wernt Reihe liefert das 


v® Glied a,q, (x) (B ()y" den Beitrag a,2” + — +B (=), denn die andern 
Koeffizienten nicht negativer Potenzen von x werden vermége (52) gleich 
Null; es mu daher, da eine Laurentsche Reihe nur dann identisch 
verschwinden kann, wenn ihre simtlichen Koeffizienten verschwinden: 
a) = 4, =-+--=a,=0 sein. 


eat ist gezeigt: Eine Nullentwicklung Santo oder yan (2) 


oder Sa, x, (2) existiert nicht, solange lim ie a,| <|@,| ist. 
0 v=@ 
Mathematische Annalen. LXIIIL 
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Ist dagegen «, (a, <1-+ @) irgend eine Nullstelle von $(r), so 
wird aus (47) fiir t= «,: 


(53) O= »-4/4,(2). 

0 
Wenn «, eine k;-fache Nullstelle von $(r) ist, so sind fir t= «, auBer 
: - — B(x) auch der 1", 2%, .- ., (k;—1)* nach t genommene Differential- 


quotient dieser Funktion gleich Null, also: 
0= Sre-"40), 
1 


0 = Dv v(v—1) at-*q,(x), 
2 


O= Srv(v—1)--- (v—k, +2) a~ "4" (a). 
kj-1 
Natiirlich bekommt man weitere Nullentwicklungen, wenn man eine 
endliche Anzahl der so erhaltenen Entwicklungen mit konstanten Koef- 
fizienten multipliziert und dann addiert. Der Konvergenzbereich ist stets 


ein Kreis |z| = - - (bez. im Falle der allgemeinen Polynomenreihen 


vra,11 (x) und >va,a,(x) eine Kurve C,) und @ ist gleich dem ab- 
, ’ ,F ’ g 


0 
soluten Betrage uw Nullstelle von $(r). 

Es soll noch gezeigt werden, dab auBer den auf diese Weise erhaltenen 
weiter keine Darstellungen der Null méglich sind (wobei immer an der 
Voraussetzung lim V\a,|< 1+ 9 festgehalten wird). 


Es sei also unter letzterer Annahme 
(55) 0= S'a,4,(2). 
0 « 
Man bilde nun mit diesen Koeffizienten a, die Potenzreihe > 4,2" und 
@ 0 
1 ‘ 1 1 
das Produkt: B(5) ou *) das fir — >|«#|>; = 
lytische Funktion darstellt. Entwickelt man dieselbe in dem bezeichneten 
Gebiete in eine Laurentsche Reihe, so werden die Koeffizienten simtlicher 
nicht negativen Potenzen von x wegen (46) gleich Null und man erhiit: 


eine reguliire ana- 


*) Unter $ verstehe man in diesem Paragraphen immer die Reihe mit den 
Koeffizienten ¢,. 
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¥(2) 36 2” = 8, (=), 
also 


) 
(56) yar - om fir |2|>—— 


d. h. die innerhalb des Kreises |x| = =? um so mehr also innerhalb des 
7 + - regulare analytische Funktion >’ a,x” hat auBerhalb 
des ersteren Kreises keine anderen Singularitiiten als Pole an Nullstellen 
von $ (=) und verschwindet im Unendlichen, da der Zahler $, (=) kein 


konstantes Glied enthiilt. Bezeichnet man diese auBerhalb des Kreises | |= — 
pints nur in endlicher Anzah) vorhandenen Nullstellen wieder mit 
iy ity = , 8o laBt sich, wenn a, eine k-fache Nullstelle ist, die 


m 


reat 


Kreises |z| = 


, 
G@, &s, 


Funktion 2* x” folgendermaBen in Partialbriiche zerlegen: 


v “it iz? 1-2-C; x* 
(57) > s -> (4+ + oe x)? + a— ae)" - sig de 
2 +++ (k,—1) Stent) 
(1 — oe, a)* 7 





woraus folgt 


(58) a, = >}(C,,«; + C,,ve,—* +C,,¥(v—1)a;~* + 
; + C,, v(v—1)---(v—k,+2)a7-**") > w. a. b. w.*) 


Damit sind zugleich die notwendigen und hinreichenden Bedingungen 
gefunden, denen die a, geniigen miissen, damit die innerhalb C,, konvergenten 


> a, TT, (x) und >, x,(x) die Null darstellen. 


Um’ andrerseits eine Funktion F(z), die innerhalb C,, sich regular 
verhalt, dagegen auf C,, mindestens eine singulire Stelle besitzt, in eine 


innerhalb C,, giiltige Reihe > a, (x) (oder speziell > 0,M,@) zu 


entwickeln, erstrecke man das ‘integral auf der rechten Seite von (8) tiber 
eine Kurve K (am einfachsten einen Kreis), die ganz auBerhalb des 
Kreises |r = verlaiuft, aber so nahe an diesem Kreise, dab in dem 


*) Fir »<k;—1 sind die Glieder mit negativen Potenzen von a, wegzudenken. 
9* 
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Ringgebiete zwischen C und dem Kreise keine Nullstelle von $(r) liegt. 
Als Koeffizient a, ergibt sich: 


(59) a, = {¥, (p(x) r”—? a6 dt. 
<. 


Andere Entwicklungen F(z) = > ai, ,(2) erhailt man, wenn man 


0 
zu der soeben gefundenen noch irgend eine der vorhin ermittelten Null- 
entwicklungen addiert. Da die Konvergenzgrenzen der Nullentwicklungen 
Kurven C\.,; sind (wo die «, die Nullstellen der Funktion $(r) bedeuten), 


so hat die Reihe »»a'2,(x) entweder die gleiche Konvergenzgrenze C, 
» %,\2) gs genzgr ; 


~ 0 
wie >? a, 2,(2), wenn namlich nur zu Punkten «|< @ gehérige Null- 
0- 2° 


entwicklungen addiert wurden, oder >; a’ x,(#) hat eine im Innern von C_, 


0 
verlaufende Kurve C\,,; zur Konvergenzgrenze. M. a. W.: 

Die Darstellung einer Funktion F(x) durch eine nach Polynomen 2,(x) 
fortschreitende Reihe gilt entweder bis zu jener Kurve C,,, die keine singulére 
Stelle von F(x) in ihrem Innern, wohl aber eine solche auf ihrer Begrenzung 
enthilt , oder bis zu einer der Kurven C «,.. 


x 


Liegt daher umgekehrt eine Reihe 2 x,(#) vor und ist lim V a,| =o 


r=o2 


keiner der Werte |a,|,!a.|,--- so hat die durch die Reihe definierte 
Funktion auf C,, mindestens eine singulire Stelle, und zwar haben dann 


die Funktionen >, p,(%) und >4, a,(x2) in gleichen Punkten von C 


o 


0 0 
Singularitiiten genau der gleichen Art. Zum Beweise unterwerfe ich beide 
Funktionen der Hadamardschen Transmutation 7, und zeige, daB die trans- 


mutierten Funktionen > P(x) und > a, T1,(#) in ihren Singularitiiten 
0 0 
auf C,, tibereinstimmen. Ersetzt man niimlich wieder x durch #(f), so 


geht die erste dieser Funktionen tiber in > ~ + BO, die zweite in 
+ (3 +5 -+ ek 4. ¢,) + %,(¢). Nun ist die Art der einan- 


der entsprechenden Singularitiiten von . P,(z) auf C,, und von >t 
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auf K,, die gleiche und zwischen den Singularitiiten von >'4,T1,(2) und 


0 


> (> + pai i a + “,) besteht derselbe gleiche Zusammen- 


hang. Es bleibt daher nur zu zeigen, daB die Funktionen > und 


>4(4 oa rm es ai =e ¢,) i in der Zahl und der Art ihrer Singu- 


t” 
0 
laritiiten auf K,, iibereinstimmen. Bezeichnet man aber die erste Reihe 
mit ®(¢), so ist die zweite gleich (¢)-$B(t), und da B(¢) der Voraussetzung 
nach fiir |¢| = regulir und von Null verschieden ist, so ist die Richtig- 
keit der Behauptung bewiesen. Des weiteren erkennt man aus dem dar- 
gelegten aramid sofort, daB auch auperhalb der Kurve C,, die 


Funktionen =o p,(@) und Sa a,(x) in ihren Singularitiiten durchaus 


‘heveinstinnien auBer in pus Punkten x,, die vermige der Substitution 
z= w(t) den Nullstellen a, von %(t) entsprechen; \etztere Punkte kénnen 


singulire Stellen fiir die Funktion > p,(#) sein, ohne daB sie es des- 


oo 0 


halb auch fiir > a,(x) sein miiBten. 


0 


§ 4. 
Beispiel: Reihen nach Legendreschen Polynomen. 


Ein Hauptzweck der vorausgehenden Entwicklungen war weniger, neue 
und méglichst allgemeine Polynomenfolgen aufzustellen, mit ‘hnlichen 
Eigenschaften wie sie die in I gefundenen P(x) besitzen, als vielmehr 
durch passende Ergiinzungen die dort benutzten Methoden zur funktionen- 
theoretischen Untersuchung von Reihen geeignet zu machen, die nach 
lingst bekannten und in der Analysis eine wichtige Rolle spielenden Poly- 
nomen fortschreiten. Es sei daher zum Schlusse gestattet, die allgemeinen 
Ergebnisse auf die Legendreschen Polynome als Beispiel anzuwenden. 

Wenn die Kurven C,, konfokale Ellipsen mit den Brennpunkten + 1 
sind, dann lautet die Substitution, die das AuBere dieser Ellipsen in der 
z-Ebene auf das Innere von Kreisen der t-Ebene abbildet: 


(60) em (*F°+55,), 


und zwar entspricht, in Ubereinstimmung mit den friiheren Festsetzungen, 
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dem Kreise |r| = 1+ @ die in die Strecke —1, +1 ausgeartete Ellipse; 
um aber nicht immer den Faktor (1+) schreiben zu miissen, setze ich 
Tt , 
rs, also 
(61) a= = > (> +t ‘). 
Als Funktion /, ( *) wahle ich 


vs i 
(0-2) "143 ()+G) G+ EG) Gy + 
Dann geht aus der Funktion Fe) - See durch die Transmutation 7, die 


0 
Funktion F, (2) -> b, os 2” hervor. Wenn nun F(z) innerhalb 


der Ellipse C,, regular ist, so gilt fiir o' < ao: 


> Ke 1 si F 
F,(@) ” slet)) ers 
(62) ro-f e-.a-f, ieee yaw” 


y ee 


» a, p,(2) 
0 
innerhalb C,,, wobei 


(63) a’ -/F, (; ( + r)) e-lde’ 


ist. Die erzeugende Funktion der Polynome p,(x) ist in diesem Beispiel 
folgende: 
‘ r?—1 1 es ) es 
1(z,v)= eyit+e? “Wi-tee2+e* r + DPesi@t ° 
Wahit man fir die in § 3 (30) mit B(r) bezeichnete Potenzreihe 
diejenige fiir ET so erhiilt man die Legendreschen Polynome X, als 
die an jener Stelle mit z,(z) bezeichneten, sowie die Darstellung 


(64) F(z) _ X,, 


wobei 


(65) ae tN os *_1)dr. 
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Die hier benutzte Potenzreihe $(r) hat offenbar keine Nullstelle, fiir die 
lr’ <1, also |r|< 1+ 0 wire. Alle mit dem Auftreten solcher Null- 
stellen zusammenhingenden Komplikationen (insbesondere die Méglichkeit 
von Nullentwicklungen) fallen daher fort, und indem wir die in § 3 be- 


ziiglich der Reihen >a, x,(x) gewonnenen Resultate auf den vorliegen- 


0 
den Fall anwenden, gelangen wir zu folgender Aussage: 
Jede innerhalb einer Ellipse mit den Brennpunkten +1 regulire ana- 
lytische Funktion F(x) gestattet daselbst eine Darstellung durch eine Reihe 


(66) F(z)= »va,X, 
2% 
fiir welche lim V\a,| eine Zahl @ <1 ist; setet man x=£+ in, so reicht die 
Konvergenz bis 2u der Ellipse, deren Gleichung ist: —, = —+ n ; 
(C+) (z - 
auBerhalb dieser Ellipse findet Divergenz statt, auf ihr liegt mindestens eine 


singulire Stelle von F(x). Séimtliche*) auf und auBerhalb der Konvergenz- 
grenze gelegenen singuliren Punkte B von F(x) findet man aus den singu- 


léiren Stellen « der Funktion O(x) = »»a,x" durch die Substitution 


0) 
(67) b= 5 (+8). 


Die Art der Singularitét « ist die gleiche wie die Art der Singularitét B 
derjenigen Funktion F(x), die aus F(x) durch die Transmutation hervor- 
geht, die aus der Ersetzung von x” durch x” a p besteht. 


-(29— 
Karlsruhe, Juni 1906. 


*) Freilich bezieht sich diese Aussage nur auf jene Singularititen, die in irgend 
einem endlichen Punkt auf dem ersten Blatt der Riemannschen Fliche fiir die méglicher- 
weise unendlich vieldeutige Funktion F(x) liegen. Man vgl. auch in diesem Zusammen- 
hang: Faber: Uber Reihen nach Legendreschen Polynomen (Jahresber. d. D. Math.- 
Ver. 1907) u. Bemerkungen zu einem funktionentheoretischen Satze des Hrn. Hadamar 
(ebenda). 
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Uber eine Klasse von nichtanalytischen Flachen konstanter 
positiver GauBscher Kriimmung.*) 


Von 


G. Prasap in Benares, Indien. 


Der Zweck der vorliegenden Zeilen ist, eine Klasse von nichtana- 
lytischen Flachen konstanter positiver GauBscher Kriimmung zu finden. 
Meine Methode besteht darin, zuerst eine nichtanalytische Lésung U von 

Us, + Uy, = 0 : 
aufzustellen, und dann daraus durch die Picardsche Methode der sukzessiven 
Approximationen eine nichtanalytische Lésung V von 

Viet Vi. =— Sin V 
herzuleiten: die FundamentalgréBen 
E=Gin?' oe, F=0, G = Cojo, 
D= D' = Sino Cojo, D' =0, 
wo 29 = V ist, definieren eine Fliiche der verlangten Art. Vielleicht darf 
ich hier erwihnen, daB die vorliegende Arbeit und zwei friihere**) die 


bisherigen Resultate einer Untersuchung enthalten, die ich auf Anregung 
Herrn Hilberts, meines hochverehrten Lehrers, unternahm. 


a. Nichtanalytische Lésung von U,,+ U,,=0. 
1. Bezeichne y ein Gebiet, das durch die Geraden 
u=—b, u=b, 


v= 0, v-a>0 


*) Unter einer nichtanalytischen Flaiche verstehe ich eine Fliche, welche nicht 
eine analytische Fliche im Sinne von Herrn Hilbert (Grundlagen der Geometrie, 
8. 163) ist. 

**) Uber den Begriff der Kriimmungslinien* (Gottinger Nachrichten, Heft 3, 
1904); Uber die Hilbertschen Sitze in der Theorie der Flichen konstanter GauBscher 
Kriimmung“ (Math. Ann. Bd. 61). 
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begrenzt ist, dann ist eine in dem Gebiete y mit Einschlu8 des Randes 
nichtanalytische Lésung U von 

Ou. + U,. _ 0 
folgendermaBen definiert: 


~ 
a, 
U= 3+ > a," cos mu, 
1 


mn 
_— S , 'd . 
iy, = f(u’) cos mu’ du’; 
e 
0 


hierin ist 
f(u) = f(— 0), 
und fir «> 0 ist 


“7 —o 
f(w) ->; 2, 


1 
wo 


g(0)=0 
und fiir p+0 
ee ae 1 
9 (p) = p’ cos p 
ist; ferner ist {@,} die Menge der rationalen echten Briiche. 
Beweis. Um diese Aussage zu beweisen, brauchen wir nur den 


Fall eingehend in Betracht zu ziehen, in dem v =O ist, weil es ganz 
klar ist, daB fiir v > 0 


~ 
U..= > m*a,e~™* cos mu = — U,, 
1 


ist: es wird geniigen zu zeigen, dab 
Lim U,,.(u; j=-— wultly 0) 
e=+0 


ist, weil nach einem bekannten funktionentheoretischen Satze Lim U,,(u, v) 
+0 


gleich der Derivierten von U,(u,v) nach v in dem Punkte (uw, 0) sein muB. 
Es ist leicht zu sehen, daB in der Nihe von v=0 U,, sich wie 


oa 
Gino (° M(u,w) dw 
x ,}) Cojv—cosw 
0 
verhilt, wo 


M(u, w’) = f" (w+) +f “(ue —w’) 


ist und 6 eine beliebig kleine Konstante bedeutet. Hieraus folgt sofort, daB 
Lim U,,(u, v) = — Lim M(u, w’) 
e=+0 


u'= +0 
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ist, wenn dieser letzte Limes existiert: also in jedem Punkte, dessen wu- 
Koordinate nicht zu {@,} gehért, ist 


Lim U,,(u, v) = — f’(u) = — U,,,(u, 0); 
o=+ 
ferner setzen wir 

U,(@,, «’) — M(o,, w’) + 5 cos +, 


dann ist, fir u = @,, 


bape ar? Coj v — cos w’ 


Gin v a os 
Lim U,,(u, 0) = — Lim M,(u, vw’) + Lim | — J ——— 
u'=+0 c=+0 


= — f’(u) 


Nun ist leicht zu sehen, dab 


a 


” cos 3 du’ 
u 267 
| / Coj v — cos w’ < Coj v — cose 
e 


0 


ist; hieraus entnehmen wir, daB 


i 


ist, und damit ist bewiesen, daB fiir alle Werte von u 
Lim U,,(u, v) —— U,,,.(u, 0). 


e=+0 
2. Auf Grund der obigen Ausfiihrungen diirfen wir fiir die Punkte 
des Gebietes y (den [Rand eingeschlossen) die folgenden Tatsachen aus- 
sprechen : 
(1) In allen Punkten sind U,, U,, U,,,, U,, vorhanden; ferner sind 
die oberen Grenzen von 


| U\, |U,\, |U,!; | Duals U,,| 
kleiner als eine bestimmte endliche Konstante. 
(If) In allen Punkten sind U, U,, U, kontinuierlich in (u, v). 
(IID) In allen Punkten, mit Ausnahme der Punkte der Menge {(@,,0)}, 
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sind U,,, U,, kontinuierlich in (u,v); in jedem Punkte (@,,0) hat U,, 
sowie U,, eine Diskontinuitét in bezug auf wu. 
(IV) In allen Punkten ist 


= + i = 0. 
b. Nichtanalytische Lésung von V,,, + V,, = — Sin V. 


3. Nehmen wir an, dab a und b geniigend klein sind, dann ist eine 
nichtanalytische Lésung V von 


fn + an =—SnV 
in dem Gebiete y mit EinschluB des Randes R folgendermaBen definiert: 


v= v+>"», 
2 


wo, mit bekannten Bezeichnungen , 


v= xf Sin U G(u, v, wv’) du' dv’ 
und, fiir n> 2, 


v= “i. f f { Sin( U+»,4+--+v,_,)—Sin( U+v,+--+,_)} G(u,v, u,v’ )du'dv’ 
ist. 

Die Picardsche Methode der sukzessiven Approximationen ist so wohl 
bekannt*), daB es nicht nétig ist, einen eingehenden Beweis der obigen 
Aussage hier zu geben. Es geniigt zu bemerken, daB, wegen der Aussage 
(II) des § 2, die folgenden Gleichungen, die der Picardschen Methode zu- 
grunde liegen, giiltig sind, wenn f(w’, v’) gleich 

Sin U oder {Gin(U+4,+---+¥,_,) — Sin (U+,+---+4,_,)} 


gesetzt wird: 
?,, =f ftw, v’) ce du’ dv’, 
9, =f ft, v3 - du dv’, 
ft, v) tog + cosa ds+ re A "log — du’ dv'+ Jf, v9 3du'dy, 
au ou® 


fie, v’) 2 “log + sineds+ ("54 2 ; log ~ du’ dv’ eppne. vee du'dv’, 


*) Picard, ,,Mémoire sur la théorie des équations aux dérivées partielles et la 
méthode des approximations successives“ (Journal de Mathématiques, 1890), insbe- 


sondere KapitelI; Encyklopidie der mathematischen Wissenschaften, II A 7 c (Sommer- 
feld) Nr. 5. 








G. Prasap. 


@ =f ft, v') G(u, v, wv’) du’ dv’ 


ist, @ den Winkel zwischen der nach innen gerichteten Normale und der 
u-Achse bedeutet, und g durch die- Gleichung 


g = G —log = 


definiert ist. 

4. Nehmen wir an, daB a und b geniigend klein sind, dann diirfen 
wir auf Grund der obigen Ausfiihrungen die folgenden Ergebnisse aus- 
sprechen, welche fiir die Punkte des Gebietes y (den Rand eingeschlossen) 
gelten: 

(I) Die Behauptungen (1), (II), (III) des § 2 bleiben giiltig, wenn V 
an Stelle von U gesetzt wird. 

(II) In allen Punkten ist 


Vi. + Ven = — Sin V. 


e. SchiuB. 


5. Trotz der Diskontinuitit von V.., V.., kann man in der bekannten 


uu? vo? 


Weise*) beweisen, dab die Fundamentalgréfen 


E=Gin?' 9, F=0, G= Gojoe, 

D= D' =Gine Cojo, D=0, 
wo 2@ gleich V ist, eine Fliche F definieren, welche iiberall die konstante 
positive GauBsche Kriimmung +1 hat. Aber diese Flache ist nicht 
eine analytische Fliche; denn in keinem Punkte (@,,0) ist es méglich, 
die rechtwinkligen Koordinatenachsen z, y, z so zu legen, daB die Glei- 
chung der Fliiche in der Umgebung dieses Punktes wie folgt lautet: 

z=az* + by? + P(z,y), 

wo a, b Konstanten sind und die Potenzreihe P(x, y) nur Glieder dritter 
oder héherer Dimension in x, y enthilt. 

Damit ist die Existenz einer nichtanalytischen Flaiche konstanter 
positiver GauBscher Kriimmung +1 vollstindig bewiesen. 

Es bleibt nur noch zu bemerken iibrig, daB F zu einer Klasse von 
nichtanalytischen Flachen konstanter positiver GauBscher Kriimmung + 1 
gehért und daB die allgemeine Fliche F,, dieser Klasse folgendermafen 
definiert ist: 


*) Bianchi, Lezioni di geometria differenziale, Bd. 1, S. 120—125; Scheffers, 
Einfiihrung in die Theorie der Flachen, 8. 321—341. 





Nichtanalytische Flichen konstanter positiver Kriimmung. 


Setzen wir, in der Definition von U, 


i+m 


(Pp) = p*t®™ cos =~ (m =0, 1, 2, 3,-+-), 
Pp 
an Stelle von 


1 
9(p) = p* cos - 


dann erhalten wir eine nichtanalytische Lésung U,, der Potentialgleichung; 


und F,, ist die Flaiche, die dieser Lésung genau in derselben Weise ent- 
spricht, wie F der Liésung U. 


Benares, den 5. Juli 1906. 











J. O. Murer. 


Uber die Anziehung eines homogenen Ellipsoids. 


Von 


J. O. Mitier in Gittingen. 


Um die Anziehung eines homogenen Ellipsoids von der Dichte 1 
auf einen inneren und auf einen iuBeren Punkt zu ermitteln, sind die ver- 
schiedensten Wege eingeschlagen worden.*) Von Dirichlet stammen zwei 
Methoden: die eine ist eine wirkliche Ableitung und beruht auf der An- 
wendung des diskontinuierlichen Faktors, die andere gibt einen sehr 
einfachen Weg an, die fertigen Ausdriicke als Potentiale des Ellipsoids 
zu verifizieren.**) Man hat niimlich nur fiir das innere und das duBere 
Potential V; und V, des Ellipsoids die bekannten charakteristischen Eigen- 
schaften des Potentials raumlich verteilter Massen nachzuweisen, die sich 
in unserm Falle wie folgt aussprechen lassen: 

I. Die Funktion V, und ihre ersten Ableitungen nach den Koordi- 
naten sind stetig im Innern, die Funktion V, und ihre ersten 
Ableitungen sind stetig im AuBern des betrachteten Ellipscids. 

. Die Funktion V, verschwindet im Unendlichen und wenn R 
die Entfernung des Aufpunktes vom Mittelpunkte des Ellipsoids 


bezeichnet, so ist Re endlich fir R= oo, wo A die 
Ableitung von V, nach einer beliebigen Richtung / bedeutet. 

. Die Funktion V, geniigt im Innern der Poissonschen Differen- 
tialgleichung AV, = — 4a. 

. Die Funktion V, geniigt im AuBeren der Lapiaceschen Dif- 
ferentialgleichung AV, = 0. 

. An der Oberfliiche des Ellipsoids stimmen sowohl die Funk- 
tionen V; und V, wie ihre ersten Ableitungen nach den Koordi- 
naten iiberein. 


*) AuBer auf die bekannten Arbeiten von Laplace, Ivory, GauB, Chasles 
und Dirichlet, die in Nr. 19 von ,,Ostwalds Klassikern“ vereinigt vorliegen, mache 
ich noch auf die Behandlung dieses Gegenstandes in Heines ,,Handbuch der Kugel- 
funktionen“ (II. Bd., § 76) und in Halphens ,,Traité des fonctions elliptiques* (II. Bd. 
Kap. 12) aufmerksam. 

**) Crelles Journal, XXXII, pag. 80. 
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Im folgenden werden wir sehen, wie man aus der Dirichletschen Verifikation 
eine Ableitung machen kann, indem man die unter III und IV genannten 
partiellen Differentialgleichungen unter Beriicksichtigung der Nebenbe- 
dingungen I, II und V integriert und zwar mit Hilfe von Reihenent- 
wicklungen nach Laméschen Produkten.*) Unser Verfahren, das ganz 
wesentlich auf der Méglichkeit und der Eindeutigkeit der Entwicklung 
einer willkiirlichen Funktion zweier Argumente nach Ellipsoidflachen- 
funktionen beruht, besteht also in einer einfachen Koeffizientenbestimmung 
und erhebt auf Kunst keinen Anspruch. Eine formale Umformung der 
erhaltenen Integrale liefert dann die Dirichletschen Ausdriicke fiir V; und V,,. 

Zunichst erinnere ich nur an einige bekannte Definitionen und Siatze 
der Geometrie und Potentialtheorie. 

1, Setzen wir zur Abkiirzung 


(1) O(4) = O(4, y, 2; A) = —1, 


a? y* z? 
ite tisetige 


wo a@<b?<& sein mége, so stellt die Gleichung © = 0 ein konfokales 
System von Fliichen zweiten Grades dar. Geniigen die Zahlen 9, u, v den 
Ungleichungen 

—@<v<c—B<cu<c—aeK<e, 
so reprasentiert die Gleichung 


(x, y, 2; @) = 90 eine Schar von Ellipsoiden (g), 
(2, y, 2; w)=0 eine Schar von einschaligen Hyperboloiden (), 
(x, y,2; v) =O eine Schar von zweischaligen Hyperboloiden (v). 


Eine besondere Rolle werden ein gewisses einschaliges Hyperboloid (u,) 
und ein gewisses zweischaliges (v,) spielen, welche den Gleichungen 


(2) AV(Z, y, 23 ty) =9, A(z, y, 2; %) = 0 


geniigen. Aus dieser Definition von wu, und » folgt ohne weiteres die 
Gleichung 


(2’) Bug, = Be? + a® + a? B’, 
.e spater gebraucht werden wird. Endlich gilt die Jacobische Identitit**): 


‘ 4—e)@—w—yr 
(3) Pris y, 2; 4) = -4 i + on > "5 = ¥(@, uw, v; 4). 

*) Auch Heine und Halphen benutzen in den zitierten Abschnitten ihrer Werke 
zur Ableitung von V; und V, die Reihenentwicklung nach Laméschen Produkten, 
doch handelt es sich da nicht um eine direkte Integration der Differentialgleich 
sondern um die Umformung der dreifachen Integrale, durch welche V; “und V, “ur- 
spriinglich definiert sind. 


**) C. G. J. Jacobis Vorlesungen iiber Dynamik, 26. Vorlesung. 
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2. Unter den Lésungen der Differentialgleichung 
(4) AU=0 
gibt es ganze rationale Funktionen L von 2, y, z, die bei Einfiihrung der 
elliptischen Koordinaten 9, u, v die Form 
(5) L = 9(e) - pu) - pv) 
haben und ,,Lamésche Polynome“ heiBen.*) Es gibt deren 2n+1 vom 
Grade » in z, y, 2. Wir wollen sie mit 
Ly Ll tale pert 
bezeichnen und die zugehérigen g mit 
gp, gp, oe geet. 
Mit Hilfe der soeben genannten Jacobischen Identitit bilden wir leicht 


einige der ersten L und g, die wir spiiter explizite brauchen werden. 
So ist z. B. 
[(A+a*)O(a, y, 2; Dhe-e = 2? = ° ts ee ae , 
also 
op — Veta Veter ta 
V(b? — a*)(c? — a*) , 


d. h. @ stellt sich in der Form (5) dar und geniigt auBerdem der Dif- 
ferentialgleichung (4), ist somit ein Lamésches Polynom ersten Grades. 
Das Entsprechende gilt fiir y und z. Ferner ist nach der Jacobischen 
Identitat: 


’ (@ — Ho) (4 — Ho) (¥ — Ho 
(29525 te) — Ge Ean EOD Ge He 
(@ — %) (u — %) (v — %) 
(% + a) (% + 0°) (% + e%)’ 
die Bedingung (5) ist also fiir diese beiden Ausdriicke erfiillt und nach 
den Gleichungen (2) auch die Bedingung (4). Wir haben somit in 

(2, Y; 2; My) und (2, Y; 23 V9) 

zwei neue Lamésche Polynome und zwar Polynome zweiten Grades. Nehmen 
wir noch das Lamésche Polynom nullten Grades L, = 1 hinzu, so kénnen 
wir die folgenden sechs LZ samt den zugehérigen g tabellarisch auf- - 
fiihren**): 


O(2, y, 2; V9) — 


*) Man vergleiche hierzu z. B. das sechste und siebente Kapitel in Poincarés 
Vorlesungen ,,Figures d’équilibre d’une masse fluide“. 

**) Bei den L sind gewisse konstante Faktoren weggelassen, auf die es hier 
nicht ankommt. 
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L, = 1; LY = 2; If) = 9; Le) = 2; 
Ly = ® (2, Y, 2; Ho); Ty) — O(2, Y, 4; %); 
Po(A) = 1; pPY(A) =VA + a*; GOA) = VA + BY; pO (4) =VA + @*; 
PY(4) = 2 — My; GP(A) =A — %,. 


Die (2) heiBen ,,Lamésche Funktionen erster Art“. Sie geniigen einer 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung, die » als Parameter ent- 
halt, der sogenannten Laméschen Differentialgleichung. Zu jeder Laméschen 
Funktion erster Art p®(A) gehért eine ,,Lamésche Funktion zweiter Art“ 
y(4), die durch die Gleichung 


a 
di 


on @*VG+a) A+d9 Uer 


(7) vi (a) = =E* g(a) 
definiert wird und die derselben Laméschen Differentialgleichung geniigt 
wie g(4). Die Produkte 

A® = w(o)- p(w) p(v) 
erfiillen ebenso wie die Laméschen Polynome die Differentialgleichung (4), 
nur sind sie keine ganzen rationalen Funktionen in 2, y, z. Beide Klassen 
von Produkten bezeichnet man mit dem Namen ,,Lamésche Produkte“. 


AuBer diesen aus drei Faktoren gebildeten Produkten L® and A”? 
sind noch die aus zwei Faktoren bestehenden Produkte 


a? = gf (u)- 9! (v) 
zu erwihnen, welche man _ ,,Ellipsoidflichenfunktionen* nennen kann, da 
sie fiir das Ellipsoid dieselbe Rolle spielen wie die Laplaceschen Kugel- 
flichenfunktionen fiir die Kugel. Speziell gilt in bezug auf sie der Satz, 
daB sich eine willkiirliche*) Funktion f(u,v) ia eindeutiger Weise in 
eine Reihe 

f(u, ») = Sry LP 
entwickeln laBt.**) Auf diesen Umstand griindet sich die Lésung des 
inneren und des fuferen Randwertproblems der Gleichung AU =0 fiir 
ein vorgegebenes Ellipsoid mit Hilfe der Laméschen Produkte L und A. 
Wir fiihren nur das Resultat an. Sei 9 =0 das Ellipsoid unserer kon- 
fokalen Schar, fiir welches das Randwertproblem zu lésen ist, d. h. auf 
diesem Ellipsoid seien die Werte von U als Funktion von w und vy vor- 


*) Die Einschrinkungen fir die Willkiirlichkeit sind dieselben wie in der 
Theorie der Entwicklung nach Kugelflichenfunktionen. 

**) Die Summen 2 sind hier und im folgenden zu bilden fiir k—=1,2,---,2n+-1 
und n=0,1, 2,---, @. 


Mathematische Annalen. LXIIII. 10 
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geschrieben.*) Wir denken uns diese Funktion U7 in eine Reihe nach 
Ellipsoidflachenfunktionen entwickelt in der Form 
(8) T= Sel 9? 0) ¥2 0) LPH, »). 
Dann wird das innere Randwertproblem gelést durch die Funktion 
(9) U, =a) ¥)O) Le, w, ») 
und das aiuBere Randwertproblem durch die Funktion 
(10) U,= Se? 9 0) AP(e, u,v). 
Wir wollen nicht unterlassen, an dieser Stelle ausdriicklich darauf auf- 
merksam zu machen, daB sich die durch die letzte Gleichung definierte 
Funktion U, im Unendlichen ,,reguliir“ verhilt, d. h. die Bedingung II der 
Einleitung erfiillt, wie das schon im Begriff des iuBeren Randwertproblems 
enthalten ist. 

3. Die Entwicklung der speziellen Funktion (A—)(4—v) nach 


Ellipsoidflachenfunktionen lautet 


(11) Qn) Av) = 9) 9a) + Z2 g0(u,9) + 2 9 (u, 9. 


Durch Multiplikation dieser a ha in Ma von aid v unabhingigen 
Faktor 
4—e 
aaa 
erhalten wir 


(4— e) (4A — uw) (A — v) 
G— wm) —»,) = a(4) — a(¢), 


o(2) hii Le, u,v) F L® (e, a, ») 
(u, — G9) (& — u) 20) 
gesetzt wird und somit 
LS) (@, u, ») LY (@, u, ») 
(Ho —%9) 94)?" (Hy — Ho) A)?” 
eine Formel, die uns spiiter eine umstiindliche Rechnung ersparen wird. 
4. Die gesuchten Anziehungspotentiale V, und V, stimmen nach Be- 


dingung V auf der Oberfliiche des Ellipsoids @ = 0 iiberein. Es sei dort 
V = V = x90) 9) 9) Salo? 0) vPO) Lu, ») 

ihre Entwicklung nach Ellipsoidfldchenfunktionen. Nach (10) ist daher 

(13) V, = xg)” (0) 90) g (0) Sa” go (0) AY (e, uw, »). 

Pur das innere Potential V; ist dagegen die Gleichung (9) nicht ohne weiteres 


@ &—e) &—u) Gd —») 


(12) on (4 — uy) (4 — ¥%) =a'(4)=—1+ 


*) Den Umstand, da8 eine Funktion F fiir g = 0 zu betrachten ist, deuten wir 
immer dadurch an, dab wir F’ schreiben. 
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anwendbar, weil es ja nicht der Laplaceschen sondern der Poissonschen 


Gleichung geniigt. Da wir aber — mit Riicksicht auf (2’) — in der 
Funktion - 
2 *b 
— Fe, OH ¥ #5 0) 
ein Integral der Gleichung III besitzen, welches auf dem Ellipsoide 9 = 0 
iiberall verschwindet, stellt sich V; in der Form 


(14) Y= Fae ~ (29,250) +g) (O)@;" (0) 9)" (0) Sav? (0) LP (e, #») 


dar. Indem wir alae die Konvergenz dieser Reihenentwicklungen 
voraussetzen, haben wir also durch (13) und (14) die Bedingungen I, II, 
Il], IV und die erste Hialfte von V befriedigt. Auch die Ableitungen 
von V, und V, nach mw und yv stimmen schon von selbst tiberein. Es bleibt 


also nur noch iibrig, die Koeffizienten Ci so zu bestimmen, daB auch 
V, ov, 


e de 


ist. Zu diesem Zwecke berechnen wir diese beiden Ausdriicke. Nach (3) ist 


6O(@,y,2;0) ae 
ce a®btc?? 


also wird mit Riicksicht auf (11) 
(1) (2) 
ae, B2'(m ») — 5 2P'(u, »)| 


dg*)(e) 
+ ag” (0) g (0) gy” (0) > a? y” (0) “ — Q” (u, »). 
Und weiter haben wir 


(15) n--"* *-[ Ho% — 


Ho % 


eV, 


Fe — 799? Og ?0) > ag! (0) 
oder, da nach (7) 


dye) 
de 


g” (u, »), 


dy) P(e) dee) an+1 i 
de g (0) de 2 g®@ oe) o (e) o(e) 





ist, 
av, (1) (2) (3) ®)_® we) dg (e) 
(18) Fe = 2999) Dial 9 )| TE ie 


2n +1 1 a * 
ss o (e) of (e) #{” (e) al n (Hy) 





Daher lautet die Gleichung 
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nunmehr: 


5° ly % [or a Ho - =a 2) (u, v)— 2° (u, v)| 


» Bir, 29%) 
+ xg\” (0) gf (0) 9,0) Sal y? (0) ~— 2° (u, v) 


vf) age) 
= 29°"(0) 920) 990) Se’ (0)| “> Pe 


2n+1 1 Q” 
+ a7) [8° *) 
2G) oO 92) pO) i 


ye 





oder vereinfacht 
i.e 
(17) 5 oy [Mo — as, BY) — 5 BPH, ») ] 


= ”* TE Q(u, v). 


Hieraus bestimmen sich nun die a" nach dem Eindeutigkeitssatze wie folgt: 








. (1) (2) (3) 
~® —-—FZ3 a= a =a, = 0; 
(18) Pe = 4 a as a ia 4 1 
3 15 ty (ty — %)? ° 15 95 (%— to)’ 
() (a) ae a ee 
a =a, =a, =9; « =0 fir n>2. 





Setzen wir diese Werte in (13) und (14) ein, so erhalten wir 


vf? (0) 


(1) 
Bmw (0,u,”) 


(19) Vj Sa 0% (env; 0)+aabe} — + ¥,(0)+ 


2 vO) (2) 
+ 5 v(,—m) Le (Orth) |, 


; 2 ¥O- 
(20) V,— zabe| — Suy(0)+ 6 OAM (o,n,0) 


2) (0) 
4 ros (0) (2) 
15 v5 (¥% — [tp) A, (eu,»)]. 
Damit ist unsere Aufgabe eigentlich erledigt. Wir haben V, und V,, be- 
rechnet, allerdings zuniichst in elliptischen Koordinaten. Wir werden nun 


diese Ausdriicke noch etwas umformen und zu gleicher Zeit die Cartesischen 
Koordinaten wieder einfiihren. 


5. Die GréBe, welche innerhalb der eckigen Klammer in (19) steht, 
1aBt sich nach der Definition (7) in der Form des bestimmten Integrals 


0 
LY (e,u,») LY (0, u,») d 
14 ee at Eee a 
Ho—% gy (d)* Ye — ty a)*, Va+a,a+b5a+c% 
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schreiben, oder nach (12) 


-$fh (2=08—wa—)) di ; 
04\ G—m)Q—») / Ya+aa+b9A+c% 


Durch partielle Integration geht dieser Ausdruck fiber in 











2 abe di 
= - 0 
3 Mm, % ¥ (0, u, ¥5 )+ fo 4, V; 4) y Vataya+beatee’ 
folglich wird 
(21) V,= — xabe OT 
VatahG+oja+c) 


Ebenso formen wir V, um mit Hilfe von (7). Zuniichst ist 


2 1 LYeu,) 1 LY (e,n,») da 
7 = b 1 ——w | we — - LS 
ta f( Ta gar Tam gar ) Varearmare 


. 





0 


ae ee 
paabef 3 ( A— tHe) A—%) ) Varese OTS 





di 
Vataha+oyate 


Fiihren wir jetzt wieder die Cartesischen Koordinaten im Integranden ein, 
so erhalten wir 








2 
= xabe ¥(0, H, v; 4) 





(22) V.——aabe (_—%sidar 
: J Va-+a)G+0\a+er) 


Hierin ist also die untere i as @ die g-Koordinate des Auf- 
punktes (z,y,z2), d. h. die gréBte — und damit die einzige positive — 
Wurzel der Gleichung 9(2,y,2;4)=0, in der 4 als die Unbekannte 
aufzufassen ist. 

Die Ausdriicke (21) und (22) sind die bekannten Dirichletschen Integrale. 
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A Note on the Problem of Three Bodies. 
By 


J. K. Warrremore of Cambridge, Massachusetts. 


In 1772 the prize of the Académie Royale des Sciences de Paris 
was awarded to Lagrange for an ‘Essai sur le Probléme des Trois Corps’. 
This memoir is printed in the sixth volume of the works of Lagrange 
and there occupies pages 229 to 324. To it is added a note of seven 
pages by the editor, J. A.Serret. In Lagrange’s discussion I have observed 
an omission, the consideration of which seemed at first likely to-lead to 
the complete solution of the problem in cases other than those discovered 
by the author. It appears however that no other real solutions exist. 

The problem of three bodies was not a new one when discussed by 
Lagrange. He treated it however from a new point of view, and made 
one step towards the general solution. The differential equations of the 
relative motions of three mutually attracting bodies form a system of the 
twelfth order. Of these equations four integrals are known, the three 
‘area integrals’ and the ‘vis viva integral’. There remain to be found 
eight integrals. Lagrange in his memoir has reduced the problem to the 
discovery of seven integrals and to one quadrature, but he contributed 
far more to the discussion of the problem than would appear from this 
statement. In the words of Serret, ‘This memoir deserves to be counted 
among the most important works of the illustrious author. --- His 
method is most remarkable; it shows that the complete solution of the 
problem requires only that we know at each instant the sides of the 
triangle formed by the three bodies; the coordinates of each may then 
be determined without difficulty. As to the solution of the triangle, it 
depends on three differential equations, of which two are of the second 
order, the third of order three’. 

Lagrange, after considering the general problem, showed that the 
motion may in certain special cases be completely determined: first, 
supposing the sides of the triangle to be constant, he found that the 
triangle must be equilateral, or that the three bodies must be always in 
a straight line. He nad, in connection with the second of these solutions, 
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a third possibility which however gave no new real solution, but which, 
if imaginary distances or masses be admitted, gives other solutions. These 
imaginary solutions had for Lagrange no further interest, and are not 
considered by him; they have for me an interest however, inasmuch as 
their existence confirms the justice of the comment I have to make on 
his treatment. Secondly, assuming that the ratios of the sides of the 
triangle are constant, but that the actual lengths of these sides may vary, 
he finds again that the three bodies must be either always at the vertices 
of an equilateral triangle or always in a straight line. In both of these 
cases he proves that the motion of each body, reiative to either of the 
others, is the elliptic motion of the two body problem. In this case of 
constant ratios there appears in Lagrange’s discussion no imaginary 
solution, a fact which might justly cause the reader to suspect the treat- 
ment to be in some way incomplete. This gap is I think filled by the 
following note. 

The notation of Lagrange’s memoir is not symmetrical and his treat- 
ment consequently loses in elegance of form. Serret remarks, ‘Preoccupied, 
assuredly, with the application of his new method which he wished to 
make to the theory of the moon, Lagrange neglected to introduce into 
his formulas the symmetry which belonged to his analysis, a symmetry 
which may be reestablished by a slight change in his notation’. Serret 
makes in his appendix the necessary changes. In the eighth chapter of 
the first volume of his ‘Mécanique Céleste’ Tisserand has reproduced the 
first part of the memoir of Lagrange, using the symmetrical notation 
suggested by Serret. In this note I shall use the notation of Tisserand, 
to whose pages I refer the reader. It is hardly possible to give an idea 
of the problem considered to one who is quite unfamiliar with the 
memoir of Lagrange. I have in the following discussion made no attempt 
to give a detailed account of his treatment, but have assumed such of 
his results as I shall use. 

Let the masses of the three bodies be m, m’ and m”; the sides of 
the triangle be r, r’ and r”. Then, if it be assumed that the sides remain 
in constant ratios, we may write 


r= Aft, r = A’E, vr” = A’E 
where — is a new variable, and A, A’ and A” are constants. We write 


Qu =A? +A"? AP, vm aay 
, ” re , 1 1 
Qu’ = A"? + A? — A’?, Y =a ye 


Qu" = A? + A’? — A”? 
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It follows 
Aamwtye", At—p" +p, AP—w+y, 
v+r+r" =—0. 
Lagrange finds that the following three equations must be satisfied by &: 


*dt 
= age mi + (wv — pw") A) +m + mi” my eo—1f Sint mk, 0 
— -— hLee e e 





, ae ee ee -i fF 
(a), Gb ete teraealte 4 A ng al 





&° A’? ’ 

— (> 
1 _ mtu ‘+ m" [1+ (ur — —p'r’) A’ 5% ” Q i ae mh,” il 
2 dt A”*é 3 A”? ’ 


I= muy + mu’ + ma’ v". 
In these equations ¢ represents the time; the integrals are indefinite 
integrals, 9,, k,, k,', and k,” the constants introduced by the integrations. 
Lagrange infers, admitting evidently that these equations have the same 
general solution, that they are identical, and must be the same term by 
term. We have then the conditions (Cf. Tisserand, vol. I, p. 148) 


mlit+ (ue —p"e")Al +m +m m+m' [it (ue —pr)A)+ mm’ 
= Ee int oes = Z. 


(1) . a 
m +m’ 4- m’ [1+ (ue—p" 9’) A’) 
a , « oe 
(2) nv my m” vy’ 


ae” eo 
k, mK, m”ky 
(3) “ = re ss ? 
or in place of (2), 
(4) %=-1=0. 
The conditions, (1), (2), and (3) lead to the equilateral triangle solution; 
conditions (1), (3), and (4) to the straight line solution. 
The criticism and amendment which I have to make is that equations 
(A) may be identical without the assumed satisfaction of equations (1), 
(2), or (4). For suppose the integral in these equations to have the 


form = The three equations will then be identical if 


*dt 
(5) {> Se § dt= . 
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and 
m[1+ (ue —p e+ eC) Al+mi+m” _ m+m'[1+(u"e"”—n ety C) A’}+ mm” 
a a = 





6) _ mn’ fmm” [1 p's ty"0) a" 
a”s 


Equation (5) leads, on differentiating twice with respect to ¢, to the 
differential equation 
as dé\>) 
olf ae +8 (a) |= 2. 


This equation is clearly satisfied if C= Z—0, and so contains the case 
of Lagrange, here spoken of as the straight line solution, for from C=0, 
follows 9,= 0. If C is not zero, we may write this differential equation 
in the form 


(7) ecite (si =¢- 


This equation, to contain the general solution of the identical equations 
(A) must itself be identical with those equations. If the common values 
of the three members of equation (6) be represented by «a, that of the 
terms of (4) by 8, we may write the identical equations (A) in the form 


1 d*§* « 
2 dt? + 3 +B=9, 


1 dt até 
2 a —tip - (i zi) » 
(A) may be written 


(A) eo +e ( (Fi) +« + p—e=0 


or since 


Composing this equation with (7), we see that the two are identical 
when and only when 


=— * ; B = 0. 
Multiplying (7) by 2 st and integrating, 


di\? 21 
§? (+) an Ce E + a 
where a is a constant of integration. If from this equation the value of 
dt is substituted in (5), it appears that a may be chosen arbitrarily, or 
if we unterstand both integrals in (5) to be definite integrals taken from 
a common lower limit, 4, @ may be expressed as follows in terms of 
@, and &, the latter being the value of — for t=, 
e 2I E, 


ek 


Cc 











a 
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We have now 
— 
/2r, 
) co tte 
whence, denoting by 6 an arbitrary constant, 
(8) 3CI*(b+t)®? = (Ca — 1é)? (Ca+ 28). 
We have then for this case a complete solution for £, that variable being 
expressed in terms of two arbitrary constants, 9, and &. It is to be 
noticed that the value of § determined from (8) cannot be periodic. 
It remains to consider whether the constants, A, A’, and A” can 
be determined so that this is the solution of a real three body problem. 
I shall show that, if the masses are real, the A’s cannot be all real; 
hence that there can be no real motion corresponding to this solution. 
If from equations (6) we eliminate C, we find after a long reduction, in 


which we write A?= uw’ + wu’, z 3 7" =v ete., and make use of the 
relation, y+ r+ vr’ =0, 


(9) mv? (a+ a’) (ute) + mPv'*(u' +a") (u’ +m) 
+ my”? (w+) (w” +-y’) 
— 2m’ mv’ v" w(u' +e") — 2m” mv" ve’ (u" +0) 
— 2mm'vv'u"(ut+y') = 0. 
When in this equation we replace v by its value, vy = — (y»'+”), we find 
the discriminant of the resulting homogeneous quadratic form in v’ and v” 
to be 
— (ww +a" ut+un’) (m? A? + m2 A? + m2 A”)? 
Now it may be seen that 
wu + we + ww = (A+A'+ A") (A+ A"—A)(A"+A—A) (A+ A—A"), 
and this expression is, for any real triangle, positive, since A, A’ and A” 
are proportional to the sides of the triangle, or, when the three bodies 
lie in a line, it vanishes. Since the discriminant of the equation cannot 
for real masses and a real triangle be positive, the only real solution, 


aside from the solution v = v” = 0, is that in which the three bodies lie 
in a line. 


The imaginary solution might be found as follows: Equating to — * 
the three members of (6), we have three quadratic equations in C whose 
coefficients are polynomials in A, A’, A’ and m, m’,m”. From these three 
equations C may be eliminated in two ways so that the relations between 
the three ratios and the three masses are given by two algebraic equations. 


These equations might be solved for the ratios of A, A’ and A” if the 
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masses were assumed, or for the ratios of the masses if A, A’ und A” 
were assumed. This solution possesses then a considerable generality, but 
is however as I have shown, necessarily imaginary. The equations for C 
are satisfied by v= v' =v" =O, but for these values C= 9, =—0; and 
consequently the equilateral triangle solution is not contained in this. 
Indeed it should not be, for in that case the integral which we have 


equated to az is of the form a As I have stated, Lagrange found 
imaginary solutions, that is to say he found that the equations might be 
satisfied for constant r’s, if he wrote equal to zero a function of the m’s 
and v's which could not vanish for real and positive values of these 
numbers. He was led to this from the consideration of the possibility, 
I=0. We note that if in equation (7) we write J=0 this equation, 


which has led us to imaginary solutions, is satisfied by a constant 
value of &. 








Moritz Réray. 


Bemerkungen zur Note des Herrn Philip E. B. Jourdain tber 
das Prinzip der kleinsten Aktion.*) 


Von 


Morirz Réruy in Budapest. 


I. Aus der Gleichung (5) des Herrn Jourdain (1. ¢. pag. 416) 
(5) fergi+ar + >'0,84,) dt=0, 
“lo ¥ 
wo die q, freie Koordinaten bedeuten, und den beiden Annahmen (in den 
letzten Zeilen von pag. 418), daB 
a) die Variationen dg, an den Grenzen ¢, und ¢, verschwinden, und 


b) die Gleichung 
8, T = S'Q,64, 


za jeder Zeit stattfindet, folgt mittels der (0, 7' definierenden) Identitiit (4) 
des Herrn Jourdain (pag. 416) jedenfalls, daB die Bewegung des materiellen 
Systems die natiirliche sein muf. 

Die (pag. 418) ohne jedwede Verifikation hingestellte Behauptung, 
daB im Falle der natiirlichen Bewegung aus den Primissen a) und b) 
auch das Verschwinden von 


h 
af 2Tat 
bo 


folge, ist hingegen leider eine irrtiimliche. 
Aus der Identitait (4) des Herrn Jourdain (pag. 416) folgt namlich 
die ihr aquivalente Identitit 


(4) a,2dt+ Todt=a(Tat) +(S4 ue — 27) aat— SF stat. 





ot 


*) Math. Ann. Bd. 62, pag. 413—418. 
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Da andererseits seine Gleichung (5) bei den Annahmen a) und b) 
durch die natiirliche Bewegung befriedigt wird, so folgt aus ihr (indem 
man an Stelle von >'Q, 99, der Annahme b) gemiB 6,7 dt setzt und 


hernach die Identitét (+) anwendet) die Gleichung 


ty ty 
0— fa(ras) +f ( q 25-27) ast—| FF otat. 
ty to 4 


o 


ty 
Demnach verschwindet 6 JS Tdt bei den Jourdainschen Annahmen a) und b) 


ohne weiteres gewif nicht, es wire denn, dab wir es mit dem Lagrangeschen 

Spezialfall zu tun haben, wo 7 eine homogene quadratische Funktion 

der qg’ ist mit von ¢ explizit unabhiingigen Koeffizienten, welcher Fall 

doch bei Herrn Jourdain ausgeschlossen ist. Die Priimissen a) und b) 

sind vielmehr im allgemeinen durch die Voraussetzung zu ergiinzen, dab 
c) die Variation d¢ mittels der Gleichung definiert sei: 


fe dt + (27— as 5a) ) Oo dt =0. 


DaB der Satz nach dieser notwendigen Erginzung seine Einfachheit voll- 
stindig einbiiBt, braucht nicht besonders hervorgehoben zu werden. 

II. Aus den Identitiiten (11) und (11*) auf Seite 173 meiner (in den 
Math. Ann. Bd. 58 erschienenen) Arbeit folgt bei der Bezeichnung (10*) 
die allgemeine Identitit 


8((1+0 Tat) — a( (1+¢) Tt +e va) 


=(c# t+ Sa-a a Ja) a, 


wo ¢ eine willkiirliche Konstante und 
pit sl. 
é.=0.— i bt 


bedeuten. Treffe ich daher beziiglich d¢ die Vorschrift*) 


*) Auf pag. 176 meiner zitierten Arbeit (Z. 5 und 6) ist diese Gleichung (++) 
gemeint; an Stelle von 6 7'dt in Z. 6 ist niimlich zu schreiben 


a’ Tdt+d(Tat). 
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(++) a(« +c) Tét +H = 0 a) ~ («r-> 0i'a) dt = 0, 


so folgt daraus die Gleichung 


d(A+o Tat) = S1(Q+ sa = e 84, dt; 
1 


es ist daher die Gleichung 


(+17) asoefra-f Sas (Q+ Sa na at ia d'q,at 


gewiB wahr, sobald nur d¢, und d¢, der aus (++) folgenden Gleichung 


4 
n t ” 
(Thy Ie +ce)T6t+ >} oa va +f (cor- >! ava dt=0 
u 1 P to 1 


to 


gemaB bestimmt werden. Ist aber diese letztere Gleichung fir beliebige 
Zeitpunkte ¢, erfiillt, und werden die Verhiiltnisse s den zwischen den 


qi eee Bedingungsgleichungen der Bewegung unterworfen, so ver- 
schwindet 6 f T dt, wie aus (7++) folgt, dann und nur dann, wenn die 


Bewegung in materiellen Systems die natiirliche ist. Dieser Ausspruch 
enthilt meinen Satz und den des Herrn Voss; die Gleichung (+7) kann 


dabei, indem man den Integrand cd’ T — S'Q6q = setzt, in zwei Glei- 
chungen zerlegt werden. 

Herr Jourdain will nun (in der ersten Alinea von 3. pag. 417—8) 
gezeigt haben, daB die mit d’q; bezeichneten GréBen dq; — qidt ganz 
allgemein nur dann virtuelle Verriickungen bedeuten kénnten, wenn d¢ 
verschwindet. Seine Griinde leuchten mir, ich muB es gestehen, nicht 
ein; insbesondere erscheint mir das Herbeiziehen des Hamiltonschen 
Prinzips (pag. 418, Z. 3—5) véllig fremdartig und verdichtig.*) Ist 


*) In der FuBnote pag. 75, Z. 3 seiner in ,,Quart. Journ. of Math. 1904* 
erschienenen Arbeit spricht Herr Jourdain klar aus, da8 die in Rede stehende Ab- 
leitung des Herrn Voss ,,two fundamental errors“ enthiilt, von denen der eine der 
eben dargestellte sein soll. Da beide vermeintlichen Fehler zusammen stehen und 
fallen, so will ich vom zweiten nicht reden. 
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doch bei dieser Frage nur der eine Umstand maBgebend, daB die Ver- 
hialtnisse Sf so definiert werden, daB daraus fiir die GréBen d’q, homogene 


lineare Gleichungen von einfacher physikalischer Bedeutung hervorgehn, 
die dem Wert von é¢ fiir sich genommen gar keine Beschrinkung auf- 
erlegen. In dieser Definition und in den daraus gezogenen Folgerungen 
mége Herr Jourdain einen inneren Widerspruch direkt (ohne Einmischung 
fremder Prinzipien) und klar nachweisen. 





Preisaufgabe der Fiirstlich Jablonowskischen Gesellschaft. 


Preisaufgabe der Furstlich Jablonowskischen Gesellschaft 
fir das Jahr 1910. 


Die meisten Aufgaben der Elektrostatik sind reduzierbar auf die 
Ermittelung der Greenschen Massenbelegungen, und es sind daher diese 
Belegungen fiir die Theorie der Elektrostatik, sowie iiberhaupt fiir die 
ganze Potentialtheorie von hervorragender Wichtigkeit. 

Durch neuerdings publizierte Untersuchungen (Berichte der Kgl. Siichs. 
Ges. d. W. Math-phys. Kl. Jahrg. 1906, S. 483—558) diirfte wohl nun 
auBer Zweifel gesetzt sein, dab in der Theorie des logarithmischen Poten- 
tials fiir jedwede geschlossene Kurve- die dem Innen- und AuSenraum 
entsprechenden beiden Greenschen Belegungen reduzierbar sind auf eine 
einzige Belegung, auf die sogenannte ,Grundbelegung“, und dab 
Analoges auch gelte in der Theorie des Newtonschen Potentials fiir 
jedwede geschlossene Oberfliche. 

Immerhin lassen die in Rede stehenden Untersuchungen bis jetzt noch 
vieles zu wiinschen iibrig Demgemi8 stellt die Gesellschaft folgende 
Aufgabe: 

Es soll eine Arbeit geliefert werden, durch welche 
jene Theorie der ,Grundbelegung* in bezug auf Klarheit 
und Strenge oder in bezug auf Umfang und Vollstindig- 
keit wesentlich geférdert wird. 

Preis 1500 Mark. 


























Exnarv Scammpr. Allgemeine lineare Integralgleichung. 


Zur Theorie der linearen und nicht linearen Integralgleichungen. 


Zweite Abhandlung*): 
Auflésung der allgemeinen linearen Integralgleichung. 


Von 


Ersarp Scumwpr in Bonn. 


§ 1. 
Das Problem. 


Den Gegenstand dieser Untersuchung bildet die fir a<s <b durch : 
Bestimmung der reellen stetigen Funktion p(s) zu erfiillende Integral- 
gleichung 


(1) f(s) = 9(8) —[ K(s,t) (6) at, | 


wo der Kern“ K(s,¢) und f(s) als fir a<s<b,a<t<b definierte 
reelle stetige Funktionen gegeben sind. Es erweist sich eine parallele 
Behandlung der fir a<¢<b wu erfiillenden Integralgleichung 


(2) g(t) = w(t) — [ K(s,t) v(s) ds 


als zweckmaBig, wo g(t) die gegebene und w(#) die gesuchte reelle stetige 
Funktion bedeuten. 

Fiir identisch verschwindende f(s) und g(#) sollen jede Lésung der 
Gleichung (1) eine Nulllésung in s und jede Lésung der Gleichung (2) 
eine Nulllisung in t des Kernes heiBen. 

Die linearen Integralgleichungen sind zuerst von Fredholm mittels 
seiner beriihmten Reihen vollstindig gelést worden. Hilbert**) hat eine 
Auflésungsmethode mit Hilfe der Theorie der quadratischen Formen mit 


ep 





*) Diese Abhandlung kann ohne Kenntnis der vorangehenden ersten gelesen’ 
werden. 

**) ,Grundziige einer allgemeinen Theorie der linearen Integralgleichungen“, 
4” und 5” Mitteilung, Géttinger Nachrichten 1906. 
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unendlich vielen Variabelen gegeben. Eine auf die Annahme der Symmetrie 
des Kernes sich stiitzende neue Auflésung wurde in meiner Dissertation*) 
und im zweiten Kapitel der vorangehenden Abhandlung**) entwickelt, wah- 
rend im dritten Kapitel gezeigt wurde, wie sich jede Integralgleichung 
auf eine symmetrische zuriickfiihren la8t. Hier soll eine ganz elementare 
neue Aufliésungsmethode auseinandergesetzt werden, welche auch dem 
numerischen Gebrauche sich anpassen lit, und deren Grundziige un- 
mittelbar darauf wiederkehren werden, um den Zugang zu den nicht linearen 
Integralgleichungen und den Verzweigungen ihrer Lisungen zu erédffnen. 
Die Integralgleichung wird zuniichst in zwei durch besondere Voraus- 
setzungen tiber den Kern charakterisierten speziellen Fallen gelést, und 
dann der allgemeine Fall in diese beiden speziellen zerspalten. 


§ 2. 
Erster spezieller Fall. 


Es bestehe die Ungleichung 
bb 
(3) Sf Koo) dsdt <1. 


Wir definieren wie in § 6 meiner ersten Abhandlung 
K'(s,t) = K(s,t), 


b 
K*(s,t) = {K(s,r) K(r,t)ar, 


b 
K'(s,t) = [ K(s,r) K’-*(r,t) dr, 


Denkt man sich dann K"**(s,¢) als n-faches Integral iiber ein Produkt 
von » +1 Kernen explizite ausgedriickt, so erhellt: 


Kr+*(s,t) = { K*(s,r) K*(s,#) dr. 
Aus 4 
K(s,t) = { K(s,r) K*-“(r,t) dr 





*) ,,Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach Systemen vorgeschriebener“, 
Inauguraldissertation , Gdttingen 1905. 
**) Math. Ann. 63, S. 433—476. 
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folgt gemaB der Ungleichung von Schwarz (erste Abhandlung § 1) 


b b 
(Kr(s,0)*< f (Kis, n)tar- { (Ke, 0) dr, 


bb bb bb 
Sf Ks, 0) asat < ff (Kon) asar- ff (Ke-*(r,0)' drat. 
Durch Wiederholung dieses Verfahrens ergibt sich 


(4) f ‘/ (KG Hydsat <| Ke, p)*dsdt} . 


Nun ist fir »>3 


bb 
K" (s,t) =f K(s,7) K*-*(r,)74) K (1,8) dry ary 


und mithin nach der Schwarzschen Ungleichung, welche auch fiir mehr- 
fache Integrale giiltig bleibt, 


bd 6 b 
(K” (s, 8)? <f fk -* 0,79) dr, dr, {Ke r,) K(r,, 0) dr, dry. 


GemaB der Ungleichung (4) ist also 
bb 


(K's, < [Sf xKe, t))°ds at! *- { (Ker) dr, -{(K (rg, t) dry. 


aa a a 


Diese allgemein giiltige Ungleichung erlaubt aus der besonderen Voraus- 


v=@ 


setzung (3) die absolute und gleichmaBige Konvergenz der Reihe > (s, t) 


r=1 


zu schlieBen. 
Definieren wir 


=e 


(8, t) — >’ Kr(s,0), 
so ist + 
(5) F (s,t) — K(s,t) +f K(s,r)0 (7, A) ar, 
(6) F (s,t) = K(s,t) +f (sr) K(r,#) ar. 


Auf Grund dieser Gleichungen kann durch Einfiihrung von (7) in (8) 
und (8) in (7) leicht verifiziert werden, daB die Gleichungen 
11* 














164 Exsarp Scamr. 
b 
(7) f(s) = 9(8) —f K(s,0) (6 at, 
b 
(8) (8) = f(s) +.fT(s,t)f(t) at 
wechselseitig auseinander folgen. Ebenso folgen auch die Gleichungen 
(9) g(t) = v(t) — | K(s,t) ¥(s) ds, 
(10) v(t) = 9) +f T(3,)9(8)as 


wechselseitig auseinander. Unter der zu Anfang dieses Paragraphen ge- 
machten Voraussetzung (3) hat also die Integralgleichung (7) immer eine 
und nur eine Lisung, welche durch die Gleichung (8) gegeben wird und 
identisch verschwindet, sobald f(s) identisch Null ist. Dasselbe gilt von der 
Integralgleichung (9), deren Lisung durch die Gleichung (10) dargestellt 
wird. Der Kern hat also weder Nulllisungen in s noch in t. 


§ 3. 
Zweiter spezieller Fall. 


Es sei der Kern darstellbar als eine endliche Summe von Produkten 
einer stetigen Funktion von s mit einer stetigen Funktion von f: 


K(s,t) = >" «,(s) 8, 


r=1 


Die Integralgleichung (1) ist in diesem Falle gleichbedeutend mit 
dem Gleichungssystem 


(11) 9(8) = f(s) + >’ @, «,(s), 
(12) en= [Beat (w= 1,2,---,m). 


Durch Einfiihrung von (11) in (12) erhalt man 


(13) a — Sen fe (8) B,(s)ds = /118)B,(8) ds (w= 1,2,---ym), 


v=1 


Die Integralgleichung (1) und das Gleichungssystem (13), (11) folgen also 
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wecheelseitig auseinander, und damit ist die Integralgleichung auf m ge- 
wihnliche lineare Gleichungen (13) mit den m Unbekannten 9, zuriick- 
gefihrt. Die Diskussion dieser Gleichungen und der sich ergebenden 
Lisbarkeitsgesetze der Integralgleichung soll, um Wiederholungen zu 
vermeiden, erst im nachsten Paragraphen nach Befreiung von den speziali- 
sierenden Voraussetzungen iiber den Kern folgen. 


§ 4. 
Der allgemeine Fall. 


Es sei K(s,t) eine beliebige fir a<s<b, a<t<b definierte reelle 
stetige Funktion. Es sei ferner eine endliche Anzahl linear wnabhdngiger 
reeller stetiger Funktionen von s und ebenso vieler linear unabhdngiger 
reeller stetiger Fnnktionen von ¢ 


(8), (8), -+-, a(S); 
B, (4), B, (t), 7 B,, (#) 


so bestimmt, dab 


6 v=m 


(14) ‘(x t) — > % (9) Au) dea <1 


e 


a v=1 


wird. Eine stets mégliche Herstellung eines solchen Systems von Funk- 
tionenpaaren ist im vierten Kapitel der ersten Abhandlung auseinander- 
gesetzt worden. Dort wird nimlich das Problem der Variationsrechnung 
gelést, bei vorgeschriebener Anzahl die Funktionenpaare so zu bestimmen, 
daB das obige Doppelintegral zum Minimum wird, und es wird bewiesen, 
daB durch Verfiigung iiber die GréBe der vorgeschriebenen Anzahl jenes 
Minimum unter jede Grenze herabgedriickt werden kann. Zum Zwecke 
numerischer Rechnung wird es im allgemeinen nicht angezeigt sein, die 
Funktionenpaare, wie 1. c., aus den Paaren adjungierter Eigenfunktionen 
des unsymmetrischen Kernes K(s,¢) zu bilden. Es wird sich dann hiufig 
empfehlen, etwa als Funktionen von s die Koeffizienten, und als Funk- 
tionen von ¢ die zugehérigen trigonometrischen Funktionen der ersten 
Glieder in der Fourier-Entwicklung des Kernes nach ¢ zu wihlen, wenn 
nicht noch andere Entwicklungen sich aus der gegebenen Form des 
Kernes als vorteilhaft darbieten. Wie das Folgende zeigt, werden sich 
die numerischen Schwierigkeiten um so mehr reduzieren, je geringer die 
Anzahl der benutzten Funktionenpaare ist, und je kleiner das Doppel- 
integral (14) tiber das Fehlerquadrat der Approximation des Kernes durch 
die Produktsumme ist. 
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v=™m 


K, (s,t) — K(s,#) — >’ «,(s)B,(0), 


v=@e@ 


r, (s,#) — >’ K,"(s,t), 


v=1 


wo die Summe auf der rechten Seite wegen (14) gem&B § 2 absolut und 
gleichmaBig konvergiert. Dann laBt sich die Gleichung (1) schreiben: 


=m 


(15) f(s) + ne «,(3) ao) p(t) at = 9(s) — ['K(s, p(t at. 


v=1 


Wendet man die Formeln (7), (8) an, um [, (s,¢) statt K,(s,¢) einzufiihren, 
und ordnet dann ein wenig um, so geht (15) iiber in die Gleichung: 


(16) f(s) + {Ti (sr) fe)ar 


vem 


= 9(8)—f" » («,(8) + f'T.(s,7) @,(r) dr) B, | p(t) dt. 


v=1 


Diese Gleichung ist von der § 3 behandelten Form. 
Fiir spiter ist die Feststellung von Wichtigkeit, daB auch die Funk- 


b 
tionen «,(s) +. { l,(s,r)@,(r)dr linear unabhiingig sind. Denn wiire 


=m 


O= >* («,(s) +f", (8, 1°) «,(r) dr) 


v=1 


= > c, a, (8) + [Tuls r) (> c, «, (r) dr, 


v=1 a v=1 


so wire auch, da die Gleichungen (7) und (8) wechselseitig auseinander 


folgen, > 
0= > c, a, (8) ? 


v=1 


im Widerspruch zur vorausgesetzten linearen Unabhingigkeit der Funk- 
tionen «,(s). 

Nach Vorausschickung dieser Bemerkung schreiten wir zur Anwendung 
des in § 3 angegebenen Auflésungsverfabrens. 
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Die Gleichung (16) ist gleichbedeutend mit dem Gleichungssystem: 


(17) 98) =f) + [Tr fe)ar + Se. (a(s + (TiG”a,(r)ar), 


(18) eo = [Blt pat — (w= 1, 2,---, m), 


Durch Einfihrung von (17) in (18) erhilt man 


=™ 


(19) @,- >> e, [ fas) B,(s)ds + (T.(,r) @,(r) B, (8) drds| 


v=1 


— | (6, (#) 7 (TQ, t) B,(r) dr) f(t) dt (u ae 1, 2, ree m). 


Die Integralgleichung (1) und das Gleichungssystem (19), (17) sind 
also gleichbedeutend. 
Ebenso wird die Integralgleichung (2) umgeformt in das Gleichungs- 
system 
v=m b b 
20) — Srl «8,0 att [T(r He, B0) ar] 


=f («(9) +7, (8, r) «,,(r) dr) 9(8) ds pm (1, 2, a m), 


=m 


(21) ¥=9H+ (Tie, or)ar+ Se (BO + (T10,9B,(r) ar) 


vel a 


Die Determinante A der m linearen Gleichungen (19) mit den m Un- 
bekannten g, und die Determinante A’ der m linearen Gleichungen (20) mit 
den m Unbekannten 9,’ unterscheiden sich nur durch Vertauschung von 
Reihen und Kolonnen. 

Es sei nun & und mithin auch L’ von Null verschieden. 

Dann lassen sich die Gleichungen (19) nach den Unbekannten 9, auf 
eine und nur eine Weise auflésen, und die Einfihrung der erhaltenen 
Werte in (17) liefert die gesuchte Funktion g(s); ist insbesondere f(s) 
identisch gleich Null, so muB auch g(s) identisch verschwinden. Ebenso 
lassen sich die Gleichungen (20) nach den Unbekannten g, auf eine und 
nur eine Weise auflésen, und die Einfiihrung der erhaltenen Werte in 
(21) liefert die gesuchte Funktion »(f); ist insbesondere g(t) identisch 
gleich Null, so muB auch y(t) identisch verschwinden. 
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Die Integralgleichungen (1) und (2) haben also in diesem Falle stets 
eine und nur eine Lisung, wiihrend weder in s noch in t Nulllisungen 
existieren. 

Jetzt machen wir die Annahme, daf A und mithin auch A’ ver- 
schwinden, und zwar vom Range m — x seien. 

Bezeichnet man dann mit a,, das k* Element der i” Zeile von A, 
so kénnen » m-gliedrige GréBenreihen 


Pr,1 Pays °° * Pa,ms 
P21 Pe,2 *** Ps, mo 


Pay Pa “iis Pam 
bestimmt werden, welche folgenden beiden Forderungen geniigen: 
I. Es bestehen die nm Gleichungen 


k=m 


ayP,. = 0 es cit | 
a ay ee 
k=1 u rey" 


ll. Die GréBenreihen sind linear unabhingig, d. h. bei nicht simtlich 
verschwindenden c, besteht kein Gleichungssystem von der Form 
=n 
> Pur =O (k= 1,2,---,m). 
ual 
Aus I und II ergibt sich auf Grund des Ranges der Determinante : 
Il. Die Gesamtheit aller Lésungen des Gleichungssystems 
k=m 
> 4%, = 0 (¢=1,2,---,m) 


k=l 


wird durch die Formel 


“=n 
1, = > 6, Pyr (k= 1,2,---,m) 


wel 


dargestellt, wo die ¢, verfiigbare Koeffizienten bedeuten. 
Ebenso kénnen » m-gliedrige GréBenreihen 


1 G2 °° * Lym 
92,1 W2,2 °** V2,ms 


Gn,i Une °° * Inym 
bestimmt werden, welche folgenden beiden Forderungen geniigen: 
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I’. Es bestehen die nm Gleichungen 


i=m 


k=1,2,---m 
D> Mu = 9 ( . ). 


i=1 u=1,2,-++,m 


Il’. Die » GréBenreihen sind linear unabhingig. 
Aus I’ und II’ ergibt sich bei Beriicksichtigung des Ranges der 
Determinante: 
Ill’. Die Gesamtheit aller Lésungen des Gleichungssystems 
> 4.7, = 0 (k= 1,2,---,m) 


i=l 
wird durch die Formel 


=n 
x; => Ou Gt (i= 1, 2,---,m) 
azl 
dargestellt, wo die c, verfiigbare Koeffizienten bedeuten. 
Um nun zunichst die Nulllésungen in s zu bestimmen, setze man in 


den Gleichungen (19) und (17) f(s) identisch gleich Null. Dann folgt 
wegen III 


wen 


02 = >) Pu (k= 1,2,---,m). 
ual 


Durch Einfitihrung dieser Formeln in (17) ergibt sich, daB die Gesamt- 
heit aller Nulllésungen in s dargestellt wird durch die Formel 


“=n 
(22) > Ful) 
a= 
wo die Cu willkiirliche Koeffizienten bedeuten und 


k=m b 


(23) 4 (8) = DP os (as) + fTirqr)dr) (w= 1,2,--4m) 


ist. Die » Funktionen g,(s) sind offenbar selbst auch Nulllésungen in s, 
und zwar bilden sie ein linear unabhingiges, vollstiindiges System von 
Nulllésungen in s, d. h. sie sind linear unabhiingig, und die Gesamtheit 
aller Nulllésungen in s laBt sich durch sie linear homogen mit konstanten 
Koeffizienten zusammensetzen. Die letztere Behauptung ist in der Formel (22) 
bewiesen; wire ferner bei nicht simtlich verschwindenden ¢, 


h=m 


0 = Se,94(8) - p- («(8) +/v, (s, r)a@,(r) dr) (S0..) 
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so wire wegen der Seite 166 bewiesenen linearen Unabhiingigkeit der 
Funktionen 


b 
@,(8) +. T,(s,r)q(r)dr (k= 1,2,---,m) 


0 ->'«, Pur (k= 1, 2,- « *,m), 
“a= 


im Widerspruch zu IL. 

Ebenso ergeben die Gleichungen (20), (21) ein gleichfalls aus » 
Funktionen bestehendes linear wunabhiingiges, vollstiindiges System von 
Nulllisungen in t, welches durch die Formeln 


kom b 
(24) Yult) = > due (BO +) Ti DB (rar) (w= 1,2,--4m) 
k=l a 


dargestellt wird. 

Nach Bestimmung der Nulllésungen kehren wir zum allgemeinen Fall 
der Inhomogenitit der Integralgleichung (1) zuriick. Damit die Glei- 
chungen (19), auf welche diese sich reduziert, lésbar sind, miissen ihre 
linken Seiten n notwendigen und in ihrer Gesamtheit hinreichenden linearen 
homogenen Bedingungsgleichungen geniigeun, welche auf folgende Weise 
zu erhalten sind: Um etwa die u” Bedingungsgleichung zu bilden, multi- 
pliziere man ftir i= 1,2,---,m die rechte Seite der i" Gleichung (19) 
mit g,, und setze die Summe iiber alle i gleich Null. So ergeben sich 
fiir die Lésbarkeit der Integralgleichung (1) die » notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungsgleichungen 


b 
(25) O= (v,(t) flat (u=1,2,---,n), 


wo die Funktionen y,(f) das durch die Formeln (24) gegebene linear 
unabhiingige, vollstindige System von Nulllésungen in ¢ durchlaufen. 

Ebenso ergeben sich fiir die Lésbarkeit der Integralgleichung (2) die 
n notwendigen und hinreichenden Bedingungsgleichungen 


(26) 0 = (9, (s)9(8) ds (u=1,2,--m), 


wo die Funktionen ,(s) das durch die Formeln (23) dargestellte linear 
unabhiingige, vollstiindige System von Nulllésungen in s durchlaufen. 
Zum Schlu8 sollen die Hauptresultate dieses Paragraphen kurz in 
folgenden Siitzen zusammengefaBt werden: 
Die linear unabhdngigen, volistiindigen Systeme von Nulllisungen in s 
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und Nulllisungen in t des Kernes K(s,t) sind stets endlich wnd von 
gleicher Anzahl. 

Ist diese Anzahl Null, d. h. gibt es iiberhaupt keine Nuliliswngen, so hat 
die Integralgleichung (1) und ebenso auch die Integralgleichung (2) stets eine 
und nur eine Lisung. 

Ist die Anzahl von Null verschieden, so besteht die notwendige und hin- 
reichende Bedingung der Lisbarkeit der Integralgleichung (1) in der Ortho- 
gonalitét von f(s) zu allen Nulllisungen in t, und aus einer Lisung ergibt 
sich die Gesamtheit aller durch Hinguaddieren aller Nulllisungen in s. 
Ebenso besteht die notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Lisbar- 
keit der Integralgleichung (2) in der Orthogonalitit von g(t) zu allen Null- 
lisungen in 8, und aus einer Lisung ergibt sich die Gesamtheit aller durch 
Hinzuaddieren aller Nulllisungen in t. 

Alle diese fundamentalen Theoreme sind zuerst von Fredholm mittels 
seiner beriihmten Reihen bewiesen worden. Das hier auseinandergesetzte 
einfache Beweisverfahren hat durch die Formeln (23), (24) auch Aufschlu8 
tiber die Gestalt der Nulllésungen gegeben. 


§ 5. 
Der lésende Kern. 

Es lohnt der Miihe, im Falle nicht verschwindender Determinante A 
die Lésung in Formeln etwas weiter durchzufiihren. 

Man bezeichne mit A;, die Adjunkte des k*" Koeffizienten der 7" 
Zeile von A, lése die Gleichungen (19) auf und fiihre die erhaltenen 
Formeln in (17) ein. Dann geht das Gleichungssystem (19), (17) tiber 
in das Gleichungssystem 


acm 


(27) es = ry A.J (6, orf F(r, 6) B(r) ar) fat, 


(28) os) =f(s) +f Te.) F(O at, 
wo 
mean ts (s, t) 


$4 FA, (49) + f F,(3, r) @(r) dr) (8,0 +fT.(r, © B,(r) ar) 


k=1 | 


gesetzt ist. Die Integralgleichung (28) stellt die Lésung der Integral- 
gleichung (1) eindeutig dar. 
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Ebenso wird die Lésung der Integralgleichung (2) durch die Integral- 
gleichung ‘ 

(29) vO) =—9O +f Us, 8) 99) ds 
eindeutig dargestellt. 

Die Funktion [(s,¢) wird der lésende Kern des Kernes K(s,t) ge- 
nannt. Durch Einfiihrung von (1) in (28) und (28) in (1) folgen leicht 
die Gleichungen b 
(30) K(s,t) =F (s, t)—f K(s,r) (vr, t).ar, 


b 
(31) K(s,t) = (s,t)—f K(r,t) 0 (s,r) dr. 


Diese Gleichungen kénnen auch zur Definition des lésenden Kernes dienen, 
da sich aus ihnen wiederum das wechselseitige Auseinanderfolgen von 
(1) und (28) und ebenso auch von (2) und (29) ergibt. Der lésende 
Kern ist ferner eindeutig definiert. Denn betrachtet man ¢ als Parameter, 
so geniigt [(s,¢) als Funktion von s der Integralgleichung (30), welche 
vom Typus der Integralgleichung (1) ist, und daher, weil A gemaB 
Vorausetzung nicht verschwindet, nur eine einzige Lésung hat. Auch 
der ,,lésende Kern“ ist von Fredholm eingefihrt worden. 


§ 6. 
Transformation des Kernes. 

In diesem Paragraphen soll ein Theorem bewiesen werden, das in 
der Theorie der nicht linearen Integralgleichungen von wesentlicher Be- 
deutung ist. 

Es mégen die Funktionen 


9: (8), P2(8), - + +» Y, (8), 

v, (0), ¥,(¢), i.e ¥,(¢) 
volistindige Systeme linear unabhingiger Nulllésungen des Kernes K(s, ¢) 
in s und in ¢ bilden. Wir setzen 


(32) Q(s, ) = >’ p,(s) 4,(f) + K(s, 0), 


v=1 
wo die p,(s) und q,(t) reelle stetige Funktionen bedeuten. 
Ferner setze man 


Ay, =f ¥4(0) p(t) dr, 


B,, =f 94(r) a(0) ar. 
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Dann besteht die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap 
der neue Kern Q(s, t) keine Nulllisungen mehr hat, darin, dap keine der 
beiden n-reihigen Determinanten |A,,\ und |B,,| verschwindet. Beriick- 
sichtigt man, daB alle Nulllésungen in s von K(s, ¢) in der Form 

D> (8) 

v=l 
darstellbar sind, und alle Nulllésungen in ¢ in der Form 

> v(0, 

vel 
so kann, wie leicht ersichtlich, das eben ausgesprochene Kriterium auch 
in die Forderung formuliert werden, daB K(s,¢) weder eine zu allen p, 
orthogonale Nulllésung in ¢, noch eine zu allen qg, orthogonale Null- 
lésung in s hat. 

Beweis. Die Notwendigkeit unserer Bedingung folgt unmittelbar 
aus ihrer zweiten Formulierung. Denn giibe es z. B. eine zu allen p, 
orthogonale Nulllésung in ¢ des Kernes K(s,¢), so wire sie, wie die 
Verifikation in die Augen springen liBt, auch eine Nulllésung in ¢ des 
Kernes (Q(s, ?). 

Es ist also nur noch zu zeigen, daB die Bedingung hinreichend ist, 
d. h. daB ihr Erfiilltsein Nulllésungen von Q(s,¢) ausschlieBt. Nehmen 
wir also an, der Kern Q(s,?¢) habe eine Nulllésung in s, o(s): 


0= 9(s)—{ Q(s,t) p(H at, 


(33) 9(s) — J K(s, t) p(t) dt = > po(s),f qo(t) (0) at. 


Multipliziert man diese Gleichung mit y,(s)ds und integriert von a 
| bis b, so verschwindet die linke Seite. Man erhilt also die Gleichungen 


v=" 6 
D> Aur fae @dt=0 (w= 1,2,---,n). 


v=1 


Hieraus folgen wegen des vorausgesetzten Nichtverschwindens der Deter- 
minante |A,,| die Gleichungen 


(34) Sat) p(t) dt =0 (v—1,2,-++,m). 


Es miibte also wegen (33), (34) (s) auch von K(s,¢) eine Nulllésung 
in s sein, welche wegen (34) zu allen g, orthogonal wire, im Wider- 
spruch zur zweiten Formulierung unserer Bedingung. q. e. d. 
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Wahlen wir z. B. als Funktionen p, irgend ein vollstindiges System 
linear unabhingiger Nulllésungen in ¢ des Kernes K(s, ¢) und als Funktionen 
q» irgend ein vollstandiges System linear unabhingiger Nulllésungen in s, 
so ist unsere notwendige und hinreichende Bedingung, wie ihre zweite 
Formulierung zeigt, erfiillt. Denn wire z(s) eine zu allen p, orthogonale 
Nulllésung in ¢ von K(s,¢), so miiBte auch z(s) zu allen Funktionen 


v=n 


von der Form D ¢,p, orthogonal sein, wo die ¢, beliebige Konstanten 


v=1 

bedeuten. Wegen der vorausgesetzten Vollstiindigkeit des Systems der p, 
sind in dieser Form aber alle Nulllésungen in ¢ von K(s,¢) enthalten, 
und mithin auch 7z(s). Es miibte also z(s) zu sich selbst orthogonal 
sein, was unmdglich ist. Wenn also die vollstiindigen Systeme linear un- 
abhiingiger Nulllésungen in s und in t des Kernes K(s,t) von der Anzahl n 
sind, so laéBt sich dieser Kern durch Hinzufiigung von n Produkten einer 
stetigen Funktion von s mit einer stetigen Funktion von t in einen solchen 
Kern transformieren, der keine Nulllisungen mehr hat. Durch Hinzufiigung 
von weniger als n solchen Produkten kann dies nicht erreicht werden. Denn 
diesen Fall erhilt man bei der spezialisierenden Voraussetzung, dab einige 
der » Funktionen p, identisch gleich Null sein miissen. Dann aber 
verschwindet die Determinante |A,,!. 


SchluBbemerkung. 


Es fndert sich nichts in den eben auseinandergesetzten Sitzen und 
Beweisen, wenn s, ¢t, r,--~- Punkte eines n-dimensionalen, ganz im End- 
lichen liegenden, aus einer endlichen Anzahl analytischer Stiicke bestehenden 
Gebildes in einem »+ m-dimensionalen Raum bedeuten und ds, dt, dr, --- 
die entsprechenden Elemente. 

Auch Unstetigkeiten kénnen in dem in § 16 der vorangehenden Ab- 
handlung kurz angegebenen und in § 12 niaher ausgefiihrten Umfange 
zugelassen werden. 


















F. Kiem. Lineare Differentialgleichungen. 


Bemerkungen zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung. 


(Zusammenhang zwischen dem Oszillationstheorem und den Existenztheoremen 
der automorphen Funktionen.) 


Von 


F. Kxem in Géttingen. 


I. Festlegung der Differentialgleichung. Das Oszillationstheorem. 
Das Polygon auf der 7-Kugel. 


1. Die folgenden Betrachtungen sollen der Bequemlichkeit halber 
an das Beispiel einer méglichst einfach gewihlten Differentialgleichung 
gekniipft werden. Wir verstehen unter a, b,c, a, B, y, 0 reelle Werte, 
die folgenden Ungleichungen unterworfen sein sollen: 


a>b>c; OSa<l, 0S f<1, OSy<l1, O<d<1. 
Die Differentialgleichung, die wir betrachten wollen, sei dann folgende: 


” ,{i—e 1—, 1—y y 
GQ) y+y (; —ate-—its =) + (a—a) (a —b) (x—e) (Az+B)=0. 
Wir haben hier vier singulire Punkte: 
6, & ¢ @ 


und a, b, ¢ entsprechend die Exponentenpaare: 


fe |B {7, 
lo lo \o’ 


die Exponenten 6’, 6”, die zum singuliren Punkte oo gehéren, berechnen 
sich aus den Formeln: 

a+B+y74+0+4 6" =—2, 06” = A, 
und ihre Differenz 6’—6” soll gleich der GréBe 6 sein, fiir welche wir 
bereits eine Ungleichung aufstellten. Die beiden zum einzelnen singu- 
laren Punkte, z. B. zu a, gehérigen Fundamentallésungen von (1) nenne 
ich Y%, Yo; sie sind nur bis auf einen konstanten Faktor bestimmt. 
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Tritt der Grenzfall ein, daB « zu 0 wird, so fallen diese Lésungen in 
die eine Y> zusammen und es tritt dann daneben in bekannter Weise eine 
neue Lésung mit logarithmischem Glied, welche mit Yi, bezeichnet 
sein soll. 

2. Ich kniipfe iibrigens durchweg an die Bezeichnungsweisen und 
Auffassungsweisen an, von denen ich in meinen alten Untersuchungen 
iiber lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung in diesen Annalen 
und insbesondere in meinem hierauf beziiglichen, von E. Ritter 1894 
publizierten autographierten Vorlesungsheft Gebrauch gemacht habe.*) Die 
GréBe B nenne ich den akzessorischen Parameter, und es handelt sich nun 
im folgenden um diejenigen Fragestellungen, welche ich in dem genannten 
Hefte als ,eigentlich transzendente“ bezeichnet habe, niimlich um die 
Festlegung des akzessorischen Parameters B einerseits durch das Oszilla- 
tionstheorem, andererseits durch die LEzistenztheoreme der automorphen 
Funktionen. 

3. Das Oszillationstheorem legt den Parameter B fest, indem es 
einer einzelnen reellen Lésung von (1) bestimmte Bedingungen auferlegt. 
In seiner urspriinglichen Fassung setzt dasselbe ein Intervall der x-Achse 
als gegeben voraus, — es mége mn heiBen —, das keinerlei singuliren 
Punkt enthalt. Wir verlangen, dab eine Lisung y von (1) existieren 


soll, fiir welche der Quotient + bei z = m und bei x =n je einen vor- 


gegebenen reellen Wert annimmt, und die innerhalb des Intervalls mn eine 
vorgegebene Zahl von Malen (die auch Null sein kann) verschwindet; das 
Oszillationstheorem behauptet, daB durch diese Forderungen der Parameter 
B gerade eindeutig bestimmt sei. Das Oszillationstheorem laBt sich aber, 
wenn die Exponentendifferenzen der in Betracht kommenden singuliren 
Punkte reell sind und zwischen 0 und 1 liegen (NB. mit Ausschlu8 dieser 
Grenzen), auch auf solche Intervalle ausdehnen, die sich an singulire 
Punkte heranziehen. Ich darf dann nur, z. B. bei 2 =a, nicht den Wert 


von + vorschreiben, sondern mu angeben, mit welcher linearen Kombi- 


nation Y’—AYy; das y proportional sein soll. In dem Grenzfalle, den 
wir hier mit betrachten wollen, daB nimlich « = 0 wird, tritt eine wirk- 
liche Beschrinkung ein: das y mu, wenn anders die Aussage des 
Oszillationstheorems bestehen bleiben soll, dem Y¢ proportional sein (es 
darf, in der Reihenentwicklung des y bei «=a, kein logarithmisches 
Glied aufireten). Man sehe wegen dieser Einzelheiten und der Beweise 
die Arbeiten von Bécher im American Bulletin von 1898, 1899. bez. das 


*) Im Verlag bei Teubner und neuerdings (1906) dort in unveriindertem Abdruck 
neu ausgegeben. Siehe auch das Referat in Bd. 46 dieser Annalen. 
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zusammenfassende Referat Béchers in Bd. II der mathematischen Ency- 
klopidie (Randwertaufgaben bei gewéhnlichen Differentialgleichungen). 
4. In der Theorie der automorphen Funktionen hinwieder betrachtet 
man den Quotienten 4 = - irgend zweier Partikularlésungen von (1), 
bez. das Kreisbogenviereck, auf welches dieses m die Halbebene der unab- 
hangigen Variablen x (sagen wir, die ,,positive‘ Halbebene x) abbildet. 
Die Ecken dieses Vierecks, die den singuléren Punkten a, b, ¢, co ent- 
sprechen, sollen mit a’, b’, c’, co’ bezeichnet sein; sie weisen bez. die 
Winkel ax, Ba, yx, dm auf. Man vergleiche die schematische Figur: 


c 


a’ 
Fig. 1. 


Es ist fiir weitergehende Untersuchungen bekanntlich zweckmibig, 
dieses Kreisbogenviereck nicht in der 4-Ebene, sondern auf der »-Kugel 


gelegen zu denken und dann von raumgeometrischen Konstruktionen Ge- 
brauch zu machen. Ich werde mich dabei immer kurzweg der Nicht- 
euklidischen (projektiven) MaSbestimmung bedienen, deren Fundamental- 
fliche die 7-Kugel ist. So ist, wenn weiterhin in diesem Zusammenhange 
von der Drehung um eine Achse durch einen bestimmten Winkel die 
Rede ist, dies immer im zugehérigen Nichteuklidischen Sinne gemeint 
(Drehung = Kollineation, bei der die 7-Kugel in sich tibergeht und die 
Achse Punkt fiir Punkt festbleibt). 

5. Hier mégen, um gewisse spitere Auseinandersetzungen zu er- 
leichtern, gleich folgende Ausfiihrungen Platz finden. Man betrachte die 
vier Ebenen, in denen die Seiten co’a’, a’b’, b’c’, coo’ des auf der Kugel 
gelegenen Kreisbogenvierecks gelegen sind, und folgeweise die vier Raum- 
geraden, in denen sich zwei aufeinanderfolgende dieser vier Ebenen be- 
ziehungsweise schneiden. Ich nenne diese vier Raumgeraden die zu den 
Eckpunkten a’, b’ c’, oo’ des Vierecks gehérigen Achsen. Jede dieser 
Achsen schneidet die Kugel noch in einem zweiten Punkte, und dieser 
mag beziehungsweise a”, b”, c”, co” genannt werden. Was haben die 
Werte, die 7 in diesen verschiedenen Punkten annimmt, mit den zu den 
singularen Punkten a, b, c, oo gehérigen Fundamentallésungen von (1) 
za tun? 
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Um hierauf zu antworten, iiberlege man, daB eine positive Um- 
kreisung der Punkte a,b,c,0oo der x-Ebene eine Drehung der 4-Kugel 
um die Achsen a’a”, bb’, cc’, co'co” beziehungsweise von der Amplitude 
2an, 2hx, 2yx, 262 liefert (wobei der Sinn der Drehung fiir einen in a’, 
bez. b° oder ¢ oder co’ befindlichen Beobachter positiv ist). Hiermit 
halte man zusammen, da bei den genannten Umkreisungen die Quotienten 


vi yh yy ¥F 


8 
7”6hOUCNe|6 Oe Oh 


die Faktoren 
ettze eine etry, etind 

erhalten. Wir schlieBen: in den Punkten a’, 0’, ¢, co’ der 4-Kugel ver- 
schwinden beziehungsweise die Lisungen Yt, Y%, Y;, YF, in den Punkten 
a”, b”, ce”, co” aber beziehungsweise die Lisungen Y¢, Y3, Yo, Ys. Dabei 
miissen wir, da unser Viereck die Abbildung der positiven Halbebene x 
sein sol], alle vieldeutigen Funktionen so verstehen, wie sie bei analy- 
tischer Fortsetzung tiber diese Halbebene hin herauskommen. 

6. Um das Gesagte in bestimmte Formeln zu fassen, will ich Y/ 
und Yj bevorzugen. Es sei, bei. analytischer Fortsetzung iiber die 
positive Halbebene x hin, 


Yo mit YF —4, Ys, Yo mit YF —ia Ye 
proportional, ebenso 
Y; mit Y¥f—p,¥s, Yo mit YF — yp, Ye, 
Y; mit YF —v,Y*, Yo mit YF —v, YF. 
Wir setzen nun " 
Yo’ 
Ye 
und schlieBen, daf dieses q in den Punkten 
a,a’; Ub"; ¢,¢’; cw’, co 
beziehungsweise die Werte annimmt: 
Aye Ag3 Way Hes M1, M3 0, 00. 


qQ= 


” 


II. Unsere Fragestellung. Beispiel einer Differentialgleichung 
mit sechs singuliren Punkten. 


1. Ich erinnere nunmehr daran, daB ich in verschiedenen friiheren 
Arbeiten die Aufmerksamkeit darauf lenkte (vergl. die obengenannte Auto- 
graphie), wie sich die Oszillationsbedingungen, denen die einzelne reelle 
Partikularlésung einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung in 
einem Intervall mn der z-Achse geniigt, in der Gestalt des zugehérigen 
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Kreisbogenpolygons der y4-Ebene (oder 4-Kugel) widerspiegeln. Man hat 
vor allem den Satz, daB auf jede Halboszillation des y eine Selbstiiber- 
schlagung des dem Intervall mn entsprechenden Stiicks der korrespon- 
dierenden Seite des Kreisbogenpolygons kommt. Diese Uberlegungen 
sollen hier an dem Beispiel der Differentialgleichung (1) in etwas ver- 
iinderter Fassung wieder aufgenommen werden. Und zwar soll es sich 
um besondere Fille der folgenden allgemeinen Fragestellung handeln: 

Die Theorie der automorphen Funktionen (im weitesten Sinne ge- 
nommen, woriiber unten niihere Ausfiihrungen) verlangt, iiber die in den 
linearen Differentialgleichungen auftretenden akzessorischen Parameter so zu 
verfiigen, daB die entsprechenden Figuren auf der 1-Kugel (im vorliegenden 
Fall unser Kreisbogenviereck) gewisse ausgezeichnete Eigenschaften erhilt; 
wie weit kann man diese Forderungen mit dem Oszillationstheorem in Ver- 
bindung bringen, bez. die zugehirigen Existenztheoreme der automorphen 
Theorie aus dem Oszillationstheorem beweisen? 

Es handelt sich also um eine Fortsetzung der Untersuchungen, die 
den AbschluB der Autographie von 1894 bilden. Wenn ich heute, nach 
so langer Zeit, auf diese Fragestellungen zuriickkomme, so liegt dies 
daran, daB Hr. Hilbert neuerdings im Verfolg seiner Untersuchungen itiber 
Integralgleichungen zu hierher gehérigen Ansiitzen gelangt ist (wie so- 
gleich ausgefiihrt werden soll), und daB wir im Anschlusse daran letzthin 
in gemeinsamen Seminariibungen, an denen auch Hr. Minkowski teilnahm, 
die einschligigen Fragen eben an dem einfachen Beispiel der Differential- 
gleichung (1) mit unseren fortgeschrittenen Studenten durchgesprochen 
haben. Ich hoffe sehr, daB hier Ansitze gewonnen sind, deren Verfolg 
zu einer vollen Aufklirung der bei der vorbezeichneten allgemeinen Frage- 
stellung vorliegenden auBerordentlich interessanten Verhiltnisse fihren kann. 

2. Vorab méchte ich noch darauf hinweisen, daB ich den Zusammen- 
hang zwischen dem Oszillationstheorem und den Existenztheoremen der 
automorphen Funktionen bereits 1890 in einer Note in den Géttinger 
Nachrichten (,,Zur Theorie der Laméschen Funktionen“, p. 90/93 daselbst) 
an einem anderen einfachen Beispiel kurz beriihrt habe. 

Es handele sich um eine lineare Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung mit sechs reellen Verzweigungspunkten: 


a, 6, c, d, e, o, 


deren jeder die Exponentendifferenz ; aufweist, so daB wir als zugehdrige 


Exponenten die folgenden wahlen kénnen: 


EEE REE 
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Die Differentialgleichung lautet dann 


(2) yt2(454+-4+4A)t+, y (5 + Bat+ Bx +B’) 0. 


e) * (a—a) ---(a—e) 


Die Theorie der automorphen Funktionen behauptet, daB man die 
drei hier auftretenden akzessorischen Parameter B, B’, B”’ auf eine und nur 
eine Weise so festlegen kann, daB die Abbildung der positiven Halbebene x 
in der »-Ebene folgende Gestalt annimmt: 


edcb 
Fig. 2. 

Man iibersieht sofort, dab die Abbildung der gesamten 2-Ebene, 
wofern man in ihr Einschnitte von a nach b, von-c¢ nach @ und von e 
nach oo lings der reellen z-Achse anbringt, durch folgende Figur ge- 
geben wird: 


in der drei Volikreise ab, ¢a@, @oo' auftreten. Es heiBt dies, daB alle 
Partikularlésungen von (2), wenn man lings der z-Achse von a nach b 
und dann von 6 nach a zuriickgeht — oder auch von ¢ nach d und von 
da nach ¢ zuriick, bez. von e nach co und von da nach e zuriick — 
gerade eine Halboszillation ausfiihren. Solcherweise ist die automorphe 
Angabe also in mannigfacher Weise von seiten des Oszillationstheorems 
za fassen. (Die Ausdehnung des Oszillationstheorems auf Intervalle, die 


zwischen zwei Verzweigungspunkten, mit den Exponenten . und 0 hin- 


und hergehen, tritt schon in meiner ersten Arbeit tiber das Oszillations- 
theorem auf (1881, Math. Ann. Bd. 18; Uber Kérper, welche von kon- 
fokalen Flichen zweiten Grades begrenzt sind).) 
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111. Uber den besonderen Fall der Differentialgleichung (1) mit 
den Exponentendifferenzen (0,0, 0,0). (Hilbertsche Entwickelungen, 
automorphe Obertheoreme.) 


1, Auf die Beweise, welche Hilbert fiir das Oszillationstheorem aus 
der Theorie der Integralgleichungen gewinnt, kann hier nicht eingegangen 
werden; man vergl. iibrigens einige hierher gehdrige Auseinandersetzungen, 
welche Hr. Hilb neuerdings in Bd. 63 dieser Annalen (p. 38 ff: Uber 
die Reihenentwickelungen der Potentialtheorie) gegeben hat. Es soll 
hier nur von der besonderen Verbindung zwischen dem Oszillationstheorem 
und der Theorie der automorphen Funktionen die Rede sein, welche 
Hilbert fiir denjenigen Fall der Differentialgleichung (1) aufgefunden hat, 
wo die Exponentendifferenzen «, B, y, 0 stimtlich Null sind (also bei allen 
singuliren Punkten logarithmische Glieder auftreten). 

Wir wihlen, dieser Annahme entsprechend, bei 

a, b, ¢, 
als Exponenten 
(oO fO 4O 41 
0 {0 \o \1 
und haben so die Differentialgleichung: 


1 1 


” , 1 y 
(3) y +9 (S54 5sa ts) + ewe ter #t DO 


Das zugehérige Kreisbogenviereck hat vier Spitzen, wie schematisch 
durch folgende Figur veranschaulicht sei: 





‘ 


c 


a 
Fig. 4. 

und es handelt sich nun, gemaB dem einfachsten Ansatze aus der Theorie 
der automorphen Funktionen, darum, den akzessorischen Parameter B so 
za bestimmmen, daB das Viereck von einem durch die vier Ecken gehenden 
Orthogonalkreis umschlossen wird. 

2. Bemerken wir gleich, daB letztere Forderung sich von selbst in 
folgende zwei spaltet: 


a) daB die vier Ecken iiberhaupt auf einem Orthogonalkreis gelegen 
sein sollen, 
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b) daB dieser Orthogonalkreis von keiner Seite des Kreisbogenvierecks 
durchsetzt werden soll (andernfalls erhilt man die von mir so genannten, 
sogleich zu erlaiuternden automorphen Obertheoreme). 

Ich erinnere ferner daran (cf. Fricke in den Vorlesungen tiber die 
Theorie der automorphen Funktionen, Bd. I, p. 412), daB die vier Ecken 
eines Kreisbogenvierecks mit lauter Nullwinkeln von selbst immer auf 
einem Kreise liegen; nur ist es im allgemeinen kein Orthogonalkreis. 

Wir kénnten nun auf die Erérterungen tiber das Kreisbogenviereck 
auf der Kugel zuriickgreifen, die in I, 5 gegeben worden sind. Wir 
wiirden dann bemerken, daB im vorliegenden Falle die Punkte a’ und a”, 
b’ und b”, ¢ und ¢”, oo’ und oo” beziehungsweise zusammenfallen, so 
daB die vier Achsen des Vierecks in Kugeltangenten verwandelt sind. 
Ich komme hernach hierauf beiliufig zuriick, begntige mich aber tibrigens 
im vorliegenden Falle, wo die geometrischen Verhiltnisse so besonders 
einfach sind, damit, das Kreisbogenviereck in der Ebene zu betrachten. 

3. GemaiB den Angaben in I, 3 diirfen wir das Intervall mn der 
z-Achse, auf welches das Oszillationstheorem bezogen werden soll, im 
vorliegenden Falle nur so bis an singulire Punkte der Differentialgleichung 
heranerstrecken, daB wir fiir die in Betracht kommende Partikularlésung y 
das Auftreten logarithmischen Verhaltens ausschlieBen, d. h. (mit Riiek- 
sicht auf die Werte der Exponenten) verlangen, daB die Partikularlésung 
im betreffenden singularen Punkt endlich bleibt. 

Das Neue an dem nunmehr zu besprechenden Hilbertschen Ansatze 
ist nun, dab das Intervall mn nicht nur in dem so geschilderten Sinne 
beiderseits bis an singulire Punkte herangezogen wird, sondern da es 
zugleich iiber einen singuliiren Punkt hiniibergezogen wird. Ich will der 
bequemeren Zeichnung wegen fiir diesen im Intervall gelegenen singu- 
liren Punkt den Punkt } wihlen (an sich kénnte ein beliebiger anderer 
singulérer Punkt genommen werden); wir haben dann nachstehendes 
Intervall: 











Fig. 5. 


Und zwar wird nicht etwa verlangt, daB die in Betracht zu ziehende 
Partikularlésung y in dem in der Mitte gelegenen singuliren Punkt (also 
‘in 5) endlich ist, vielmehr nur, daf sie iiber diesen Punkt hiniiber in 
charakteristischer Weise diskontinuierlich fortgesetzt werden soll. 

Die Regel hierfiir ist einfach folgende: Hat y rechts von b die Dar- 
stellung: 
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(4) y = Be — b) + log (a — b) - B,(@ — b) 
(wo $,, ®, gew6hnliche Potenzreihen mit reellen Koeffizienten sind), so 
soll links von 6 die Darstellung gelten: 
(4) y = B,(c — b) + log (b — x) - B(x — b). 

Der Verlauf von y wird also schematisch durch folgende Figur ge- 
geben sein: 











"Se rs) 





Fig. 6. 


(y bei a und ¢ endlich, bei b mit der charakteristischen Unstetigkeit be- 
haftet). 

4. Da wir y bei =} in der vorstehenden Figur positiv unendlich 
genommen haben, so ist $,(z — b) in der Nahe von x=} negativ (was 
sogleich zur Geltung kommen wird). Andererseits haben wir die Figur 
so skizziert, daB weder zwischen a und b, noch zwischen b und ¢ eine 
Nullstelle von y liegt. Das Oszillationstheorem wiirde gestatten, in eines 
dieser beiden Segmente eine beliebige Anzahl von Nullstellen zu verlegen 
(wobei dann das andere Segment, wie man zeigen kann, von Nullstellen 
frei bleibt). Aber dies fihrt, beim Ubergange zum 7-Viereck, zu den 
bereits in Aussicht gestellten ,Obertheoremen“ und mag hier vorliufig 
noch ausgeschlossen sein. 

Die Hilbertsche Behauptung ist nun, daB dem Auftreten einer solcher- 
weise definierten Partikularlésung y von (3) bei unserem Kreisbogenviereck 
genau das Vorhandensein eines umschlieSenden Orthogonalkreises entspricht. 

5. Man kann die Richtigkeit dieser Behauptung auf folgende Weise 
einsehen. Wir stellen neben das definierte y diejenige Partikularlésung 
{y), welche in der Nahe von } durch $,(7—b) gegeben ist, also bei 
x =b endlich ist und sich ohne Diskontinuitit tiber } hiniiber fortsetzt. 
Bei z = a und bei x =e wird dieses (y) — weil es doch von der dort 
endlich bleibenden Lésung y verschieden ist — notwendig unendlich werden. 

Wir setzen nun im Intervalle ab 


(5) 


we 
(y) 
und haben fiir alle anderen Punkte der Halbebene z — weil wir doch 
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ein zusammenhiingendes Abbild dieser Halbebene in der 4-Ebene ent- 
werfen wollen — unser » durch analytische Fortsetzung iiber die ge- 
nannte Halbebene hin zu erkliren. Es kommt dies wegen der charakte- 
ristischen Unstetigkeit, die wir in die Definition der reellen Funktion y 
beim Ubergange von ab zu be aufgenommen haben, darauf hinaus, daB 
wir im Intervalle be setzen miissen: 
’ y + ix(y) y ‘ 

(5’) nee = + * 

Unser 4 ist also im Intervalle be. nicht mehr reell, sondern hat den kon- 
stanten imagindren Bestandleil ix. ; 

Jetzt ist es leicht, das Kreisbogenviereck der 4-Ebene, welches der 
positiven Halbebene zx entspricht, seiner allgemeinen Gestalt nach festzu- 
legen. Wir iiberlegen zuniichst, daB unser y, wenn 2 lings der reellen 
Achse von b bis a geht — nach den Angaben, die wir iiber das Ver- 
halten von y und (y) an den beiden Enden gemacht haben — auf reellem 
Wege von — co bis 0 lauft. Und zwar handelt es sich nur um die ein- 
fach durchlaufene Strecke von — oo bis 0, nicht um eine einfache oder 
mehrfache Umspannung der ganzen reellen Achse. Denn sonst miiBte y 
im Inneren des Intervalles ab Nullstellen haben, was wir doch ausdriick- 
lich ausgeschlossen haben. Wir iiberlegen ferner, daB fir die Differenz 
% — ix, wenn « lings der reellen Achse von b bis ¢ geht, genau dasselbe 
gesagt werden kann. Damit haben wir fiir das Kreishogenviereck der 
7-Ebene folgende zwei Begrenzungskanten festgelegt: 


‘ 


GG oc’ (n=) 
(_~— (QM Us. (n-0) 








und das Viereck hat iuideabaainide eine Gestalt folgender Art: 


‘ 


Cc 


WY, 4! 


‘ 


a 
Fig. 8. 
Hier sieht man, daf die Ecken a’, b’, c’, oo’ in der Tat auf einem 
Orthogonalkreise liegen, der das Viereck nirgends durchsetzt, namlich auf der 
geraden Linie, welche die Punkte a’, 00’, c verbindet, w. z. b. w. 
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6. Hiermit ist das Grundtheorem der automorphen Funktionen im 
vorliegenden Falle erledigt. Was aber die in Aussicht gestellten Ober- 
theoreme angeht, so entstehen dieselben, wenn man der Partikularlésung y 
auBer ihrem Verhalten an den Stellen a, b, c im Intervalle ab bez. be 
eine beliebige Anzahl von Nullstellen auferlegt. Es handelt sich dann, 
allgemein zu reden, um Kreisbogenvierecke mit den Winkeln (0, 0, 0, 0), 
welche ihren Orthogonalkreis ein- oder mehreremal durchsetzen. Die Ober- 
theoreme besagen (wenn ich es zunichst in dieser unbestimmten Form 
ausdriicken darf), daB man den akzessorischen Parameter B in (3) immer 
auf eine und nur auf eine Weise so bestimmen kann, daB ein sich selbst 
tiberschlagendes Viereck von bestimmtem Typus herauskommt. (DaB Ober- 
theoreme dieser Art existieren, habe ich bereits in einer Vorlesung tiber 
lineare Differentialgleichungen, die ich 1890/91 hielt, nach verschiedenen 
Richtungen ausgefiihrt; diese Vorlesung ist s. Z ebenfalls autographiert 
worden; ich habe sie aber, da sie vielfach nur vorliufige Ideen enthielt, nie 
in den Buchhandel gebracht: trotzdem findet man gelegentliche Zitate 
daraus, z. B. auch in dem bereits genannten Bocherschen Encyklopidieartikel.) 

7. Um dies genauer auszufiihren, will ich dem y zuniichst zwischen 
b und ¢ eine (und nur eine) Nullstelle auferlegen. Gleichzeitig mige 
Fig. 8 durch die folgende aquivalente, aber fiir den vorliegenden Zweck 
bequemere Figur ersetzt sein: 


c' 
Fig. 9. 
Dem neuen y mu ein Viereck entsprechen, das sich von dem so ge- 
zeichneten auBer durch zweckmiBbige Verschiebung der Punkte a’, b’, c’, 00’ 
dadurch unterscheidet, daB sich die Kreisbogenseite b’c’ einmal tiber- 
schligt. Dies ist nicht anders méglich (aus allgemeinen gestaltlichen 
Griinden), als wenn sich die gegeniiberstehende Seite a’oo’ auch einmal 





186 F. Krew. 


von dem wir sagen, daB es aus dem Grundtypus, Fig. 9, durch Ein- 
hiingung eines Kreisringes quer zu den Seiten b'c’ und a’co’ entstanden sei 
(durch Einhingung eines Kreisringes entlang einem Verzweigungsschnitt, 
der die Seiten b’c’ und a’co’ quer verbindet). — Vermehrt man jetzt die 
Zahl der Nullstellen, welche y im Intervalle be besitzen soll, so kommt 
das darauf hinaus, daB dem Polygon in der geschilderten Weise eine ent- 
sprechend gréBere Zahl von Kreisringen eingehiingt werden soll. Hiermit 
haben wir iiber eine erste unendliche Serie von Oberpolygonen, und iiber die 
Aussage der entsprechenden Obertheoreme, eine volle Ubersicht. 

Die zweite (ebenso unendliche) Serie kommt hervor, wenn wir dem y 
im Intervalle ab Nullstellen in wachsender Zahl auferlegen. Wieder 
handelt es sich darum, einem Grundviereck vom Typus der Fig. 9 Kreis- 
ringe in beliebiger Zahl einzuhiingen, dieses Mal quer 2u ab’ und ¢ ov’, 
also entlang etwa dem in folgender Figur gezeichneten Verzweigungsschnitte: 


Als ,,Kreisring“ ist hier natiirlich ein Ebenenteil bezeichnet, der sich 
durchs Unendliche zieht und die iiber a’b’ bez. cco’ stehenden Kreise 
von auBen umgibt. 


8. Es eriibrigt noch zu bemerken, daB die Polygone, welche von 
den Obertheoremen geliefert werden, wenn man sie nach dem Gesetz der 
Symmetrie unbegrenzt vervielfaltigt, unendlich-vielblittrige Uherdeckungen 
ihrer Ebene liefern, so daB man mit ihnen aus der Theorie der eindeutig 
umkehrbaren und iiberhaupt der endlichdeutig umkehrbaren automorphen 
Funktionen heraustritt. Es ist ein Schritt in das allgemeine Gebiet hinein, 
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das ich iiberhaupt der Aufmerksamkeit des Mathematikers nachdriicklich 
empfehlen méchte: man fragt nach den Nichteuklidischen Abmessungen, 
die das einer vorgelegten linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
entsprechende Kreisbogenpolygon — oder allgemeiner: der ihr entsprechende 
Fundamentalbereich —, besitzen mag, insbesondere nach der funktionalen 
Abhiangigkeit, die zwischen diesen Abmessungen und den Werten der 
akzessorischen Parameter der Differentialgleichung besteht. 


IV. Inangriffnahme des allgemeinen Falles der Differential- 
gleichung (1). (Die Involutionsbedingung.) 


1. Es soll sich nunmehr darum handeln, fiir den allgemeinen Fall 
der Differentialgleichung (1), wo die «, B, y, 6 siimtlich >0 (aber < 1) 
sind, ebenfalls einen Zusammenhang zwischen der Forderung, daB das 
Kreisbogenviereck einen Orthogonalkreis haben soll, und dem Oszillations- 
theorem herzustellen. Wir werden eine Regel erhalten, die im Grenzfalle 
(0, 0,0, 0) natirlich in den unter III. gegebenen Hilbertschen Ansatz 
iibergeht. Aber die Sache ist doch wesentlich komplizierter als in diesem 
Grenzfalle und bedarf dementsprechend einiger Vorbereitung. 

2. Wir denken uns das Kreisbogenviereck jetzt, wie bereits unter 
I, 4 erértert, auf der 7-Kugel gelegen. Wir werden einen Orthogonalkreis 
haben, sobald die vier Seitenebenen des Vierecks in einen Punkt zu- 
sammenlaufen (dessen Polarebene hinsichtlich der y-Kugel aus dieser dann 
den gewiinschten Orthogonalkreis ausschneidet). Je nachdem der in Rede 
stehende Schnittpunkt auBerhalb der Kugel, auf der Kugel oder innerhalb 
derselben liegt, haben wir einen eigentlichen (reellen) Orthogonalkreis, 
einen Orthogonalkreis, der sich auf einen Punkt zusammenzieht, oder auch 
een imaginiiren Orthogonalkreis. Wir werden im folgenden die Figuren 
immer fiir den ersten dieser drei Fille entwerfen, der fiir die Theorie 
der automorphen Funktionen der interessanteste ist und in der Tat bei 
dem unter III behandelten Spezialfall von selbst vorliegt. Man beachte, 
daB der Kegel, der sich in diesem Falle vom Schnittpunkte der vier 
Ebenen an die Kugel legen laBt, reell ist und also die projektive Mab- 
bestimmung, die man fiir die Ebenen und Strahlen des Punktes auf 
diesen Kegel griinden kann, hyperbolisch ausfillt. 

Statt der vier Seitenebenen betrachten wir jetzt die vier Achsen, 
die wir oben mit a’a”’, b'b", cc’, 00’ co” bezeichneten, d.h. die Durch- 
schnittsgercden der aufeinander folgenden Ebenen. Jede dieser Achsen 
wird gema8 ihrer Definition von der vorangehenden und der nach- 
folgenden geschnitten, z. B. die Achse oo’co” (die wir fernerhin aus- 
zeichnen wollen) einerseits von c’c”, andererseits von aa”. Schneiden sich 
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aber die vier Seitenebenen des Vierecks in einem Punkte, so laufen auch 
o0’00", cc” und a’a” in diesem Punkte zusammen (durch den dann 
natiirlich auch 0b” geht). Umgekehrt ist ersichtlicherweise das Zusammen- 
laufen von oo’0o”, cc” und a’a” in einem Punkt die hinreichende Be- 
dingung dafiir, daB es einen gemeinsamen Schnittpunkt der vier Ebenen 
gibt. Wir werden also das Zusammenlaufen der drei Achsen verlangen. 

3. Ich werde diese geometrische Forderung jetzt in besonderer 
Weise analytisch ausdriicken. Nach den unter I, 6 gegebenen Ent- 
wickelungen gehéren zu den Punkten 


- 2. , id , ” 
c,c’; oo, 0; a,a 


%,%; 0, 00; A, a. 
Dabei wissen wir, daB einerseits c’, c’, andererseits a’, a” mit co’, 00” je 
in einer Ebene liegen. Die beiden Ebenen bilden miteinander den (Nicht- 
euklidischen) Winkel dz. Ich will nun die Ebene oo’co”a’a” — oder 
vielmehr den Kreis, in welchem sie die 4- Kugel schneidet — als ,,Meridian 
der reellen Zahlen“ wihlen. Dann sind 4,, A, reelle GréBen und ich 
schreibe, um dies hervorzuheben: 
(6) A=, Qa. 
Dagegen sind v,, v, Produkte reeller GréBen n,, m, in den Faktor e~‘*?: 
(6’) y, = ,e-**9, ay, =e nem !*9, 

Man denke sich nun die Ebene o0’co”c’c” um die Achse o0’00” in 
den Meridian der reellen Zahlen hiniibergedreht. So entstehen aus ¢, c” 
zwei Punkte auf diesem Meridian, die wir der Kiirze wegen ebenfalls 
¢, e” nennen wollen; die Anordnung soll folgende sein: 


als zugehérige »-Werte 


ao 


c 
Fig. 13. 


Dabei gehéren zu den Punkten co’, co”; a’, a”; c’,c” dieser Figur die 
reellen 4-Werte 0, 00; 1,, 1,; ,,”,. Wir haben nicht mehr und nicht 
minder zu verlangen, als dap die in der Figur zu konstruierenden Ver- 
bindungsgeraden oo’, 00”; a’a”; ¢,c” in einen Punkt susammenlaufen; 
anders ausgedriickt: daf die Peiiieese co’, 00”; a’,a”; cc” auf dem 
Kegelschnitte drei Paare einer Involution bilden. Nun driickt sich aber 
letzteres in bekannter Weise durch die Involutionsbedingung 
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(7) Il, = myn, 
aus, womit wir die analytische Formulierung fiir das Vorhandensein eines 
Orthogonalkreises haben. 

4. Diese Bedingung verwandelt sich nun vermége I, 6 sofort in eine 
Aussage tiber die gegenseitigen Beziehungen der zu den singuliren Punkten 
oo, a und ¢ gehérigen Fundamentallésungen von (1). Um diese Aussage 
bequem zu fassen, empfiehlt sich noch eine bestimmte Verabredung tiber 
die Festlegung der zum Punkte co gehérigen Fundamentallésungen, — 
eine Verabredung, die dem Wesen nach mit der Hilbertschen Festsetzung 
fir den Fall (0, 0, 0, 0) stimmt, die in den Formeln (4), (4’) ihren 
Ausdruck fand, und die andererseits das genaue Aquivalent ist fiir die 
gerade eben vollzogene Drehung um die Achse co’oo”, durch die ¢’, c” auf 
den Meridian der reellen Zahlen zu liegen kamen. Wir setzen nimlich fest: 

Migen Y;, Yj» fiir (hinreichend groBe) positive reelle Werte von x 
und damit im ganzen Intervall coa durch Formeln folgender Art erklirt sein: 

1\" «./1 0 1\o" on /1 
@) Y=(s) -¥(z),  W—(z) -8"(2): 


x 


unter J’, YB" Potenzreihen mit reellen Koeffizienten verstanden, so soll fiir 
(hinreichend groBe) negative reelle Werte von x und damit im ganzen Inter- 
vall coe folgende Definition gelten: 


r 1 é , 1 oo 1 6” “t 1 
® w-CN ee, w-Ci¥@): 
Hiernach miissen diejenigen Funktionswerte, die sich aus den Lésungen (8) 


durch analytische Fortsetzung iiber die positive z-Halbebene hin fiir das 
Intervall coe ergeben, fortan mit 


ove we oo" YE 


bezeichnet werden. 


Nun haben wir friiher (in I, 6) festgesetzt, daB in der positiven Halb- 
ebene x ; a 
Yy; mit Yy — v, Y>-, Yo mit Yj — wv, Yj, 


proportional sein solle. Wir werden das jetzt fiir das reelle Intervall 


coc, indem wir dieses als Begrenzung der Halbebene auffassen, gemib 
(8°) dahin aussprechen, daB 


wit oo! 1G — oy! HB, 
Ye mit eo '*". Yp— vee". Yer, 
oder, was dasselbe ist, dab 
Y; mit Yy—1,-¢"*. Yj, 
Ys mit Ye —»-¢'**. YP 
proportional sein solle. 
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Aber v,¢7° und »,¢7* sind gerade die reellen Betrage, die wir in 
(6’) mit m, und », bezeichnet haben (wihrend in (6) fiir die an sich 
reellen GréBen 4,, 4, die Bezeichnungen /,, J, eingefiihrt wurden). So 
resumiert sich also die Sachlage folgendermaBen: 
Definiert man Yj, Ys fiir das Intervall coa durch die Formeln (8), 
fiir das Intervall coc durch die Formeln (8°), so werden die zu a und c 
gehirigen Fundamentallisungen mit reellen Verbindungen der Yj, Ys pro- 
portional. Niimlich 
Yi mit Ys —, Ys, Yo mit Yy —l, Ys 
Y; mit YS —mY5, Yo mit Ys —neY>°. 


Unser Kreisbogenviereck wird dann und nur dann einen Orthogonalkreis 
haben, wenn zwischen den so definierten Grifen |, n die Involutionsbe- 
dingung (7) besteht. 

5. Die so gewonnene Aussage ist an sich so einfach wie méglich; 
sie ist auch ausschlieBlich auf die reellen Lésungen von (1) bezogen; 
sie hat aber doch noch nicht die Form, welche fiir einen Ansatz im 
Sinne des Oszillationstheorems brauchbar ist. Denn das Oszillations- 
theorem bezieht sich immer auf eine einzelne Lésung von (1), wabrend 
hier sechs Lésungen nebeneinander betrachtet werden. Wir werden das 
Resultat also noch weiter umsetzen miissen, wie in den folgenden beiden 
Abschnitten geschehen soll. 

Vorher bemerken wir noch, daB die Bedingung, die wir in III fir 
das Vorhandensein eines Orthogonalkreises in dem besonderen Falle 
(0, 0, 0, 0) erhielten, mit dem nunmehr gewonnenen allgemeinen Resultat 
iibereinstimmt. Man kniipfe, um dies zu sehen, etwa an Fig. 13 an. Im 
Falle (0, 0, 0, 0) sind hier die Achsen c0’00”, a’a”, cc” alle drei Tan- 
genten des Meridians der reellen Zahlen. Sollen dieselben auBerdem durch 
einen Punkt gehen, so ist das, gemaB der Entstehung der Figur, nur so 
mdglich, daB die Achsen a’a” und cc” zusammenfallen. Beachten wir 
noch, daB wir jetzt fiir jeden singuliren Punkt nur eine (doppeltzihiende) 
Fundamentallésung haben, zu der als zweite Lésung eine solche mit loga- 
rithmischem Gliede tritt. Die (doppeltzihlenden) Fundamentallésungen 
fiir die Punkte a und ¢ werden mit Yj und Yo, die Fundamentallésung 
fiir den Punkt oo mit YY zu bezeichnen sein. Die zum Punkte oo ge- 
hérige Lésung Yi,g wird, im Sinne von (8), (8’) oder von (4), (4’), so zu 
definieren sein, daB sie sowohl im Intervalle oa als im Intervalle co¢ 
reell ausfallt. Wir haben dann: 

Soll ein Orthogonalkreis vorhanden sein, so miissen die zu a und c 
gehirigen Fundamentallisungen Yo und Yo derselben linearen Verbindung 
von YY und Yicg proportional sein. 


und 
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Und das ist gerade der Sinn der Fig.6. Nur ist dort statt des 
Punktes oo, den wir hier auszeichneten, als Vergleichspunkt der Punkt b 
gewahlt, fiir den sich das Sachverhiltnis bequemer zeichnen lieB. 


V. Vorbereitungen zur Adaptierung des gewonnenen Ansatzes an das 
Oszillationstheorem. (Abwicklung des Vierkants; Fortsetzung der reellen 
Lésungen von (1) tiber die singuliren Punkte hinweg.) 

1. Um die in IV. erhaltene Involutionsbedingung der Form nach an 
den Ansatz des Oszillationstheorems anzupassen, werden wir jetzt unsere 
geometrische Betrachtung und die analytische Behandlung parallel zuein- 
ander in gewisser Weise weiter entwickeln. 

2. Die Fig. 13 entstand, indem wir die Achse c’c” so um die Achse 
oo’co” herumdrehten, daB sie, gleich der Achse a’a”, in die Ebene der 
reellen 4-Werte fiel. Indem wir durchweg mit Nichteuklidischen Vorstel- 
lungen operieren, wollen wir uns vorstellen, dab unser ganzes Vierkant 
wie ein starrer Kérper dieser Drehung unterworfen werde. Dann ist in 
Fig. 13 das Stiick co’c’ des Meridians der reellen Zahlen eine Abwicklung 
der gleichbenannten Seite unseres auf der 4-Kugel gelegenen Kreisbogen- 
vierecks (wihrend das Stiick a’co’ des Meridians von Hause aus eine 
Seite des Kreisbogenvierecks ist). Wir wollen mit dieser Abwicklung nun 
fortfahren, indem wir das Vierkant in seiner neuen Lage um c’c” drehen, 
bis die Punkte b’, b” desselben in zwei Punkte des Meridians der reellen 
Zahlen fallen, dis wir der Kiirze wegen ebenfalls mit b’, b” bezeichnen. 
Dann drehen wir das Vierkant um die so erhaltene neue Achse bb" und bringen 
wieder a’, a” auf den Meridian der reellen Zahlen, wo sie jetzt a,’, a,” 
genannt werden sollen. Folgeweise drehen wir um a,’, a,” und erhalten 
zwei Punkte oo,’, co,” unseres Meridians, usw. usw. Wir bekommen auf 
unserem Meridian eine wnendliche Reihe von Punktepaaren: 

a’, a”; 00’, 00"; ¢, 6"; Bb"; ay’, ay"; 004’, 00,"53 +++, 
die wir natiirlich auch nach der negativen Seite unbegrenst fortsetzen kinnen, 
und damit eine unbegrenzte Abwicklung der Peripherie unseres Kreisbogen- 
vierecks auf unseren Meridian. Man vergleiche folgende (schematische) Figur: 
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3. SchlieBlich ist auf solche Weise jedes der vier Segmente a@00 


60, cb, ba der reellen x-Achse unendlich oft auf den Meridian der 
reellen 4-Werte iibertragen. Und da jeder vollen Abrollung unseres Vier- 
kants eine bestimmte Nichteuklidische Bewegung entspricht, die unseren 
Meridian in sich iiberfiihrt, so gehen die unendlich vielen reellen Werte 
von », die solecherweise dem einzelnen reellen x zugeordnet sind, aus dem 
einzelnen 4 durch wiederholte Anwendung einer bestimmten reellen linearen 
Substitution hervor: Das reelle x ist eine linear-automorphe Funktion des 
reellen y. SchlieBlich hiiufen sich, wenn die Verhiltnisse so liegen, wie 
sie in der Figur gewahlt sind, die zu demselben x gehérigen 1»-Punkte 
nach rechts und links hin gegen zwei Grenzpunkte P und Q, die in 
der Figur bereits markiert sind; es sind dies die Fixpunkte der in Rede 
stehenden linearen Substitution. 

4. Ist nun bei unserem Kreisbogenviereck insbesondere ein Ortho- 


gonalkreis vorhanden, so hat das zur Folge, daB alle die unendlich vielen 
Punktepaare . 
- @,a"; o0',00"; ¢,c";--- 

zu P und @Q harmonisch sind. Umgekehrt kénnen wir infolgedessen die 
Bedingung, daB ein Orthogonalkreis vorhanden sei, auf sehr verschiedene 
Weisen aussprechen, worauf wir im SchluBabschnitt zuriickkommen. 

5. Wir wollen vorab den analytischen Ansatz ebenso weit fordern: 
Da ist das erste Hilfsmittel, da8 wir in Ubereinstimmung mit (8), (8’) eine 
Verabredung treffen, welche genau der festgesetzten Abwickelung unseres 
Vierecks auf den Meridian der reellen Zahlen entspricht. Wir werden 
jetzt nimlich nicht nur Yj, Yj auf der reellen x-Achse so definieren, 
daB sie beiderseits vom Punkte oo reell sind, sondern in entsprechender 
Weise hinsichtlich der Umgebungen der Punkte a, b, ¢ die zu a, b, ¢ ge- 
hérigen Fundamentallésungen. Wir setzen also z. B. fiir x =a: 

rechts von a: 


(9) ¥2 = (2—a)'B,(z—a), Y3—B,(r—a), 
und links von a 
(9) ¥2—(a—z2)"B,(z—a), Y3—8,(c—a), 
unter $,, $8, Potenzreihen mit reellen Koeffizienten verstanden. 
6. Durch diese Verabredung erreichen wir in der Tat, daB wir jede 
reelle Lésung y von (1) entlang der reellen z-Achse iiber jeden singuliren 


Punkt mit einer charakteristischen Unstetigkeit reell fortsetzen kénnen. 
Ist z. B., wenn wir von rechts an a herankommen, 


y¥ = CaYet+ Yo, 


so werden wir durch eben diese Formel das y links von a erkliren ete. etc. 
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So on 


SchlieBlich kénnen wir so die einzelne reelle Liésung y fiir unbegrenzt 
wiederholte, positive oder negative Durchlaufung der genannten x-Achse 
immer weiter verfolgen. 
7. Um von hier aus Anschluf an die Figur (14) zu erhalten, haben 

wir nur das in I, 6 vorgefiihrte 7: 
_ % 

Ys 
im Sinne der nun getroffenen Verabredungen unbegrenzt, an der reellen 
X-Achse entlang zu verfolgen. 


v] 


VI. Ricecati-Kurven. 


1. Die soeben gegebene geometrische und analytische Entwicklung 
gehen, wie gesagt, durchaus parallel, aber der nihere Vergleich wird 
schleppend, weil den einfach unendlich vielen reellen Werten von y zwei- 
fach unendlich viele reelle Lésungen von (1): 


Y= OY, + C¥e 
gegeniiberstehen. Wir werden diesen Umstand vermeiden, wenn wir jetzt 


statt der Lésungen von (1) die Lésungen der zugehérigen Riccatischen 
Gleichung 


(10) a C+ Ys 


: Yi + Y's 
ins Auge fassen. 


Den Inbegriff vermége (10) zusammengehériger reeller Werte von z 
und z nenne ich Riccati-Kurve. Die Riccati-Kurven ziehen sich vermége 
der in V getroffenen Festsetzungen iiber die singuliren Werte +—a, b,c, 00 
reell hinweg. Und dabei liegen insofern besonders anschauliche Verhiilt- 
nisse vor, als durch jeden nicht singuliren Punkt der Ebene (z, x), — 
d. h. durch jeden Punkt, dessen x von a, b, c, co verschieden ist —, nur 
eine Riccati-Kurve geht. Die Ebene (2, x) wird, von diesen singuliren 
Stellen abgesehen, die besonderer Untersuchung bediirfen, von den Riccati- 
Kurven gerade einfach tiberdeckt. Dabei enthilt die Formel (10) ohne 
weiteres ein iibrigens wohlbekanntes geometrisches Gesetz: Die durch (10) 
gegebenen einfach unendlich vielen Riccati-Kurven schneiden eine beliebige (nicht 
singulire) Vertikale x= X in einer Punktreihe, die zu den Werten “ 
projektiv ist. — Wir kénnen natiirlich ebenso wohl sagen, daB die Punkt- 
reihe den Werten — -- projektiv sei. 


2. Man schreibe jetzt in (10) fir — den Buchstaben 1, also: 


CG 


11 Z= i ns, 
(11) %— 1” 
Mathematische Annalen. LXIIII 
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wo » reell sein soll. Die durch den einzelnen Wert dieses y festgelegte 
Riecati-Kurve schneidet die x-Achse da, wo y,— 4y,=0 ist, wo also 4 


gerade gleich dem Quotienten : * ist. Hiermit aber nimmt der soeben 


2 
ausgesprochene Satz die folgende einfache Form an, welche die volle Ver- 
bindung mit der Betrachtung von V, speziell der Figur (14), herstellt: 

Ordnet man jedem reellen Punkte der x-Achse diejenige Riccati-Kurve (11) 
zu, die durch thn hindurchgeht, so schneidet die Schar der Riecati- Kurven 
eine beliebige night singulire Vertikale x = X in einer Punktreihe, welche 
zu der entsprechenden, in (14) auf dem Meridian der reellen Zahlen ge- 
legenen Punktreihe direkt projektiv ist. 

3. Hiernach lassen sich alle Einzelheiten der Figur 14 auf die 
Schar unserer Riccati-Kurven iibertragen. Beispielsweise .entsprechen 
den Punkten a’, a,',--- der Fig. 14 die Schnittpunkte, welche unsere 
Vertikale «= X bei immer wiederholter Durchlaufung der gesamten 
x-Achse mit derjenigen Riccati-Kurve hat, die der Lésung y* von (1) 
entspricht. Alle die Forderungen, die wir hinsichtlich der involutorischen 
Lage der Punktepaare von Fig. 14 erhoben, iibertragen sich, etc. etc. 

4. Mehr beiliiufig will ich geltend machen, daB sich das Oszillations- 
theorem in seiner urspriinglichen Fassung (I, 3) in besonders einfacher 
Weise auf die Riccati-Kurven iibertrigt. In der Tat, wenn dasselbe in 
den Endpunkten eines Intervalls x der 2-Achse die Werte vorschreibt, 


die der Quotient % fiir ein geeignetes y annehmen soll, so heiBt das jetzt 


einfach, daB eine Riccati-Kurve existieren soll, die fir =m und s=n 
vorgegebene Ordinaten z aufweist, d. h. die zwei gegebene Punkte der 
Ebene (2, 2) verbindet. Den Nullpunkten aber, die man dem y im Inter- 
valle mn auferlegen mag, entsprechen direkt Nullpunkte des z, also 
Schnittpunkte der Riccati-Kurve mit der x-Achse. 


VII. Endgiiltige Adaptierung der Involutionsbedingung (7) an das 
Oszillationstheorem. 


1. Gemaib 1V,5 wird die Aufgabe, die wir noch zu lésen haben, 
darin bestehen, daB wir die Involutionsbedingung (7) in eine Bedingung 
fiir eine einzelne Lisung von (1), oder vielmehr jetzt fiir eine einzelne 
Riceati- Kurve umsetzen. 

Dies lat sich nunmehr folgendermafen erreichen: 

2. Ich scheide aus der Betrachtung der Fig. 14 zuniichst alle 
Punkte aus, die mit b oder ¢ oder co bezeichnet sind, d. h. ich betrachte 
nur die Punkte a’, a,’, a,,--- und a’,---. Will ich von den Punkten 
a’, a;', @y',--+ aus die Grenzelemente P, Q der Figur festlegen, so werde 





Lineare Differentialgleichungen 195 





ich vier aufeinanderfolgende Punkte, etwa a’, a,’, a,', @;) gebrauchen. 
P und @Q sind die Fixpunkte derjenigen Kollineation unseres Kegel- 
schnittes (d. h. des Meridians der reellen 4-Werte) in sich, bei der a’ 
in a,', a,’ in ay’, a,’ in a, tibergeht. Man konstruiere jetzt (auf unserem 
Kegelschnitt) zu a’ hinsichtlich P und Q den vierten harmonischen Punkt. 
Dann deckt sich die Involutionsbedingung (7) mit der Forderung, dap dieser 
vierte harmonische Punkt mit a” zusammenfillt. 

3. Es eriibrigt, diese Forderung in die Sprache der Riccati- Kurven 
zu tibertragen. Wir verlangen, dap eine mit bestimmten Unstetigkeiten 
behaftete Riccati-Kurve bei x =a bestimmte Grenzbedingungen befriedige. 
Die Kurve soll bei = a gemaB der Formel 


ay? 
s= Yo: —- 
dz 
beginnen. Wir verfolgen den Verlauf der Kurve, indem wir viermal 
hintereinander an der z-Achse entlang laufen (wobei wir an den singuliren 
Stellen a, b, ¢, co die ein fiir alle Mal verabredeten Diskontinuititen an- 
bringen). Auf einer beliebig anzunehmenden nicht singuliren Vertikalen 
«= X mégen dabei vier Schnittpunkte mit der Riccati-Kurve entstehen, 
die ich a’, a,', ay’, a, nenne. Ich suche mir jetzt auf der Vertikalen die 


Doppelelemente P, Q derjenigen Kollineation, welche a’ in a,’, a,’ in ay’, 
a,’ in as tiberfiihrt. Ich konstruiere mir ferner hinsichtlich dieser P, Q 
auf der Vertikalen zu a’ den vierten harmonischen Punkt, den ich a” 
nenne. Ich unterbreche jetzt den stetigen Verlauf meiner Riccati-Kurve, 
indem ich von a,’ zu a” iiberspringe und nun liings der 2-Achse zuriick- 
gehe, bis ich zum ersten Male nach «=a gelange. Die Forderung ist, 
dap ich bei x =a in 


aye 


a 
a= Yo: 


hineinmiinde. Dann und nur dann hat das Kreisbogenviereck auf der 
»-Kugel einen Orthogonalkreis. 

4. Hiermit ist das Ziel erreicht, das ich mir in der gegenwirtigen 
Arbeit gesteckt habe. Es bleibt zu untersuchen, ob die Hilbertschen 
Methoden ausreichen, das Oszillationstheorem fiir ein so kompliziertes 
Bedingungssystem, wie wir es gerade aufstellten, zu beweisen. Der Fall, 
der dabei zuniichst interessiert, ist der, wo die gesuchte Riccati-Kurve im 
Inneren der Intervalle ab, be, €00, c0a keinen Schnittpunkt mit der 2- 
Achse aufweist. Zeigt sich, daB man im einzelnen Intervall statt dessen 
noch irgend eine Anzahl von Schnittpunkten vorschreiben kann, 80 
treten neben das automorphe Grundtheorem noch entsprechende Ober- 
theoreme. 

13* 
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Zum SchluB mége folgende Andeutung gestattet sein. Die gewéhn- 
liche Theorie der automorphen Funktionen, d. h. die Theorie der ein- 
deutigen automorphen Funktionen bezieht sich nur auf solche Fille der 
Differentialgleichung (1), bei denen «, 6, y, d die reziproken Werte ganzer 
Zahlen sind. Es ist sehr unwahrscheinlich, daB der Beweis des formulierten 
Oszillationstheorems von diesem Umstande abhiingen sollte (vielmehr wird 
es wahrscheinlich geniigen, daB die reellen GréBen «, B, y, d zwischen 
Null und Eins liegen). Wir werden also, wenn es gelingt, die Oszillations- 
betrachtung durchzufiihren, in doppeltem Sinne iiber die gewdhnliche 
Theorie der automorphen Funktionen hinausgefiihrt: einmal, indem sich 
eventuell Obertheoreme neben das Grundtheorem stellen, dann aber, weil 
Werte der «, 8, y, 6 miterledigt werden, die aus der genannten Theorie 
naturgemaB herausfallen. 


Géttingen, im April 1907. 





Evcen Mever. Kongruenzaxiome der Geometrie. 


Uber die Kongruenzaxiome der Geometrie. 
Von 


Eugen Meyer in Charlottenburg. 


§ 1. 


Die Abbildung der hyperbolischen und elliptischen Geometrie auf 
den duklidischen Raum, die Hr. Klein auf Grund von Cayleys projek- 
tiver MaBbestimmung entwickelt hat*), erfordert bekanntlich, da in 
dem Euklidischen Raum eine ovale bezw. nullteilige Fliche**) 2. 0. 
als absolutes Gebilde zum Zwecke einer projektiven MaBbestimmung an- 
genommen wird, und im ersteren Falle lediglich diejenigen Punkte als 
eigentliche Punkte der Geometrie betrachtet werden, die innerhalb der 
Flache liegen. Dabei fallt aber diesem absoluten Gebilde eine dreifache 
Aufgabe zu: 

1) Es bestimmt als Punktgebilde durch die ihm mit einer beliebigen 
Geraden, dem Triger einer Punktreihe, gemeinsamen Punkte auf dieser 
eine projektive MaBbestimmung fir die Strecken; 

2) es bestimmt als Ebenengebilde durch die ihm mit einer beliebigen 
Geraden, dem Trager eines Ebenenbiischels, gemeinsamen Ebenen in diesem 
Biischel eine projektive MaBbestimmung fiir die Winkel; 

3) es trennt die eigentlichen Punkte von den idealen. 

DaB in einer solchen Abbildung es dieselbe Fliche ist, der diese 
drei Aufgaben zufallen, ist nun, wenn man sich auf den allgemeineren 
Standpunkt stellt, den die neuesten Untersuchungen tiber die Grundlagen 
der Geometrie einnehmen, ebensowenig notwendig wie, daB es gerade 
immer eine Fliche 2. O. ist. Es ist vielmehr der wesentliche Inhalt der 
in der hyperbolischen und elliptischen Geometrie geltenden Axiome der 
Kongruenz, des Parallelismus und des Archimedischen Axioms, also der- 
jenigen Axiome, die man als die ,,metrischen“ bezeichnen kénnte, dab 


*) Mathem. Annalen Bd. 4, 8. 573—625. 


**) Vgl. Klein, Vorlesungen tiber Nicht-Euklidische Geometrie II, Gdttingen 1893, 
8. 62f., 144f. 
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eine solche Abbildung gerade in der oben bezeichneten Weise méglich ist. 
Inzwischen hindert nichts, einmal die Frage zu stellen, welche Axiome 
in einer Geometrie gelten, wenn man statt des einen absoluten Gebildes 
drei verschiedene voraussetzt. Man wird dabei je nach der Art dieser 
Gebilde und ihrer gegenseitigen Lage recht verschiedene Geometrien er- 
halten, und es werden gewisse Beschrinkungen notwendig sein, damit 
diese Geometrien noch als der unsrigen ,,niichststehende“*) gelten kénnen. 

Solche Geometrien sind nun in der Tat schon behandelt worden. 
So hat schon Hr. Hilbert in seiner ersten Verdéffentlichung iiber die 
geometrischen Axiome**) gezeigt, daB die Giiltigkeit seiner Axiomgruppen 
der Anordnung, der Verkniipfung und der Stetigkeit die notwendige und 
hinreichende Bedingung ist fiir die Méglichkeit einer eineindeutigen Ab- 
bildung der Gebilde der Geometrie auf das Innere eines ,nirgends kon- 
kaven Kérpers“ des Euklidischen Raumes, derart, daB der Begrenzungs- 
fliche dieses Kérpers die Funktionen 1) und 3) zufallen. Und wir werden 
sehen, daB auch die von Hrn. Hilbert konstruierte Geometrie, in welcher 
der erste Kongruenzsatz fiir Dreiecke nicht gilt***), ein Beispiel fiir die 
genannten Geometrien darstellt. 

Indessen hat man gar nicht erst nétig, kiinstlich geschaffene Systeme 
heranzuziehen; die gewdhnliche Euklidische Geometrie kann schon als 
ein Beispiel angesehen werden. Bezeichnet man nimlich, wie es ge- 
wohnlich geschieht, die imaginiren Kreispunkte als ihr ,Absolutes“ (wir 
beschriinken uns hier wie auch im folgenden der Einfacbheit halber auf 
ebene Geometrien), so ist dies ungenau. Schon Hr. Klein hat darauf 
hingewiesen}), dab der Kegelschnitt, als dessen Ausartung die beiden 
Punkte anzusehen sind, nur als Liniengebilde sich in diese Punkte auf- 
gelést hat, als Punktgebilde aber in die doppelt zu zihlende Verbindungs- 
grade der beiden Punkte degeneriert ist. Wir haben also hier zwei wohl 
zu unterscheidende absolute Gebilde, eine doppelt zu ziahlende Grade fiir 
die Aufgaben 2) und 3), ein Punktepaar fiir 1), wenn man in 2) statt 
des Ebenenbiischels fiir die ebene Geometrie das Strahlenbiischel ein- 
gefiihrt denkt. 

Man sieht dies noch deutlicher, wenn man durch das ,,Absolute“ 
nicht eine MaBzahl fiir Strecken und Winkel bestimmt, sondern durch das 
Absolute lediglich festlegt, was man unter kongruenten Strecken und 


*) Vgl. D. Hilbert in seinem Pariser Vortrage ,,.Mathematische Probleme‘. 
4. Problem. 
**) D. Hilbert, Uber die grade Linie als kiirzeste Verbindung zweier Punkte. 
Math. Ann. Bd. 46, 8. 91. — Grundlagen der Geometrie 2. Aufl., Leipzig 1903, 8. 83 
“*) Grundl. d. Geom. 2. Aufl. 8. 20¢f. 
+) Math. Ann. Bd. 4, a. a. O. § 13 





Kongruenzaxiome der Geometrie. 199 


Winkeln verstehen will, also — unter Beschrinkung auf Kegelschnitt® als 
absolute Gebilde — an Stelle von 1) und 2) festsetzt: 

1) Alle diejenigen Strecken mit dem Anfangspunkt P sollen_,,kon- 
gruent“ heiBen, deren Endpunkte auf einem den absoluten Kegelschnitt 
R, in dessen Schnittpunkten mit der Polaren von P doppelt beriihrenden 
Kegelschnitt liegen. 

2) Alle diejenigen Winkel mit dem einen Schenkel & sollen kongruent 
heiBen, deren zweite Schenkel einen den absoluten Kegelschnitt &, der- 
artig doppelt beriihrenden Kegelschnitt umhiillen, daB die den beiden 
Kegelschnitten gemeinsamen Tangenten durch den Pol von 2 gehen.*) 

Bei dieser Auffassung nimlich sieht man, daB das Absolute &, fiir 
die Streckenkongruenz die imaginiren Kreispunkte sind und jene doppelt 
beriihrenden Kegelschnitte die Kreise, wihrend das Absolute &,, fiir die 
Winkelmessung die doppelt gezihlte unendlich ferne Grade ist, und jene 
doppelt beriihrenden Kegelschnitte Punktepaare auf der Geraden, als Linien- 
gebilde (Kurven 2. Klasse) gedacht. S, und &,, beriihren einander hier 
gleichfails doppelt, so daB der vorliegende Fall auch als durch eine 
Partikularisation — die aber jetzt dualistisch ist — desjenigen aufgefaBt 
werden kann, in welchem S, und &,, nicht degenerierte, einander doppelt 
beriihrende Kegelschnitte sind. Mit dieser Auffassung stimmt denn auch 
die Tatsache zusammen, daB es in der Euklidischen Geometrie Ahnlich- 
keitstransformationen gibt; denn diese werden immer dann und nur dann 
vorhanden sein, wenn &, und &,, nicht zusammenfallen. 

Im folgenden wollen wir uns nun auf den Fall der ebenen Geometrie 
beschrinken und ferner annehmen, daB die absoluten Gebilde allgemeine 
oder degenerierte Kegelschnitte §,, &, und S; sind, denen bezw. die zu 
Anfang mit 1), 2) und 3) bezeichneten Aufgaben zufallen. Die Ent- 
fernung zweier Punkte und der Winkel zweier Geraden sei dann in der 
iiblichen Weise durch den mit einer beliebigen, aber fest gewahlten Kon- 
stanten multiplizierten Logarithmus desjenigen Doppelverhiltnisses definiert, 
das durch &, bezw. &, auf der Verbindungslinie der Punkte bezw. fiir 
den Scheitel des Winkels bestimmt wird. Der Wert des Logarithmus 
und die Konstante seien in bekannter Weise so gewihlt, daB jeder Strecke 
und jedem Winkel eine einzige reelle Zahl zugeordnet ist. Fiir eine 
solche Geometrie gelten dann die Axiome der Anordnung und Verkniipfung, 
die ersteren zutreffenden Falls mit der fiir die elliptische Geometrie nétigen 


*) Zur Definition der Kongruenz von Strecken und Winkeln, die nicht einen 
Endpunkt bezw. einen Schenkel gemeinsam haben, zieht man dann in unmittelbar 
ersichtlicher Weise die Axiome III, bezw. III, heran. Ich beziehe mich hier wie im 
folgenden, wenn nicht ausdriicklich etwas anderes bemerkt wird, stets auf das in 
Hilberts Festschrift, 2. Aufl. gegebene Axiomensystem. 
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Modifikation*) (niimlich immer dann, wenn &, nullteilig ist). Damit auch 
die Axiome der Kongruenz, mit Ausnahme desjenigen fiir Dreiecke III,, 
und die Axiome der Stetigkeit gelte~, muB man, wie eine leichte Uber- 
legung zeigt, sich im Falle, dab &, oder &, oder beide einteilig sind, auf 
die Punkte beschrinken, die innerhalb &, und innerhalb &,, liegen, und 
annehmen, daB &, mit &, zusammenfiillt. 

Indem wir uns diese Bedingungen auferlegen, erhalten wir Geometrien, 
in denen alle Axiome mit Ausnahme des Kongruenzaxioms III, giiltig sind.**) 
Ich hoffe, daB die nachfolgenden Uberlegungen geeignet sind, den vollen 
Inhalt jenes Kongruenzaxioms III, aufzudecken und zu zeigen, daB dieses 
allein das ,Axiom der Bewegung“ ist, wihrend die iibrigen Kongruenz- 
axiome auch bestehen kénnen, ohne daB eine ,Bewegung“ iiberhaupt 
miglich ist. 


g 2. 

Dem Kongruenzaxiome II], kénnen wir folgende Form geben: 

Ist ein beliebiges Dreieck ABC und die Strecke A, B, = AB gegeben, 
so existieren stets zwei und nur zwei Dreiecke, denen die Seite <A, B, 
gemeinsam ist, so daf 


B,C, ~ BC, C, A, = CA, 


x ABC~ A,B,C,, x BCA~B,C,A,, xX CAB~ C,A,B,.**) 


Solche Dreiecke nennen wir kongruent. — 

Es seien nun in der Euklidischen Ebene die beiden Kegelschnitte 
RK, und &, (mit der obigen Bedeutung) festgelegt. Messen wir dann 
Strecken und Winkel mit der durch 8, und &, definierten MaBSbestimmung 
und bezeichnen wir zwei Strecken oder Winkel als kongruent, wenn sie 
gleiche Linge bezw. gleiche GriéBe haben, so laBt sich folgender Satz 
beweisen: 

Sind ABC und A,B,C, zwei Dreiecke, deren in gleichem Umlaufsinn 
aufeinander folgende Seiten und Winkel paarweise kongruent sind, und gibt 

*) Vgl. Hilberts Festschrift, 2. Aufl. S. 24 oder: Annales de l'Ecole Normale 
(8). 17. S. 205f. 
**) Wegen einer Modifikation des Axioms I, vgl. das Folgende. 

**) Vgl. hierzu J. Mollerup, Studier over den plane Geometris Aksiomer. Diss. 
Kopenhagen 1903, 8. 36. Im wesentlichen stimmt diese Form des Kongruenzaxioms 
mit derjenigen bei M. Pasch, Vorlesungen iiber neuere Geometrie, Leipzig 1882, 
8. 109, VIII. Grundsatz, tiberein. Auch diejenige, die Hr. F. Schur nach Peanos 
Fondamenti di Geometria in Math. Ann. Bd. 55, 8. 275 unter 4 mitteilt, ist im Grunde 
dieselbe, doch wird hier die Kongruenz durch die Miglichkeit der Uberfiihrang mittels 
Bewegung definiert. 
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es keine Kollineation, welche die Ebene in sich, die Punkte A,, B,, C, in 
bezew. A, B, C und gleichzeitig R, und &,, in sich iiberfiihrt, so sind die 
beiden Dreiecke durch Festlegung der Punkte A und A, und der Halb- 
strahlen AB und A,B, eindeutig bestimmt. 

In der Tat: es gibt wegen der Kongruenz der Dreieckswinkel eine 
Kollineation, welche die Punkte A,, B,, C, in beaw. A, B, C und &, in 
sich selbst tiberftihrt. Sie transformiere &, in &,. Diese Kollineation — 
eine Bewegung bei der Nicht-Euklidischen MaBbestimmung mit dem 
Absoluten &,, — ist aber dadurch eindeutig bestimmt, daB man von ihr 
fordert, sie solle den Punkt 4, in den Punkt A und die unbegrenzte 
Grade A, B, in die Grade 
AB iberfiihren. Trifft 
nun (vgl. Fig. 1) A, B, 

R, in F, und G,, AB 
aber &, in F und G, 
S, in F und G, so be- 
stimmen die drei Punkte- 
paare (4 A), (FF ),(GG) 
auf dieser Graden zwei 
zusammenliegende _pro- 
jektive Punktreihen. 
Wegen der Kongruenz der 
Dreiecksseiten ist aber: 


(FABG) = (F,A,B,G,) 
—(F ABG), im 


uaod hieraus geht hervor, daB B als zweiter Doppelpunkt jener Projektivitat 
schon eindeutig bestimmt ist. Auf analoge Weise kinnen wir zeigen, 
da unser Satz in bezug auf Punkte und Linien, Winkel und Strecken 
vollkommen dualistisch in sich ist, daB auch der Winkel BAC eindeutig 
bestimmt ist. Und da die obige Kollineation den Halbstrahl A,C, in 
AC transformiert, so sieht man ebenso wie oben, daB auch die Punkte 
B, und B auf diesen Halbstrahlen und damit die beiden Dreiecke ein- 
deutig bestimmt sind. 

Unser Satz besagt also, daB, wenn es fiir der Fall nicht zerfallender 
R, und &,, Paare kongruenter Dreiecke mit gleichem Umlaufsinn gibt, 
die nicht durch eine ,,Bewegung“, d. h. durch eine &, und &,, gleichzeitig 
in Ruhe jassende lineare Transformation in sich tibergefiihrt werden 
kénnen, ein soleches Paar schon durch Fixierung zweier homologer Ecken 
und zweier durch diese gehenden Halbstrahlen, auf denen ein Paar 
homologer Seiten liegen soll, eindeutig bestimmt ist. 
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§ 3. 

Wir besprechen nun einzelne Fille: 

a) R, und R, zerfallen nicht, sind beide einteilig oder beide 
nullteilig und beriihren einander doppelt. 

Dann gibt es, wie bekannt, co' Kollineationen, die &, und &,, gleich- 
zeitig in sich iiberfiihren*), und zu jedem Dreieck gibt es co' kongruente. 
Da sich aber bei einer dieser Transformationen jeder Punkt A auf dem- 
jenigen Kegelschnitt bewegt, der zu der durch &, und &,, bestimmten 
Biischelschar gehért und durch A geht, so ist es wenigstens auf diese 
Weise nicht immer méglich, das Dreieck so zu verlegen, daB eine seiner 
Ecken in einen beliebig vorgeschriebenen Punkt fillt. DaB es aber 
auf keine Weise immer médglich ist, zeigt der Lehrsatz in § 2. Denn, 
wenn ABC = A,B,C, sein soll und in keiner der eben genannten Kolli- 
neationen sich ABC und A,B,C, einander entsprechen, so gibt es zu 
den co® verschiedenen Dreiecken, die in A eine Ecke und auf dem Halb- 
strahl AB eine Seite haben, nur héchstens oo' Dreiecke (den Strahlen 
durch A, entsprechend) mit einer Ecke in A,, die ihnen kongruent sein 
kénnten. Wir sehen also: 

Es laipt sich eine in sich widerspruchsfreie ebene Geometrie aufstellen, 
in welcher die ebenen Axiome der Gruppe I, ferner die Axiome II, III — mit 
Ausnahme von III, — und V giiltig sind, in welcher ferner das Parallelen- 
postulat der hyperbolischen oder der elliptischen Geometrie gilt, und zu jedem 
beliebigen Dreieck ABC unendlich viele kongruente sich herstellen lassen, die 

‘orderung aber nicht immer erfiillbar ist, daB eine Ecke eines dieser 
kongruenten Dreiecke in einen vorgeschriebenen Punkt fallt. Ferner gibt es 
in dieser Geometrie sowohl Dreiecke, deren Winkel paarweise kongruent sind, 
ohne daB es die Seiten sind (dhnliche Dreiecke), als auch solche, deren Seiten 
paarweise kongruent sind, ohne dap es die Winkel sind 

Das Letztere folgt daraus, dab es Kollineationen gibt — und zwar 
oo*® —, die nur einen der beiden Kegelschnitte in sich iiberfiihren.**) 


*) Vgl. Hermite, Crelles Journ. Bd.47, 8.312; Klein, Math. Ann. Bd.4, S. 601; 
R. Sturm, Math. Ann. Bd. 26, 8. 476. 

**) Saccheri hat den Satz aufgestellt (vgl. Engel und Stackel, Die Theorie der 
Parallellinien von Euklid bis auf Gau8, Leipzig 1895, 8. 84): Wenn es auch nur ein 
einziges Paar nicht kongruenter Dreiecke mit paarweise gleichen Winkeln gibt, so 
ist das Euklidische Parallelenpostulat giiltig. Der oben in a) bewiesene Satz ist 
nun zugleich ein Beweis fiir die Behauptung, daf dieser Satz von Saccheri sich ohne 
Zuhilfenahme des Kongruenzaxioms III, nicht beweisen lépt. In der Tat zitiert auch 
Saccheri bei seinem Beweis den 4. Satz des 1. Buchs von Euklids Elementen (a. a. O. 
8. 84, Z. 6. v. a). 





Kongruenzaxiome der Geometrie. 203 


b) &, zerfaillt in ein Paar konjugiert-imaginirer Geraden, 
R,, in ein Paar auf diesen Geraden liegender konjugiert-imagi- 
nirer Punkte. 


Es gibt dann oo? Kollineationen, die das durch &, und &,, bestimmte 
Dreieck invariant lassen. Man kann also zu jedem Dreieck ABC ein 
kongruentes so bestimmen, daB eine Ecke in einen beliebig vorgeschriebenen 
Punkt fallt; aber es laBt sich durch den Beweis eines Satzes, der dem 
in § 2 aufgestellten ganz analog ist, zeigen, daB es nicht immer méglich 
ist, eine Ecke A in einen beliebig vorgeschriebenen Punkt A, und gleich- 
zeitig die Seite AB auf einen beliebig vorgeschriebenen durch A, gehen- 
den Halbstrahl zu verlegen. 

Indem ich den Satz nicht noch einmal wiederhole, gebe ich lediglich 
den von dem obigen abweichenden Anfang des Beweises. 

Sind niimlich (vgl. die schematische Fig. 2) P und @ die imaginiéren 
Punkte, in die K,, zerfillt, O der Schnitt der imaginiiren Graden, in die 
R, degeneriert, A und A, be- 
liebig gegebene reelle Punkte, 
L und L, mit bezw. A und A, 
inzidente reelle Geraden, und 
fiihrt diejenige Kollineation, 
die das Dreieck OPQ in- 
variant léBt und A, in A 
transformiert, LZ, nicht in L 
iiber, so transformieren wir 
die Ebene in sich vermége 
einer Kollineation, die O und 
die Gerade PQ in Ruhe laBt, 
A, in A, LZ, in L tberfiihrt. 
Durch sie mége P und Q 
in P’ bezw. Q tibergehen. 
Schneiden dann OP und OQ Lund L, in beaw. F, G, F,, G,; OP’ und 
O@Y aber L in F und G, so bestimmen die Punktepaare (4A), (FF), 
(GG) auf L eine Projektivitét, und wenn nun im Sinne der vorliegen- 
den Geometrie AB= A,B, ist, so mub 


(FABG) = (F,A,B,G,) = (FABG) 





Fig. 2. 


sein. Der Fortgang des Beweises ist dann ganz analog dem oben unter a) 
gegebenen. 

Die Verbindungslinie der beiden konjugiert-imaginaéren Punkte P und 
@ ist das Bild der idealen Geraden der Geometrie. Aber hier gibt es 
auch ein ideales Strahlenbiischel, dessen Scheitel der Schnitt O der 
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imaginaren Geraden ist, in die 8, zerfallt. Wie man niemals, wenn man 
auf einer beliebigen Graden fortgesetzt dieselbe Strecke abtrigt, zu einem 
Punkte gelangt, der auf der idealen Geraden liegt, so gelangt man, wenn 
man einen Strah] wiederholt nach derselben Richtung um denselben 
Winkel dreht, niemals zu einem Strahl, der durch den idealen Punkt geht. 
Das ,,Monodromieaxiom“ ist hier nicht erfiillt. Es gibt in dieser Geo- 
metrie die zum Parallelismus duale Erscheinung: ist eine Gerade Z und 
ein beliebiger nicht auf L liegender Punkt P gegeben, so existiert nicht 
nur eine und nur eine Gerade durch P, die mit Z keinen Punkt gemein- 
sam hat; sondern auch ein und nur ein Punkt auf Z, der sich mit P 
nicht durch eine Grade verbinden laBt. Diese Geometrie ist also in ihren pro- 
jektiven und ihren metrischen Eigenschaften vollkommen in sich dual. Also: 

Es laipt sich eine in sich widerspruchsfreie Geometrie aufstellen, in 
welcher die ebenen Axiome der Gruppe I mit Ausnahme von I,, ferner die 
Axiome II, III mit Ausnahme von III,, IV und V gelten, und sich jeder 
Punkt einer beliebigen gegebenen Geraden aufer einem einzigen mit einem 
gegebenen Punkt, der nicht auf jener Geraden liegt, durch eine einzige Gerade 
verbinden lift. Zu jedem beliebigen Dreieck gibt es jedesmal unzihlig viele, 
die nur in den Seiten, oder nur in den Winkeln, oder in Seiten und Winkeln 
mit ihm iibereinstimmen, aber von der leteten Art gibt es ,,im allgemeinen“*) 
nur zwei, wenn fiir eine bestimmte Ecke A ein bestimmter Punkt und fiir 
die Richtung einer in A endigenden Seite ein bestimmter Halbstrahl der 
Ebene vorgeschrieben wird. 

c) R, und &, zerfallen in je ein Paar konjugiert-imaginirer 
Punkte; beide Paare liegen auf derselben reellen Geraden. 

Es lat sich zunichst zeigen: Zwei Dreiecke sind dann und nur dann 
kongruent, wenn sie entweder in zentrisch-symmetrischer Lage sich be- 
finden, d. h. wenn die Verbindungsstrecken entsprechender Ecken einen 
gemeinsamen Halbierungspunkt haben, oder wenn sie derartig perspektiv 
liegen, daB Zentrum und Achse der Perspektivitét unendlich fern sind. 

Beweis: S&, sei in das Punktepaar PQ, &,, in das Punktepaar RS 
degeneriert; P, Q, R, S mégen simtlich auf der Graden L liegen. Wir 
kénnen und wollen annehmen, dafS P und Q mit den imaginiiren Kreis- 
punkten iibereinstimmen. Dann sind zwei Strecken als kongruent zu 
betrachten, wenn sie es im Sinne der Euklidischen Geometrie sind. Zwei 
im Sinne unserer Geometrie kongruente Dreiecke ABC und A,B,C, sind 
es also auch im Sinne der Euklidischen MaSbestimmung (nach dem 
3. Kongruenzsatz), waihrend das Umgekehrte natiirlich nicht der Fall zu 
sein braucht. Es gibt also eine projektive Transformation, die A, B, C 


*) Der genaue Sinn dieses Zusatzes ist’ oben festgestellt. 
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in bezw. A,, B,, C,, aber P und Q entweder einzeln in sich iiberfiihrt 
oder miteinander vertauscht (Bewegung oder Spiegelung im Sinne der 
Euklidischen Geometrie). Durch diese Transformation werde R und S in 
bezw. J und U ibergefiihrt. Treffen nun AB, BC, CA, A,B,, B,C,, 
C,A, die Gerade L in bezw. D, E, F, D,, E,, F,, 80 ist wegen der 
Kongruenz der Winkel: 
RSD, E,F, K RSDEF X% TUD,E,F,, 

und hieraus folgt, daB unsere Kollineation R und S ungeindert laBt. 
Wiirde sie nun P und Q vertauschen, so wiirde sie auf LZ eine Punkt- 
involution mit R und S als Doppelpunkten und P und Q als entsprechenden 
Punkten erzeugen; aber dies ist nicht méglich, da von zwei Paaren 
harmonisch sich trennender Punkte mindestens eines reell sein mub.*) 
Es gehen also auch P und Q und folglich alle Punkte von L einzeln in 
sich tiber. Eine ebene Kollineation aber, welche die unendlich fernen 
Punkte einzeln in sich und ein Dreieck in ein zu ihm kongruentes tiber- 
fihrt, kann nur eine zentrische Spiegelung oder eine Parallelverschiebung 
sein. Damit ist der Satz bewiesen. 

Offenbar gibt es auch hier wieder Dreiecke, die nur in den Seiten, 
und solche, die nur in den Winkeln iibereinstimmen, und zwar bilden sich 
alle der ersteren Art in alle diejenigen ab, die im Sinne der Euklidischen 
Geometrie kongruent sind. 

Wir kénnen also den Satz aussprechen: 

Es lipt sich eine in sich widerspruchsfreie Geometrie aufstellen, in 
welcher die ebenen Axiome der Gruppe I, die Axiome der Gruppe II, II] 
mit Ausnahme von III,, IV und V gelten, und in welcher zwei Dreiecke 
dann und nur dann kongruent sind, wenn sie entweder in zentrisch-sym- 
metrischer oder in derartig perspektiver Lage sich befinden, dap Zentrum 
und Achse der Perspektivitit unendlich fern sind. Es gibt in dieser Geo- 
metrie Dreiecke, in denen nur die Seiten, und solche, in denen nur die Winkel 
kongruent sind. 

Diese Geometrie ist nun mit derjenigen identisch, die Herr Hilbert 
zum Beweise dafiir angestellt hat**), daB das Kongruenzaxiom III, von 
den tibrigen Axiomen der Euklidischen Geometrie logisch unabhingig ist. 
Herr Hilbert miBt hier niimlich die Winkel wie in der gewéhnlichen 
Geometrie; zum Zweck der Messung gegebener Strecken wird dagegen 
die Ebene zunichst durch die Transformation 7: 


v= at+y, y=y 


*) Vgl. Segre im Journal f. Mathem. Bd. 100, S. 320, 2. Abs.; Sannia, Lezioni 
di geometria projettiva, Napoli 1895, S. 108. 
™) Festschrift § 11. 
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in sich transformiert, und dann werden statt der gegebenen die trans- 
formierten Strecken, und zwar diese in der gewéhnlichen Weise gemessen. 

Nun kommt es hier nicht auf die absolute Linge der Strecken, 
sondern nur auf ein Kriterium an, das eine Entscheidung dariiber gestattet, 
ob zwei Strecken kongruent sind oder nicht. Hierzu geniigt aber die 
Fixierung der absoluten konjugiert-imaginaéren Punkte im Unendlichen; 
die Festsetzung einer Mafeinheit ist daneben nicht erforderlich. Sind 
namlich J, und J, die beiden absoluten Punkte, so entscheidet man 
folgendermaBen, ob die beiden Strecken PQ und P,Q, kongruent sind 
oder nicht. Man bezieht den Biischel 8 derjenigen Kegelschnitte, die 
gleichzeitig PJ in J und PJ, in J, beriihren, projektiv auf den Biischel 8, 
derjenigen Kegelschnitte, die gleichzeitig QJ in J und QJ, in J, beriihren, 
indem man folgende drei Paare als entsprechend setzt: 1) die Doppel- 
gerade JJ, sich selbst entsprechend, 2) das zu 8 gehérige Geradenpaar 
PJ, PJ, entsprechend dem zu %, gehdrigen Geradenpaar QJ, Q/J,, 
3) den durch Q gehenden Kegelschnitt von 8 entsprechend dem durch P 
gehenden Kegelschnitt von 8,. Alsdann sind PQ und PQ, kongruent 
oder nicht kongruent, je nachdem der durch @ gehende Kegelschnitt 
von 8 dem durch Q, gehenden Kegelschnitt von 8, in der Projektivitat 
entspricht oder nicht entspricht.*) 

Es kommt aber offenbar auf dasselbe hinaus, ob man die Kongruenz 
zweier gegebener Strecken durch die in gewdhnlicher Weise genommene 
Kongruenz der durch 7 transformierten Strecken definiert, oder ob man 
die Kongruenz der nicht transformierten Strecken unter Zugrundelegung 
der durch 7'-* transformierten Kreispunkte als absoluten Gebildes festlegt. 
Diese zweite Art ergibt aber unsern Fall c), denn jene Transformation 7 
und folglich auch ihre inverse 7~' léBt die unendlich ferne Gerade in- 
variant, aber die imaginiiren Kreispunkte der einen Ebene fallen nicht mit 
denjenigen der transformierten zusammen, da jene Transformationen die 
Gleichung 2*+ y* = const. nicht in sich iberfiihren. 


Charlottenburg, Juni 1906. 
*) Sind J und J, die imaginiren Kreispunkte, so stimmt dies mit der gewdhn- 
lichen Definition der Kongruenz tiberein. — DaB die Axiome fiir die Strecken- 
kongruenz III,. JII,, If], auch bei unserer projektiven Definition der Kongruenz 
giiltig sind, folgt ohne weiteres durch projektive Ubertragung aus ibrer Giiltigkeit 
fiir jenen speziellen Fall. 
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Einleitung. 


In der Euklidischen Geometrie laBt sich der Dreiecksinhalt definieren 
als die einzige absolute Invariante dreier Punkte fiir eine Gruppe von co° 
Kollineationen, die Lie als die spezielle lineare Gruppe bezeichnet hat*), 
ebenso wie sich der Abstand als einzige absolute Invariante zweier Punkte 
fiir die Gruppe der Bewegungen erkliiren liBt. Wahrend sich nun be- 
kanntlich die zweite Gruppe projektiv so verallgemeinern lat, daB man 
za einem Bilde fiir die Kongruenzbeziehungen der Nicht-Euklidischen 
Geometrie gelangt, ist das gleiche fir den Flicheninhaltsbegriff, wie in 
§ 3 naher ausgefiihrt wird, nicht mehr méglich. 

Von Interesse aber erschien mir eine nahere Untersuchung jener 
speziellen linearen Gruppe in der Ebene und im Raume, ihrer Beziehungen 


*) Vgl. Lie-Scheffers, Vorlesungen iiber kontinuierliche Gruppen. Leipzig 1893. S. 99. 
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zu den Hermiteschen Kollineationen sowie eine Bestimmung aller ebenen 
und doppelt gekriimmten Kurven, die bei unendlich vielen solchen Trans- 
formationen invariant bleiben. Diese Aufgabe ist fiir die allgemeinen 
ebenen Kollineationen in der bekannten Arbeit von Klein und Lie*) 
gelést. Es ist also ein in metrischer Beziehung besonders ausgezeichneter 
Fall dieser auf den Raum ausgedehnten Aufgabe, der im folgenden besonders 
behandelt ist. Als Ausgangspunkt diente mir die Aufstellung der Typen alier 
affinen Kollineationen. Ich habe sie in allgemeiner Form gegeben, aus 
der man unmittelbar erkennen kann, wieviel Parameter bei vorgeschriebenen 
Doppelelementen jedesmal verfiigbar bleiben, waihrend bisher nur die aus 
der Elementarteilertheorie leicht folgenden kanonischen Formen aufgestellt 
waren. Jene ersten werden sich vielleicht auch sonst noch bei metrischen 
und gruppentheoretischen Untersuchungen als niitzlich erweisen. 

Fiir die kubische Raumkurve wurden schlieBlich alle Kollineationen 
bestimmt, welche die Kurve in sich iiberfiihren und simtliche Volumina 
invariant lassen. Zu diesem Zwecke muBte ich auf die Beziehung ge- 
wisser besonderer Kollineationen zu der Normkurve unseres Raumes im 
allgemeinen eingehen, und dies ist, wie ich glaube, eine wiinschenswerte 


Erginzung der in dieser Richtung bereits vorliegenden Untersuchungen. 


g§ 2. 
Ebene Kollineationen, die den Flicheninhalt ungeindert lassen. 


Diejenigen ebenen Kollineationen, welche die Flicheninhalte der 
Figuren invariant lassen, bilden eine fiinfgliedrige Gruppe, eine Unter- 
gruppe der affinen Gruppe. Legt man Cartesische Koordinaten zugrunde, 
so werden jene dargestellt durch: 


X= My T + AygY + Ayg2 + Ay, 
y! = Ay, % + Aggy + Gyg2 + Ay, 


a = Ug, X + yg + Ogg? + Ay4, 
mit der Einschrinkung, dab 


Gy, Az Ky 


| gy gg os" 


G3, Asg Ugg | 


ist. Es ist nach Lies Terminologie**) die spezielle lineare Gruppe. 

*) ,,Uber diejenigen ebenen Kurven, welche durch ein geschlossenes System von 
einfach unendlich vielen vertauschbaren linearen Transformationen in sich ibergehen“. 
Math. Ann. Bd. 4, 8. 50. — Vgl. auch das Referat von G. Scheffers, Enc. der Math. 
Wiss. Il, 8. 204 ff. 

*) Lie-Scheffers, a. a. 0. S. 94ff. 
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Vom projektiven Standpunkte gibt indes eine solche Charakterisierung 
nicht die richtige Einsicht. Um die projektiven Eigenschaften der Gruppe 
zu finden, behandeln wir einzeln die fiinf (bezw. acht) verschiedenen Typen 
ebener Kollineationen, wie sie sich auf Grund der Elementarteilertheorie 
ergeben.*) Wir diirfen fiir diese Typen hier nicht die kanonischen Formen 
benutzen, wie sie von Hrn. Muth a. a. O. angegeben sind, weil fiir die vor- 
liegende Aufgabe die unendlich fernen Elemente nicht mit den endlichen 
gleichberechtigt sind. Die folgenden Kollineationen gehéren also zu den 
fiinf méglichen Elewmentarteiler-Charakteristiken, und zwar erhilt man 
aus jeder durch Veriindernng der vorkommenden Parameter séimiliche 
Kollineationen, die dieselben Doppelelemente besitzen. Die Anzahl der 
Parameter eines jeden Typus gibt also hier an, wievielgliedrig die Gruppe 
aller Kollineationen ist, die dieselben Elemente zu Doppelelementen haben, 
wahrend die Anzahl der Parameter der kanonischen Formen, die Hr. Muth 
aus dem WeierstraBschen Theorem a. a. O. gewinnt, gleich der um Eins ver- 
minderten Anzahl der absoluten Invarianten der Kollineationen der Gruppe 
ist. Jene Formen gewihren ferner die Méglichkeit, die umfassenderen 
Gruppen zu bestimmen, in denen die in Betracht kommenden eingliedrigen 
Gruppen enthalten sind. 

Jene Typen sind nun:**) 


(4) [111] 2 = G2, 
y' = by. 


Invariant bleiben der Nullpunkt und die unendlich fernen Punkte der 
beiden Achsen. 


(2) (21) a) 2 = az, 
ym—yt+b. 
Invariant bleiben die y-Achse und die unendlich fernen Punkte der z- und 


der y-Achse. 
b) # =az, 


y =ay + be. 


*) Vgl. hierzu und zu den entsprechenden Erérterungen fiir den Raum: G. Loria, 
Sulle corrispondenze projettive fra due piani e fra due spazii, Giornale di Matematiche 
vol. 22, 1884, p.1; C. Segre, Sulla teoria e sulla classificazione delle omografie, 
Mem. dei Lincei (3*) vol. 19, 1884; P. Muth, Theorie und Anwendung der Elementar- 
teiler, Leipzig 1899, S. 215. 

**) Vgl. Klein und Lie, a. a. 0. Die Transformation der 3. Art heiSt dort: 
a =a2+a, y =y+ax+b. Der Unterschied ist darin begriindet, daB a. a. O. nur 
Gruppen mit vertauschbaren Transformationen betrachtet werden, eine Beschrinkung, 
der hier die Kollineationen nicht unterworfen werden. Die Transformation der 5. Art 
heiBt a. a. O. 2 —=a2+a, y =—y+b, indem dort der invariante Punkt nicht fest- 
gelegt wird. — Ferner ist unter x-Achse hier die Gerade y = 0, dort «= 0 verstanden. 
Mathematische Annalen. LXIIII 14 
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Invariant bleiben der Nullpunkt, der unendlich ferne Punkt der Y-Achse 
und die unendlich ferne Grade. 

(3) [3] a—az-+a, 

y=—yt+bre+e. 
Invariant bleibt die unendlich ferne Grade und der unendlich ferne Punkt 
der Y-Achse. 

@) (any a) «az, 

y = ay. 
Invariant bleibt der Nullpunkt und punktweise die unendlich ferne Grade. 
b) 2 =z, 
y = ay. 
Invariant bleibt der unendlich ferne Punkt der Y-Achse und punktweise 
die X-Achse. 

(5) [(21)] a) #a=—2+a, 

y=y. 
Invariant bleiben simtliche Punkte der unendlich fernen Graden und 
simtliche Strahlen des Biischels durch den unendlich fernen Punkt der 
X-Achse. b) =f + ay, 

¥=y. 
Invariant bleiben siamtliche Punkte der X-Achse und simtliche Strahlen 
durch ihren unendlich fernen Punkt. 

Wir betrachten die einzelnen Fille: 

Fall 1. Sollen die Flaicheninhalte invariant bleiben, so muB ab=+1 
sein. Ist ab =——1, so laBt sich die Kollineation auffassen als Produkt 
einer solchen der Klasse, fiir die a) —-+ 1 ist, und einer Spiegelung 
am Nullpunkt. Fiir ab =+1 stellt (1) eine eingliedrige Gruppe von 
Kollineationen vor.*) Sie erzeugen, auf einen festen Punkt (2, y,) an- 
gewendet, als W-Kurve die Hyperbel xy = z,y,**). Diese Kollineationen 
gehéren zu den Hermiteschen. 

Fall 2. Es muB a=+ 1 sein; man erhilt in (2a) eine Translation, 
bezw. eine solche, verbunden mit einer axialen Spiegelung; in (2b) eine 
Kollineation, welche die Strahlen eines Parallelstrahlenbiischels einzeln 
in sich iiberfiihrt, oder eine solche, verbunden mit einer zentrischen 
Spiegelung. 

*) Nach der Bezeichnung Lies ist die in ihr enthaltene infinitesimale Trans- 


formation: zp—yq. Vgl. Lie-Scheffers a, a. O. 8. 95. 
**) Klein-Lie, a. a. O, 8. 57. 
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Fall 3. Diese Kollineation laBt stets die Flacheninhalte invariant. 
Sie stellt eine dreigliedrige Untergruppe der speziellen linearen Gruppe 
dar.*) Jede in der Gruppe enthaltene infinitesimale Transformation erzeugt 


als W-Kurven Parabeln, nimlich Integralkurven der Differentialgleichung 


< = itt - Also gehéren auch diese Kollineationen zu den Hermiteschen. 


Aus Fall 4 und Fall 5 erhialt man analoge Transformationen wie 
im Fall 2. 

Eine affine Hermitesche Kollineation kann nur vom Typus (1), (3) 
oder (4) sein. Im Falle 1 muB, wenn sie einen Mittelpunktskegelschnitt 
in Ruhe lassen soll, a = _ also ab = 1 sein. Wird namlich der Punkt X 


nach X’ transformiert, und schneidet X X’ die X-Achse in B, die Y-Achse 
in &, die unendlich ferne Grade in ©, so ist: 


(XX'UG)—*, (XX'CB)=4, 


und die Gleichheit dieser beiden Doppelverhiltnisse ist notwendig und 
hinreichend dafiir, daB der Mittelpunktskegelschnitt in Ruhe bleibt.**) 
Im Falle 4 muB a = — 1 sein. 

Also hat sich ergeben: 

Jede dquiaffine***) ebene Kollineation, d. h. eine solche, welche die 
Fliicheninhalte der Figuren wungedndert lift, transformiert entweder die 
Strahlen eines Parallelstrahlenbiischels oder die Kegelschnitte einer Biischel- 
schar einzeln in sich, oder sie setat sich aus einer solchen und einer axialen 
oder zentrischen Spiegelung zusammen. Umgekehrt lift jede ebene affine 
Kollineation, die einen Mittelpunktskegelschnitt in sich tiberfiihrt, und jede 
affine Kollineation, die nur einen invarianten Punkt besitet, séimtliche 
Flicheninhalte ungedndert. 

Ferner erkennt man: 

Die einzigen ebenen Kurven, die eine infinitesimale dquiaffine Kollinea- 
tion zulassen, sind die Graden und die Kegelschnitte. 

Folgerungen. 1) Jede ebene Kollineation, die einen Kegelschnitt 
so in sich iiberfiihrt, daB sein Mittelpunkt invariant bleibt, ist aquiaffin. 


*) In der Tafel bei Lie-Scheffers a. a. OU. S. 289 ist es Nr. 18: p, q, xq. 
Ferner: Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen III, 8. 106. 
**) Vgl. R. Sturm, Uber Kollineationen und Korrelationen, welche Flichen 
2. Grades oder kubische Raumkurven in sich selbst transformieren, Math. Ann. Bd. 26, 
8. 465. — Die Bedingungen (XX’'MB) = (XX’BC) und (XX’CWM — (XX’AB) 
geben je eine affine Kollineation, die eine Biischelschar von Parabeln in sich tiber- 
fihrt, und aus keiner von diesen beiden Bedingungen folgt ab— 1. 
***) Die Bezeichnung ist eingefiihrt von Heffter und Kihler, Lehrbuch der 
analyt. Geometrie (Leipzig und Berlin 1905), I, 221. 


14* 
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Daher die Konstanz der Fliche eines Parallelogramms, das aus Tangenten 
einer Ellipse in den Endpunkten konjugierter Durchmesser gebildet ist. 

2) Jede Hyperbel gehért zu den W-Kurven einer bestimmten ein- 
gliedrigen Gruppe Aquiaffiner Kollineationen vom Typus (1), welche die 
Asymptoten und die unendlich ferne Grade invariant lassen. Daraus folgt 
ihre Grundeigenschaft, daB die Tangente mit den Asymptoten ein Dreieck 
von invarianter Fliche bildet, und daB die durch einen Hyperbelpunkt 
zu den Asymptoten gezogenen Parallelen mit diesen ein Parallelogramm 
von konstantem Inhalt einschlieBen. 

3) Mittelpunktskegelschnitte, die zu derselben Gruppe ‘quiaffiner 
Kollineationen gehéren, sind koaxial und thnlich, und umgekehrt. Also 
folgt z. B.: Zieht man von einem Punkte des einen von zwei koaxialen 
ihnlichen Kegelschnitten Tangenten an den andern, so ist der Flichen- 
inhalt des von den beiden Tangenten und der Beriihrungssehne gebildeten 
Dreiecks konstant. 

Einen analogen Satz kann man fiir drei koaxiale ahnliche Kegel- 
schnitte bilden usw. 


g 3. 
Dreiecksinhalt in der Nicht-Euklidischen Geometrie. 


Eine Verallgemeinerung im projektiven Sinne des Begriffs der Flichen- 
gleichheit ist nicht in derselben Weise méglich wie etwa des Begriffs 
der Winkelkongruenz. Bei dieser ist es ja nur nétig, statt der Haupt- 
gruppe*), d. h. der aus den Bewegungen, Spiegelungen und projektiven 
Ahbnlichkeitstransformationen zusammengesetzten Gruppe, die Gruppe zu 
nehmen, welche einen festen Kegelschnitt invariant l48t, und zwei 
Winkel kongruent zu nennen, wenn durch eine Koilineation der letzt- 
genannten Gruppe der eine Winkel in den andern tibergeht. Wollte man 
aber hier in ahnlicher Weise vorgehen, so miiBte man die spezielle lineare 
Gruppe projektiv verallgemeinern, jedoch so, daB sie die projektiv ver- 
allgemeinerte Hauptgruppe als Untergruppe enthialt, damit auch jetzt noch 
kongruente Dreiecke flichengleich sind.**) Nun ist aber die dreigliedrige 

*) Vgl. F. Klein, Vergleichende Betrachtungen iiber neuere geometrische 
Forschungen. Erlangen 1872, S.6 = Math. Ann. Bd. 43, S. 63. 

™) Neuerdings hat Hr. Edwin Bidwell Wilson in seinem Aufsatz ,,A generalized 
conception of area‘, Annals of Mathematics Bd. 5, S. 29 (vgl. auch Jahresbericht der 
Deutschen Math.-Vereinigung XII, 555) die Definition des Flicheninhalts in der Art 
verallgemeinert, daB zwei Dreiecke als fliichengleich bezeichnet werden, wenn sie die- 
selbe Grundlinie haben und die Verbindungslinie ihrer Spitzen die Grundlinie in 
einem Punkte einer beliebig angenommenen festen Graden schneidet. Der Begriff 
der Kongruenz ist bei dieser Erklérung vermieden. 
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ebene Gruppe, die einen und denselben Kegelschnitt in Ruhe laBt, in 
keiner umfassenderen projektiven ebenen Gruppe als Untergruppe ent- 
halten.*) Daraus folgt: 

In der Nicht-Euklidischen Geometrie gibt es neben der Gruppe von 
Kollineationen, welche die Figuren in kongruente oder in symmetrisch-kon- 
gruente iiberfiihren, keine umfassendere Gruppe von Kollineationen, die alle 
Flicheninhalte unverdndert lassen. 

Dagegen gibt es hier einen Satz, welcher ein Analogon zu der am 
Ende des vorigen Paragraphen erwahnten Eigenschaft der Hyperbel liefert. 

Wir denken uns den absoluten, nicht zerfallenden, einteiligen (d. h. 
reellen) Kegelschnitt durch seine Tangentialgleichung 


(1) O(u,v) =0 


gegeben und ein ganz in seinem Innern glegenes Dreieck, dessen Seiten 
0, 1, 2 beaw. die homogenen Koordinaten w,, v,, w; (i= 0, 1,2) haben 
mégen. Die beiden Seiten 1 und 2 halten wir fest und bewegen die 
Seite 0 so, daB die Summe oder Differenz der Winkel an der beweglichen 
Seite, im projektiven MaBe gemessen, konstant bleibt. Um die Gleichung 
der von der Seite 0 umhiillten Kurve zu finden, bilden wir: 


(2) cos [x (01) 4+ x 0 2)]—<, 


wo c eine Konstante und — 1<c<+1 ist. Diese Differenz ist nach 
Cayleys MaBbestimmung: 


. _ % + V%o %,, ao , ? V%oo rs — PFs a 
V% rq Ors Vo % V% oo Ms 





¢, 


oo 
Cw; 


(i =0,1,2) 


co oo 
O,,= O(u,, 0;); Dy, = ty Fe + % av, + 


sein soll. 


Behalt man in (2) erst das negative, dann das positive Zeichen bei 
und setzt das Produkt beider Ausdriicke gleich 0, so erhalt man: 


d. h.: 
(7-1) Gq j1 Ooo + (OF, Pee + 9, %,) a 26VO,, Oye ‘ ou, Vos =0 
oder schlieBlich: 


(c -V%,, + Doo — Vrs ‘ ,.)° + (P—1) Dy (gq Dg — OH) = 0. 





*) Lie-Engel, Theorie der Transformationsgruppen Bd. III, 8. 357. Theorem 30. 
Vgl. hierzu G. Kowalewski. Jahresber. d. Deutechen Mathem.-Vereinigung XII, 31. 
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Diese Gleichung stellt einen Kegelschnitt dar, der durch die beiden 
Schnittpunkte A und D (vgl. Figur): ®,,0,,—3,=—0 der Geraden 2 
mit dem Kegelschnitt © = 0 geht, und ebenso schlieBt man, daB er auch 
durch die Schnittpunkte B und C der Geraden 1 mit © =0 geht.*) Der 
Kegelschnitt muB eine Hyperbel 
sein, weil das Dreieck innerhalb 
® =O liegen soll und jede Tan- 
gente an eine Ellipse € des durch 
A, B, C, D bestimmten Kegelschnitt- 
biischels 1 und 2 nicht innerhalb 
€, also auch nicht innerhalb 

treffen kann. 
Fragen wir noch, fiir welche 
Tangenten 0 die Summe, und fiir 
welche die Differenz der beiden 
Dreieckswinkel konstant ist. Da 
bei der stetigen Umhillung der 
Kurve durch die Tangente die 
Winkel sich stetig indern, so kann ein Ubergang von der Konstanz der 
Winkelsumme zu derjenigen der Differenz nur stattfinden, wenn mindestens 
einer der Winkel (0 1) und (0 2) gleich Null wird, also wenn 0 in einem 
der Punkte A, B, C, D die Hyperbel beriihrt. Hier muf aber auch der 
Ubergang wirklich stattfinden, da der Ableitung der Kurvengleichung 
gem&B sowohl Dreiecke mit konstanter Winkelsumme wie -differenz auf- 
treten miissen. Geht nun von einem Punkte an einen Kegelschnitt ein 
Paar eigentlicher Sekanten und ein Paar reeller Tangenten, so liegt das 
erstere Paar Strahlen innerhalb des Winkelfeldes des zweiten. Zieht man 
also von S aus eine Tangente an die Hyperbel, so liegt der Beriihrungs- 
punkt auBerhalb der Ellipse. Das durch diese Tangente mit 1 und 2 
gebildete, auf einen Punkt zusammengeschrumpfte Dreieck hat dann aber 
die Flache 0, also die Winkelsumme 2, wihrend das Ausgangsdreieck 
STU eine von a verschiedene Winkelsumme hat. Folglich kann fir 
diejenigen Tangenten, deren Beriihrungspunkte auBerhalb der Ellipse 
liegen, nicht die Konstanz der Winkelsumme gelten; fiir sie gilt also 
die Konstanz der Winkeldifferenz, fiir die andern die Konstanz der Winkel- 

summe. Wir haben also: 

Hilt man in der hyperbolischen Geometrie zwei Seiten eines Dreiecks fest 


*) Man vgl. hierzu die sehr beachtenswerte Arbeit von W. E. Story, On non- 
Euclidean properties of conics. Americ. Journ. of Mathem. Bd. 5. Der Satz a. a. 0. 
8. 363 unten ist die Umkehrung des obigen; doch findet sich dort nicht die oben 
angegebene Trennung fiir Summe und Differenz. 
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und bewegt die dritte Seite so, daB sie mit den beiden andern ein Dreieck 
von konstanter Fliche bildet, so umhiillt sie eine Hyperbel*), die das Absolute 
in vier reellen, zu je zweien auf den beiden anderen Seiten des Dreiecks 
liegenden Punkten trifft. 

Der entsprechende Satz in der Sphirik ist bekannt.**) 


§ 4. 
Die Klassen affiner riumlicher Kollineationen. 


Wollen wir fiir den Raum dieselben Untersuchungen anstellen wie 
in § 2 fiir die Ebene, so miissen wir zuniichst simtliche existierenden 
Klassen affiner raumlicher Kollineationen aufstellen. Uber ihre Beziehung 
zu den von Hrn. Muth a. a. O. aus dem WeierstraBschen Theorem abge- 
leiteten Typen und die Bedeutung der in den folgenden Kollineationen 
auftretenden Parameter ist das gleiche wie in § 2 zu sagen. 

Die folgende Tabelle von zwanzig affinen Kollineationen hat die 
Bedeutung, daB jede beliebig gegebene, nicht singulire affine Kollineation 
bei geeigneter Wahl des zugrunde gelegten (nicht notwendig orthogonalen) 
cartesischen Koordinatensystems mit einer einzigen der folgenden zwanzig 
Kollineationen fibereinstimmt, wenn man in letzterer die vorkommenden 
Parameter passend wihlt. 


(4) f—4111) a = ax, 
y — by ’ 
“= cz. 
Invariant bleiben der Nullpunkt und die unendlich fernen Punkte der 
drei Achsen. 
(2) [211] a) 2 =ax, 
y=yt+b, 
= cz. 
Invariant bleiben die unendlich fernen Punkte der drei Achsen und die 
Y-Achse. b) 2’ = ax +by, 
y = ay, 
e=cz. 


*) Nach Storys Terminologie a.a.0. 8S. 358. Vgl. auch Liebmann, Nicht-Eukli- 
dische Geometrie, Leipzig 1905, 8. 41. — Hilt man zwei Ecken A und B fest, so ist 
der Ort der dritten Ecke eine Abstandslinie zur Verbindungslinie der Mitten der von 
A und B ausgehenden Seiten. Vgl. Lobatschefskij, Uber die Anfangsgriinde der 
Geometrie, in F. Engels Ubersetzung, Leipzig 1899, S. 34. 

**) Vgl. Hesse, Vorlesungen iiber die analytische Geometrie des Raumes. 3. Aufl, 
herausgegeben von Gundelfinger, Leipzig 1876, S. 51/52. 
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Invariant bleiben der Nullpunkt, die unendlich fernen Punkte der X- und 
der Z-Achse und die unendlich ferne Gerade der X Y-Ebene.*) 


(3) [31] a) 2’ = az, 
y= ay + bz, 
e= az + cy. 


Invariant bleiben der Nullpunkt, der unendlich ferne Punkt der Z-Achse, 
die YZ-Ebene und die unendlich ferne Ebene. 





b) a’ = az, 
y =ay+b, 
z=az+ cy. 


Invariant bleiben die unendlich fernen Punkte der X- und der Z-Achse, 
die YZ-Ebene und die unendlich ferne Ebene. 


(4) [22] a=2z+a, 


y = by + cz, 
a= bz. 















Invariant bleiben der unendlich ferne Punkt der X- und der Y-Achse, 
die X Y-Ebene und die unendlich ferne Ebene, auBerdem die X-Achse 
und die unendlich ferne Gerade der Y Z-Ebene. 


















(5) [4] a=x+ay+bz+e, 
y= —s_- yt. dz te, 
“= z+f. 


Invariant bleiben die unendlich ferne Ebene, der unendlich ferne Punkt 
der X-Achse und die unendlich ferne Gerade der X Y-Ebene. 

DaB es hier co® Kollineationen mit den gleichen Doppelelementen gibt, 
laBt sich folgendermaBen einsehen. Es seien E, g, p die sich selbst ent- 
sprechenden Elemente: Ebene, Gerade, Punkt. Die Kollineation be- 
stimmt in der Punktreihe g eine Projektivitét mit zusammenfallenden 
Doppelelementen; diese Projektivitét laBt sich auf oo'-fache Art fixieren. 
Dasselbe gilt fiir das Strahlenbiischel p in E nnd das Ebenenbiischel g. 
Sind diese drei Projektivitaiten bestimmt, so laBt sich die in E erzeugte 
Kollineation noch auf co'-fache Art festlegen. Ordnet man dann irgend 
einem nicht mit E inzidenten Punkte X einen beliebigen der co? Punkte 











*) Bei Loria, Segre und Muth sind a. a. 0. nur die invarianten Punkte und 
Ebenen angegeben; oben sind auch die noch etwa vorhandenen invarianten Geraden 
vermerkt, soweit sie nicht aus der Invarianz der ersteren unmittelbar folgen. 

















Flacheninhalts- und Volumengleichheit. 217 


derjenigen Ebene zu, die der (Xg) im Biischel g entspricht, so ist die 
Kollineation, wie man leicht sieht, bestimmt. 
(6) [{(11)11) a) # =az, 
y= ¥ 
Z= be. 


Invariant bleiben alle Punkte der Y-Achse, auBerdem die unendlich fernen 
Punkte der X- und der Z-Achse. — Axiale Kollineation. 


b) a =az, 
y = by, 
a= az. 


Invariant bleiben alle Punkte der unendlich fernen Geraden der X Z-Ebene, 
der Nullpunkt und der unendlich ferne Punkt der Y-Achse. 


(7) [(11) 2] a) a =—axr+bz, 


y¥=¥Yy, 
a= az. 


Invariant bleiben alle Punkte der Y-Achse, die unendlich ferne Gerade 


der XZ-Ebene und der unendlich ferne Punkt der X-Achse. 
b) a =—az, 
y =-y+ b, 
e=az. 
Invariant bleiben samtliche Punkte der unendlich fernen Geraden der 
XZ-Ebene, ferner die Y-Achse und ihr unendlich ferner Punkt. 
(8) [21) 1)] a) a =a + by, 
y¥=y, 
“= az. 
Invariant bleiben alle Punkte der X-Achse, alle Ebenen durch die un- 


endlich ferne Gerade der XZ-Ebene, der umendlich ferne Punkt der 
Z-Achse und die X Y-Ebene. 


b) a =az+ by, 
y = ay, 
g=az. 
Invariant bleiben alle Punkte der unendlich fernen Geraden der XZ 


Ebene, alle Ebenen durch die X-Achse, der Nullpunkt und die unendlich 
ferne Ebene. 
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(9) [(31)) a) a =—r+ay+ bz, 
y =, 
eg=2+cy. 
Invariant bleiben simtliche Punkte der X-Achse, simtliche Ebenen durch 
die unendlich ferne Gerade der XZ-Ebene und das Strahlenbiischel der 
XZ-Ebene durch den unendlich fernen Punkt der X-Achse. 
b) #=xr+az+b, 
y = 9, 
g=e2+e. 
Invariant bleiben simtliche Punkte der unendlich fernen Geraden der 
X Y-Ebene, siimtliche Ebenen durch die unendlich ferne Gerade der XZ- 
Ebene, auBerdem das Strahlenbiischel in der unendlich fernen Ebene durch 
den unendlich fernen Punkt der X-Achse. 
(10) ((11)(11)] 


ax, 


a 
, 
y 


-Y, 
az. 
Invariant bleiben alle Punkte der Y-Achse und der unendlich fernen Ge- 
raden der X Z-Ebene. — Gescharte Kollineation. 
(11) [(22)] a=ar+ay+hb, 
y=, 
g=2+cy+d. 
Invariant bleibt die in der X Z-Ebene liegende unendlich ferne Gerade mit 
allen Punkten ihrer Punktreihe und allen Ebenen ihres Ebenenbiischels. 
Die Mannigfaltigkeit ist hier bei Festhaltung der Doppelelemente eine 
vierfache. Denn die Verbindungsgeraden homologer Punkte bilden in 
diesem Falle ein Strahlennetz mit vereinigten Leitgeraden (eine spezielle 
lineare Kongruenz), deren Achse die unendlich ferne Gerade der X Z-Ebene 
ist. In diesem Strahlennetz ist die Punktreihe der Achse auf die Ebenen 
ihres Biischels projektiv bezogen. Hat man diese Projektivitit festgelegt, 
was auf oo* Arten miéglich ist, so ist auch der Strahl bestimmt, auf 
welchem der einem beliebigen Punkte X entsprechende X’ liegen muB. 
X’ kann also dann noch auf co' Arten gewihit werden. 
(12) [(111)1] Perspektive Kollineation (Homologie): 
a) x =—az, 
y= ay, 
2“ =az. 
Invariant bleiben der Koordinatenanfangspunkt und simtliche unendlich 
fernen Punkte. 
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b) 2’ =az, 
¥=y, 
g=z. 
Invariant bleiben alle Punkte der YZ-Ebene und der unendlich ferne 
Punkt der X-Achse. 
(13) [(211)] “a=—a2+a, 

y =Yy, 
ems. 















Invariant bleiben simtliche unendlich fernen Punkte und siamtliche 
Strahlen des Biindels durch den unendlich fernen Punkt der X-Achse. 











§ 5. 
Beziehung der iquiaffinen zu den Hermiteschen Kollineationen. 









Hermitesche riumliche Kollineationen gibt es bekanntlich zwei ver- 
schiedene Arten: entweder werden die Geraden jeder Schar projektiv 
in Geraden derselben Schar transformiert oder aber in die der andern. 
Wir betrachten zuniichst diejenigen zweiter Art. 

Wendet man eine Kollineation K der zweiten Art zweimal hinter- 
einander an, — K* —, so erhilt man eine solche der ersten Art. Ist in K? 
g eine sich selbst entsprechende Gerade der Fliche, so gehért m g 
eine bestimmte Gerade / der andern Geradenschar derart, dab y und / sich 
in K involutorisch entsprechen. In K* kénnen also die Doppelgeraden 
beider Scharen stets nur in gleicher Zahl auftreten. Nun sind héchstens 
drei Fille méglich: 

1) In K* hat jede der Scharen g und / zwei 2 icetilianiaiie 

2) In K® sind alle Geraden g und alle Geraden / Doppelgeraden. 

3) In K® gibt es eine einzige Doppelgerade g und eine einzige b 

Doppelgerade 1. 

Im ersten Fall hat man die Kollineation vom Typus [1111] mit 
vier getrennten Doppelpunkten. 

Im sweiten Fall ist K* die Identitat, also K involutorisch. Jede 
Gerade g schneidet jede ihr in K involutorisch entsprechende Gerade / in 
einem sich selbst entsprechenden Punkte; es gibt also eine auf der Fliche | 
liegende, sich in K punktweise selbst entsprechende Kurve. Diese Kurve 
kann, soll K nicht die identische Transformation sein, keine Raumkurve, 
also nur eine Gerade oder ein Kegelschnitt sein. Das Erstere ist un- | 
mdglich, da sonst K von erster Art wire. K liBt also eine Ebene in- 
variant, ist mithin eine involutorische Homologie. 






- 7 = 









————e 
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Im dritten Fall gibt es nur einen sich selbst entsprechenden Punkt 
der Fliche, namlich den Punkt (g,/)= P und nur eine sich selbst ent- 
sprechende Tangentialebene der Fliche, nimlich (g,/)=E. Ein etwa 
vorhandener weiterer Doppelpunkt P, von K kann nicht auferhalb EF 
liegen, denn sonst wiirde PP, noch einen zweiten Doppelpunkt auf der 
Fliche bestimmen. Liegt er auf EF, so kann er nicht in g oder 7 liegen, 
da sonst eine dritte Gerade der Fliche Doppelgerade wire. Daraus folgt 
aber, daB die durch K auf E bestimmte Kollineation eine Zentralperspektive 
ist, bei der Achse und Zentrum inzident sind, also K selbst gleichfalls 
eine solehe (Charakteristik [(211)]). Dann aber miiBte K, da es die 
Flache in sich iiberfiihren soll, die identische Transformation sein. Also: 

Eine Hermitesche Kollineation, die eine Fliche 2. O. unter Vertauschung 
ihrer Geradenscharen in sich iiberfiihrt, hat entweder genau vier getrennte 
Doppelpunkte oder sie ist eine involutorische Zentralperspektive. 

Liegt in letzterem Falle die Ebene oder das Zentrum der Perspektive 
unendlich fern, so hat man eine zentrische bezw. planare Symmetrie; bei 
ihr bleiben die Volumina ungeindert. Aber auch in dem anderen Falle 
bleiben, wenn die Kollineation affin ist, die Volumina invariant, wie 
jetzt gezeigt werden soll. 

Soll nimlich die Kollineation (1) in § 4 fAquiaffin sein, so mub 
abe =+1 sein. Fihrt sie den Punkt X nach X’ iiber, und schneidet 


XX’ die unendlich ferne Ebene in D, die YZ-, ZX-, X Y-Ebene bezw. 
in A, B, ©, so sind 


(XX'MD)—1, (XXBD)=—-j, (Xx’eD)=-+ 










































































die drei absoluten Invarianten der Kollineation, und die Gleichung 
(XX’AD) . (XX’'BD) - (X XCD) = —- 1 
zwischen ihnen ist die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB 
die Kollineation (1) aquiaffin ist. 
Nun sind, wie Herr R. Sturm gezeigt hat*), dafiir, daB eine Kollinea- 


tion eine Hermitesche von zweiter Art ist, folgende Bedingungen not- 
wendig und hinreichend: 


(XX’SD) = —1, (ACBD) = —1 
(oder eines der analogen Paare von Gleichungen). 
Es ist aber, wenn wir 


(DXX'M) —k,, (DXX'B)—k, (DXX'O) =k, 
































setzen: 








4-4 
ca (DABE) — p—*, 


*) a. a. O. 8. 472, § 8. 
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und wenn die genannten beiden Bedingungen als erfiillt angenommen 
werden: 


= 3, (DUBE) —2, 


mithin: 
k, +k, =1, 
und folglich: 
a a ae 
= ol es ae , 
d. h. 
(XX’AD) - (XX BD) - (XX’CD) =— 1, gad. 

Ist die Kollineation K, von erster Art und fquiaffin, so erhalt man 
durch Zusammensetzung mit einer Spiegelung S am Flichenmittelpunkt © 
eine solche von zweiter Art K, = K,S. Nun aber muf K, den in der 
unendlich fernen Ebene liegenden Kegelschnitt der Flaiche in sich tiber- 
fiihren, und da sie vier getrennte Doppelpunkte hat, so ist einer von 
diesen das Zentrum, zwei liegen auf jenem Kegelschnitt und der vierte 
ist der Pol $ der Verbindungsgeraden dieser beiden in bezug auf den 
Kegelschnitt. © schneidet die Fliche in zwei Punkten, die sowohl 
durch K, als durch S involutorisch vertauscht werden, also von K, = K,S 
in Ruhe gelassen werden. K, lat also ©$ punktweise invariant, ist 
daher eine axiale Kollineation (Typus 6), die Achse geht durch den 
Mittelpunkt der Fliche. Umgekehrt ist die Aufeinanderfolge irgend 
einer fiquiaffinen Kollineation K, zweiter Art und einer Spiegelung S am 
Flichenmittelpunkt eine fquiaffine Kollineation K, erster Art und mithin 
auch K,=K,S. Also: 

Jede affine Kollineation, die eine Mittelpunktsfliiche 2. O. in sich 
iiberfiihrt, léBt alle Volumina ungeiindert. Ist die Kollineation von erster 
Art, so léiBt sie stets eine durch den Mittelpunkt der Fliiche gehende Gerade 
punktweise invariant; ist sie von eweiter Art, so lift sie sich als Auf- 
einanderfolge einer der beschriebenen Kollineationen erster Art und einer 
Spiegelung am Mittelpunkt der Fliche darstellen. 

Ist die Mittelpunktsfliche eine Kugel, so sind diese Kollineationen 
erster Art gewéhnliche Rotationen. 

Da es o0* solche Kollineationen gibt, so liegt in diesem Satze auch 
der tiefere Grund des von G. Bauer*) durch Verallgemeinerung eines 
Satzes von Herrn H. Vogt**) gefundenen Theoremes: 

Wahlt man auf einem geradlinigen Hyperboloid drei Erzeugende der 
einen Schar beliebig aus, so bilden sie zusammen mit den drei parallelen 


*) Miinchener Berichte Bd. 10, 8. 637. 1880. 


**) Journal fiir Mathem. Bd. 86, S. 297. 1879. (Vgl. auch Schumann, Ztschr. 
f. Math. u. Phys. Bd. 26, 8. 136. 1881.) 
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Erzeugenden der andern Schar ein windschiefes Sechseck. Die sechs 
Ebenen durch je zwei benachbarte Seiten dieses Sechsecks schlieBen ein 
Parailelepiped ein, dessen Volumen konstant bleibt, wie man auch jene 
drei Erzeugenden wihlt. 


§ 6. 


Bestimmung aller Kurven, die eine Gruppe von unendlich vielen 
iiquiaffinen Kollineationen in sich zulassen.*) 


Um die hier bezeichnete Aufgabe zu lésen, schlagen wir den von 
Klein und Lie a. a. 0. § 2—5 angegebenen Weg ein. Die Aquiaffinen 
Transformationen gehen aus den in § 4 aufgezihlten durch eine derartige 
Bestimmung der auftretenden Parameter hervor, dab die Determinante der 
mit z, y, ¢ behafteten Glieder gleich + 1 wird.**) Man wahlt aus jeder 
Klasse der so erbaltenen Transformationen die unendlich kleine aus und 
wendet sie auf einen beliebigen Punkt (2, y), 2.) des Raumes, den die 
Transformation nicht invariant li8t, unendlich oft hintereinmander an. 
Dann beschreibt der Punkt die zu der Klasse gehérige W-Kurve. 

Diese wird nun aber fiir alle Klassen mit Ausnahme der Klassen 1), 
2a), 2b) und 5) eine ebene Kurve. In 3) z. B. liegt fir a=1 die W- 
Kurve in der Ebene «= 2,. In 6b) liegt die W-Kurve in der Ebene 


<= = und Analoges gilt fiir alle anderen auBer den genannten vier 


Kollineationen. In einem jeden jener Fille auBer in 6b) ist aber die 
Kollineation, welche die Ebene der W-Kurve in sich iiberfiihrt, wie man 
schnell iibersieht, gleichfalls eine aquiaffine, die W-Kurve also nach § 2 
eine Gerade oder ein Kegelschnitt. Irgend eine Kollineation von 6b) 
aber fihrt einen Punkt («,, z,) in einen Punkt der invarianten Ebene E: 
xz 


x, . , , 
7= = tiber, und es ist, wenn man 2*?+ 2=—w?, #?+2%=—w"® setzat: 
0 


u?—a*u*. Nimmt man in E y und wu als Koordinaten, so ist wegen 
a*b=1 die von einem Punkte (u,, y,) von E nach dem Klein-Lieschen 


*) In Kap. Ill seiner Abhandlung ,,Bestimmung aller Flichen, die eine kontinuier- 
liche Schar von projektiven Transformationen gestatten‘t (Leipziger Berichte Bd. 47, 
8. 247. 1895) zeigt Lie, wie man von den kanonischen Formen der infinitesimalen 
projektiven (homogenen) Transformationen ausgehend, die Bahnkurven aller infinitesi- 
malen projektiven Transformationen bestimmen kann. Doch hat Lie (vgl. seine 
Schlu8bemerkung) von seinen zehn Typen linearer homogener Transformationen des 
Raumes nur die drei allgemeinsten vollstiindig diskutiert; auch ist fiir die voll- 
stindige Untersuchung das oben angewendete urspriingliche Klein-Liesche Verfahren 
zweckmaBiger. 

**) Den Fall negativer Determinante schlieBen wir hier aus, weil es Gruppen 
mit ausschlieBlich uneigentlichen Kollineationen nicht gibt. 
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Verfahren erzeugte W-Kurve eine ebene Kurve 3. 0. mit Spitze im Un- 
endlichen: u’*y’ = const. 

Behandeln wir jetzt nacheinander die Fille 1), 2a), 2b), 5). 

Im Falle 1) erhalt man durch A4-fache Wiederholung die Kollineation: 


, ’ 3 , 1\4 
a=az, y=by, “=(5)* 


also, wenn man A=loga, B=logb, ¢ =¢ setzt, die W-Kurve 
T= Att, yryl®, set 4+, 
Alle solche Kurven liegen auf Flichen 3. 0. und 3. Klasse von der Form 
zyz = const. Diese Flichen haben drei reelle biplanare Knotenpunkte im 
Unendlichen, deren Verbindungslinien die einzigen Geraden der Fliche 
sind. Die Flachen gehéren zu der 21. Art nach Schiliaflis Klassifikation*) 
und sind die einzigen nicht geradlinigen kubischen Flichen, die zugleich 
von 3. Klasse, und auch die einzigen, die abgesehen von den Punkten der 
parabolischen Kurve iiberall elliptisch gekriimmt sind.**) 
Im Falle 2a) erhailt man analog, wenn man a’ =¢ setzt: 

blogt . 
loga ’ 
und im Falle 2b) ist die (A—1)-mal iterierte Kollineation: 


, , , 1 
T= Hts Y= Yt ite 


a=ma@at+ia— by; Yy=ay; 2 
also: 


, b , , 1 
@ = tot + ogg toe t5 Y= 2 =M%a- 
Im Falle 5) endlich erhailt man die W-Kurven als Integrale der 
Differentialgleichung: 
dx dy dz 


aytbete dete ff — dt 





in der Form: 
a= At®+ BYe+ Ct+ D, 


y= Et? + Fit+ G, 
sa ft+J. 
Dies aber sind kubische Parabeln, die auf den parabolischen Zylindern 


1-8(G +P Z +6 


liegen. Die Kurven schmiegen sich der unendlich fernen Ebene im 


*) Philosophical Transactions Bd. 153, I, 8. 239. 1868. 
*) Rodenberg, Text zu seinen Modellen von Flichen 8. 0., 8. 21. Derselbe, 
Math. Ann. Bd. 14, §17, 8 99. 
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unendlich fernen Punkte der X-Achse an, ihre Asymptoten fallen mit der 
unendlich fernen Geraden der X Y-Ebene zusammen. 

Zusammenfassend kénnen wir sagen: 

Es gibt nur sieben Klassen von Kurven, die eine Gruppe von unendlich 
vielen, nicht zyklischen*), die Volumina nicht dndernden Kollineationen zu- 
lassen. Diese Kurven kimnen niimlich 1) gerade Linien, 2) Kegelschnitte, 
3) ebene Kurven 3. O. mit einer Spitze im Unendlichen, 4) kubische Parabeln 
sein, oder ihre Gleichungen lassen sich bei passender Wahl des nicht homogenen 
Koordinatensystems auf eine der Formen bringen: 

z= ct, z=at, x= t(a+blog?), 
(5) y=d?t, (6) y=b+clogt, (7) y=ct, 


1 1 
get (*t”), s=d-, e=day 






§ 7. 
Planar-ternir-zyklische Kollineationen und solche mit einem einzigen 
Doppelpunkt, die eine kubische Raumkurve in sich tiberfthren. 


Handelte es sich im vorhergehenden nur um Kurven, die unendlich 
viele aquiaffine Kollineationen in sich zulassen, so soll jetzt fiir die Norm- 
kurve des Raumes die Frage vollstindig erledigt werden: Wieviele und 
was fiir dquiaffine Kollineationen in sich lapt eine kubische Raumkurve zu? 
Kollineationen, durch die kubische Raumkurven in sich transformiert 
werden, und zwar diejenigen mit vier getrennten Doppelpunkten und die 
gescharten, sind von Hrn. R. Sturm**) behandelt worden. Fiir die vor- 
liegende Aufgabe kommen aber im wesentlichen zwei andere Typen in 
Betracht, niimlich die planar-terniir-zyklischen und solche mit nur einem 
einzigen Doppelpunkt. Es sollen diese zuniichst, soweit sie kubische Raum- 
kurven in sich transformieren, ohne die besondere Annahme, daB sie 
aquiaffin sind, in diesem Paragraphen untersucht werden. 

Eine planar-terndr-zyklische Kollineation K gehért***) zum Typus (6), 
hat also zwei sich selbst entsprechende Geraden, « und v, von denen jedoch 
nur eine, v, sich punktweise selbst entspricht. Die Doppelpunkte der 
andern, «, sind imaginaér. Soll nun K die kubische Raumkurve /* in 
sich iiberfiihren, so muB K auch die Punkte von k* zu Tripeln anordnen. 
Jedes dieser Tripel liegt in einer Ebene durch u; also kénnen die Doppel- 
punkte von w nicht auf der Kurve liegen. Die Doppelpunkte D, und D, 





*) Die zyklischen Kollineationen schlieBen wir aus, weil sich auf sie das oben 
benutzte Verfahren nicht anwenden laSt. 
**) Math. Ann. Bd 26, 8S. 487ff. 


***) Vgl. Reye, Geometrie der Lage, 3. Aufl. II, S. 99. 
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der durch K auf /* erzeugten Projektivitét miissen also Punkte von v sein, 
und da auch sie imaginir sind, so mu v eine k* in D, und D, treffende 
uneigentliche Bisekante, u also die Schnittlinie der beiden konjugiert- 
imaginaren Schmiegungsebenen in D, und D, sein.*) u und wv sind auch 
konjugierte Polaren des zu k* gehérigen Nullsystems, und zwar ist u ein 
Strahl] des durch k* erzeugten Strahlensystems 3. 0. und 1. Klasse, v ein 
Strahl des durch k* erzeugten Strahlensystems 1. O. und 3. Klasse.**) 

Wahlt man umgekehrt v als uneigentliche Bisekante von k°* beliebig, 
so ist dadurch eine einzige planar-ternir-zyklische Kollineation bestimmt, 
die * in sich iiberfiihrt. Denn sind P und Q zwei beliebige Punkte 
von v und A,, A,, A, die Schnittpunkte von k* mit einer beliebigen durch 
die Polare « von v gehenden Ebene mit k*, so ist K dargestellt durch 
A, A, A,PQ 7% A,A,A,PQ, und diese ist ternir-zyklisch, da K* =1 ist. 

Also kénnen wir sagen: 

Eine beliebige kubische Raumkurve k* wird durch co® planar-terniir- 
zyklische Kollineationen in sich iibergefiihrt; die punktweise sich selbst ent- 
sprechende Gerade einer solchen Kollineation ist eine uneigentliche Bisel:ante 
von k®, ihre konjugierte Polare in dem zu k*® gehirigen Nullsystem ist die 
andere sich selbst entsprechende Gerade. 

Zu jeder uneigentlichen Bisekante von I° gehirt eine einzige planar- 
terniir-zyklische Kollineation, die k* in sich iiberfiihrt. 

Betrachten wir zweitens diejenigen Kollineationen, die nur einen Punkt 
invariant lassen, also solche vom Typus (5). In beliebigen homogenen 
Koordinaten sei k* als die Kurve gegeben, in welcher sich auBer in der 
Geraden z, = 0, x, =0 die Flachen 

a) 2%4,2,—2,7=0 und b) 4,24,—2,4,=—0 
schneiden. Dann geht k* durch den Punkt z, = 2, = 2, = 0, hat in ihm 
z,=0, z,=0 zur Tangente und z,—0 zur Schmiegungsebene. Eine 
Kollineation aber, die diesen Punkt, diese Gerade und diese Ebene als 
einzige Doppelelemente besitzt, muB nach (5) folgende Form haben: 


or, = 1 + an, + ba,’ + cx,’ 
ox, = as + dx,’ + ex, 
04, = a, + fa, 
4%, = a,', 
wenn g einen Proportionalititsfaktor bedeutet. 


*) Vgl. hierzu Schroeter, Theorie der Oberfliichen 2. 0. und der Raumkurven 
3. U., Leipzig 1880, S. 282. Terniir-zyklische Projektivitéten auf einer k* werden ge- 
legentlich der Untersuchung solcher Tangentenquadrupel von k*, die nur eine Treff- 
gerade haben, auch betrachtet von R. Sturm, Liniengeometrie 1, § 244 ff. 

**) Reye, a. a. O. S. 198, 202, 4. Aufl, S. 162, 160. 
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Soll nun diese Kollineation k* in sich iiberfiihren, so mu8 sie den 
Kegel a) in sich und die Fliche b) in eine Flache des durch a) und b) 
bestimmten Biischels iiberfitihren. Die erste Bedingung ergibt: d — 2f, 
e=f?; die zweite: a= 3f, b=3f*,c=—f*. Setzt man umgekehrt diese 
Werte in die vorigen Gleichungen ein, so erhalt man eine Kollineation K, 
die k* unter Festhalten der genannten Elemente in sich transformiert. 

Fragen wir, welche anderen kubischen Raumkurven auber k* vermége 
K in sich itibergehen. Soll eine solche, k,*, auch auf dem Kegel a) liegen, 
so diirfte sie mit k* auBer dem Scheitel S des Kegels keinen weiteren 
Punkt gemeinsam haben, da ein solcher ja Doppelpunkt von K sein 
miiBte. Da nun zwei auf demselben Kegel liegende kubische Raumkurven 
auBer dem Scheitel vier Punkte gemeinsam haben*), so miiBten k,* und k* 
in S eine fiinfpunktige Beriihrung eingehen. Das Biischel dieser Kurven**) 
wird durch die Gleichungen: 


Dy Xi ty: 2%, = Vo®:1@*:0@:1 


dargestellt, wo 4 und @ Parameter bedeuten, von denen 4 nur von 
Kurve zu Kurve variiert. 

Nun bleibt aber nur, wenn 

¢) 2%,%,—Aa,z,=—0 

vermége K in eine Flache des durch a) und c) bestimmten Biischels 
iibergeht, die demselben Wert von 4 entsprechende Kurve invariant. Jenes 
ist aber, wie die Rechnung zeigt, nur fiir 4 = 1 der Fall. Also wird jenes 
Biischel von Raumkurven durch K projektiv mit k* als einzigem Doppel- 
element auf sich selbst bezogen. 

Liegt aber k,*° nicht auf a), so kann sie nur auf einem der co’ Kegel 
liegen, die mit a) konzentrisch sind und mit ihm in der Geraden z,=0, 
x, =0 eine vierfache Beriihrung eingehen. Denn diese und nur diese Kegel 

d) 2,4,—2,°+kz,?=—0 
gehen durch siimtliche co’ Kollineationen KX in sich tiber. 
Es wird aber auch, wenn man den Wert von k festhiilt, jede Flache 
e) 4,(4,—2k2,) — 24,2, =—0 
durch simtliche K in Flichen des durch d) und e) bestimmten Biischels 
transformiert, so daB jedes zu demselben Werte von k gehdrige Glei- 
chungspaar d) und e) eine kubische Raumkurve liefert, die gleichfalls 
durch simtliche K nicht geindert wird. 

AuBer dieser einen gibt es aber auf keinem der Kegel d) noch eine 

zweite. Denn eine solche miiBte wieder dem auf dem Kegel liegenden 


*) Reye, a. a. O. 3. Aufl. II, S. 198, 4. Aufl. I, S. 299. 
**) Vgl. Arch. f. Math. (3) Bd. 11, S. 80f. 
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Biischel von Kurven, die in seinem Scheitel sich finffach bertihren, an- 

gehéren, also denjenigen, die aus dem Kegel durch das Fliachenbiischel 
&_(%,—2ka,) — Ax,x, = 0, 

— wo k fest, 4 variabel ist, — ausgeschnitten werden; aber keine der 

Kollineationen K fiihrt eine andere von diesen Flichen als die durch 

4=1 bestimmte, in eine Flache des durch sie und d) bestimmten 

Biischels tiber. 

Soll umgekehrt eine Raumkurve 3. O. kollinear so in sich ibergeftihrt 
werden, daB nur ein Punkt der Kurve invariant bleibt, so mu die 
Kollineation vom Typus (5) sein. Denn bliebe irgend ein weiterer Punkt 
des Raumes in Ruhe, so auch die durch ihn gehende Nullebene und deren 
zwei oder drei mit der Kurve gemeinsame Punkte. Diese miiBten sich 
involutorisch bezw. zyklisch vertauschen, was aber nur méglich ist, wenn 
zwei Kurvenpunkte fest bleiben. 

Also kénnen wir den Satz aussprechen: 

Es gibt nur oo’ Kollineationen, die eine beliebig gegebene kubische 
Raumkurve so in sich iiberfiihren, daB ein einziger beliebig gewéhlter Punkt 
der Kurve in Ruhe bleibt. Diese Kollineationen lassen sich bei geeigneter 
Koordinatenwahl auf die Form bringen: 


, 
Ot, = 1%, 


ex, = a, + fx, 
0X, = Xs + 2fa,' + f*x,, 
ox, = a, + 3fa, + 3f%a,' + Pay’, 


wo f beliebig bleibt, und der invariante Punkt, seine Tangente und Schmiegungs- 
ebene bezw. die Gleichungen 2, = 1, = 2, = 0, 2, = 2, = 0, 2, =O haben. 
Alle diese Kollineationen lassen die durch 
Be —a“,+ke? =0, 
Ly (4,—2k2,) — 2,2, = 0 


dargestellten co! Raumkurven 3. O. und keine anderen invariant. 


§ 8. 


Bestimmung aller iquiaffinen Kollineationen, die eine kubische 
Raumkurve in sich tiberfihren. 


Wir behandeln zur Lésung dieser Aufgabe die verschiedenen Arten 
kubischer Raumkurven einzeln. 
a) Die kubische Hyperbel. Soll sie durch eine affine Kollineation in 
sich tibergehen, so sind folgende Fille méglich: 1) Die drei reellen unendlich 
15* 
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fernen Punkte bleiben fest, 2) einer von ihnen bleibt fest, die beiden andern 
vertauschen sich involutorisch, 3) alle drei vertauschen sich zyklisch. 

Fall 1) ist unméglich, da sonst die Kurve punktweise invariant bliebe. 

Im Falle 2) entsteht auf der Kurve eine involutorische Punktpro- 
jektivitit mit reellen Doppelpunkten. Also ist auch die Kollineation in- 
volutorisch. Sie kann nur geschart-involutorisch sein, und da sie affin ist, 
so liegt die eine Achse im Unendlichen. Es kann also nur eine axiale 
(schiefe) Symmetrie sein, die Achsen ,,assoziierte Geraden“*), und zwar ist 
die im Unendlichen liegende Achse der im Unendlichen liegende Schmiegungs- 
strahl durch den festbleibenden unendlich fernen Punkt der Kurve, die 
im Endlichen liegende Achse ein bestimmter**) Durchmesser der Kurve. 

Im Fall 3) haben wir eine planar-ternir-zyklische Kollineation; die 
im Endlichen gelegene Achse ist die Bisekante durch den Pol der unend- 
lich fernen Ebene. 

b) Die kubische parabolische Hyperbel. Hier gibt es zwei Fille: 1) die 
beiden unendlich fernen Punkte bleiben einzeln invariant: 2) sie vertauschen 
sich involutorisch. 

Im ersten Fall haben wir ein invariant bleibendes reelles Schmiegungs- 
tetraeder. Seine Ecken seien A, B,C, D; A sei der einfach, C der doppelt 
zihlende unendlich ferne Kurvenpunkt; AB, CD die zugehérigen Tan- 
genten. Dann ist nach Hrn. Sturm, wenn X, X’ ein Paar reeller durch 
die Kollineation zugeordneter Punkte ist und XX’ die Tetraederebenen 
ABC, BCD, CDA, DAB beaw. in D, A, B, € schneidet: 


(XX’UB) — (XX’'DC) = (XX’BD), 


und wegen der Agquiaffinitét der Kollineation, nach § 5: 
(XX’AB) - (XX'CB) - (XX’DB) = + 1, 
woraus (X X’©B) = + 1 folgt. Da aber 
(XX’CB) = (XX'CD) - (XX’ DB) = (XX’CD), 
so muB (X X’GB) = +1 sein. Ferner ist, da also 
(X X’CD) = (XX’DB)=—+1 


ist 
(X X’AD) = (XX’'AB) - (XX’BD) = (XX'BD)? = + 1. 
Das heiBt aber: jede Gerade XX’ trifft AD und BC, die Kollinea- 


*) Sturm, a a. O. § 37. 

**) Jener erste Schmiegungsstrahl ist nimlich die Tangente in einer Spitze der- 
jenigen Kurve, die aus der Developpabeln der Raumkurve 3. 0. durch die unendlich 
ferne Ebene ausgeschnitten wird. Er trifft diese Schnittkurve noch in einem weiteren 
Punkt P, und der Beriihrungspunkt der von P an die Raumkurve gehenden Tangente 
ist ein Punkt des Durchmessers, von welchem oben die Rede ist. 
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tion ist geschart, also auch involutorisch. Sie ist identisch mit der 
einzigen axialen Symmetrie, welche die Kurve zulaBt.*) 

Im zweiten Fall entstinde auf der Raumkurve eine involutorische 
Punktprojektivitat, also wire auch die Kollineation involutorisch. Sie kann 
nur geschart involutorisch sein, und da sie affin ist, sind beide Achsen 
reell**) und liegt die eine im Unendlichen. Wir wiirden wieder die einzige 
mdgliche axiale Symmetrie erhalten, wie im ersten Fall. Da aber bei 
ihr, wie wir soeben sahen, die beiden unendlich fernen Punkte invariant 
bleiben, so ist dieser zweite Fall auszuschlieBen. 

c) Fir die kubische Ellipse gibt es nur einen Fall: der reelle unend- 
lich ferne Punkt bleibt in Ruhe, die beiden imaginiiren vertauschen sich 
involutorisch. Man erhilt die einzige vorhandene axiale Symmetrie. 

d) Die kubische Parabel laBt zwei Fille zu: entweder ist der jeden- 
falls invariant bleibende unendlich ferne Punkt C der einzige oder nicht. 

Im ersten Fall gelangt man zu den co’ Kollineationen, von denen im 
§ 7 ausfiihrlich die Rede war. 

Wenn im zweiten Fall ein sonst noch invariant bleibender Punkt A 
auf der Kurve liegt, so wiirde aus 

a) (XX'BA)-(XX’CH) -(XX’DA=—+1 
und den Sturmschen Bedingungen folgen: 
(XX'CM? = 41, 
so daB also wegen der Realitit des Schmiegungstetraeders in ¢) nur das 
positive Zeichen gelten kann. Also: 


B) (XX’CM —+1. 
Daraus aber folgt nacheinander: 


(XX’BSM) = +(XX'AD); (XX’'BD)=— + (XX’ BY’; (XX’AB)*—+1, 
d. h.: 

y) (XX'AB)= +1, 
wo von #) einschlieBlich an entweder gleichzeitig alle oberen Zeichen oder 
alle unteren gelten. 

Dann aber sind entweder (X X’MB) und simtliche fiinf analogen 
Wiirfe gleich +1; oder es sind alle gleich —1 mit Ausnahme von 
(X X’BC) = (XX’DA)=—+ 1. Das Erstere kann nur fiir die Typen (5) 
and (11) eintreten; (5) haben wir bereits erledigt, und eine Kollineation 
vom Typus (11) ist hier unméglich, weil sie, wie man sofort sieht, in- 
volutorisch sein miBte, wihrend es involutorische Kollineationen vom 
Typus (11) nicht gibt. Das Zweite fihrt zu den axialen Symmetrien. 


*) Vgl. Schréter, a. a. O. S. 332. 
**) Reye, a. a. O. II, 8. 78. 
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Wenn dagegen im zweiten Falle ein nicht auf der Kurve liegender 
invariant bleibender Punkt vorhanden ist, so bleiben auch seine Null- 
ebene und deren Schnittpunkte mit der Kurve in Ruhe. Der letzteren 
gibt es entweder drei oder zwei. Sie miiBten sich zu dreien oder zu zweien 
zyklich vertauschen. Da aber hier eine ternir-zyklische Projektivitét auf 
der Kurve unméglich ist — denn eine solche enthalt nur imaginiire Doppel- 
punkte —, so gelangen wir auch hier nur zu den axialen Symmetrien. 

Fassen wir alle Ergebnisse des § 8 zusammen, so kiénnen wir sagen: 

Die einzigen Kollineationen, die eine kubische Raumkurve in sich iiber- 
fiihren und die Volumina invariant lassen, sind: 

a) fiir die kubische Hyperbel: 

1) die drei axialen Symmetrien mit den Durchmessern als Achsen, 

2) eine planar-terniir-zyklische Kollineation, welche alle Punkte der 
durch den Pol der unendlich fernen Ebene gehenden Bisekante 
der Kurve und auBerdem die dieser Bisekante in dem zur Kurve 
gehirigen Nullsystem konjugierte Polare invariant lapt; 

b) fiir die kubische parabolische Hyperbel und 

ce) fiir die kubische Ellipse: 

je eine axiale Symmetric; 
d) fiir die kubische Parabel: 
1) co! axiale Symmetrien, 


2) co! Kollineationen, deren jede den unendlich fernen Kurvenpunkt 
als einzigen Doppelpunkt besitat. 


Charlottenburg, Anfang Oktober 1906. 
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Die Definition des Mengenbegriffs. 
Von 


JoHANNES MouuiervuP in Kopenhagen. 


Die klassische Definition des Mengenbegriffs, wie sie z. B. von 
Dedekind (,,Was sind und was sollen die Zahlen“), Cantor (Math. 
Annalen Bd. 46) und H. Weber (,,Encyclopiidie der Elementarmathe- 
matik“) gegeben ist, liuft darauf hinaus, jeden Inbegriff als Menge auf- 
zufassen; eine Menge ist dann wohldefiniert, wenn es von jedem Ding 
gegeben ist, ob es der Menge angehért oder nicht. Frege (,,Grundlagen 
der Arithmetik* und ,,Grundgesetze der Arithmetik“) geht davon aus, dab 
ein Begriff seinen Umfang bestimmt; Peano (,,Arithmetices principia, nova 
methodo exposita“) und Russell (,,Principles of Mathematics“) meinen, 
daB ein Satz die Menge der Elemente, die dem Satz geniigen, definiert. 

Diesen Auffassungen gegeniiber kann man einwenden, daB sie erstens 
nicht fiir die Begriindungen der Arithmetik, die die genannten Werke 
uns liefern, ausreichen; bei genauem Durchlesen der Beweise wird man 
finden, daB es keineswegs geniigt, soleche Mengen zu betrachten, wo 
von jedem Ding gegeben ist, ob es der Menge angehért oder nicht. 
Zweitens hat diese Auffassung jedes Inbegriffs als Menge bekanntlich zu 
gewissen Widerspriichen in der Mengenlehre gefiihrt, wortiber schon eine 
ziemlich groBe Literatur existiert (Burali-Forti, Russell, Schoenflies, 
Bernstein etc.); hier méchte ich nur bemerken, daB die Definition des 
Begrifis der natiirlichen Zahl, die H. Weber und Russell (I. c.) geben: 
yiie Menge der Mengen, die einer gegebenen Menge dhnlich sind“ selbst 
widerspruchsvoll ist; hiernach sollte z. B. die Zahl 1 die Menge aller 
Dinge sein. (Neuerdings hat H. Weber auch eine andere Definition des 
Zahlbegriffs gegeben, Jahresb. d. D. Mathematiker-Vereinigung 1906.) 

Eine ganz andere Mengendefinition hat in einem speziellen Falle 
D. Hilbert gegeben (Mathematische Probleme, Géttinger Nachrichten 
1900, Problem 2); hier wird das Konstatieren der Widerspruchslosigkeit 
der arithmetischen Axiome mit dem Existenzbeweis der Menge aller 
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reellen Zahlen oder des Kontinuums identifiziert. Hieran wollen wir im 
folgenden ankniipfen, indem wir folgende allgemeine Frage stellen: Welche 
Eigenschaften mu ein System von Axiomen haben, wenn es in dieser Weise 
eine Menge definieren soll, und zwar die Menge aller Elemente, die den 
Axiomen geniigen? 

Die Beantwortung dieser Frage wird uns eine Mengendefinition geben, 
die jede widerspruchsvolle Menge ausschaltet. 

2. Die Axiome der (reellen) Arithmetik sind nach D. Hilbert (,,Uber den 
Zahlbegriff“, Jahresber. d. D. Mathematiker-Vereinigung, 1899) folgende 18. 


I. Axiome der Verkniipfung. 
1. Aus der Zahl a und der Zahl } entsteht durch ,,Addition“ eine 
bestimmte Zahl ¢, in Zeichen 
a+b=c oder c=a+b. 
2. Wenn a und b gegebene Zahlen sind, so existiert stets eine und 
nur eine Zahl z und auch eine und nur eine Zahl y, so dab 


a+az=b bez. y+a=b 
wird. 


3. Es gibt eine bestimmte Zah] — sie heiBe 0 —, so daB fiir jedes 
a zugleich a+0O=—a und 0+a=—a. 
4. Aus der Zahl a und der Zahl } entsteht noch auf eine andere 
Art, durch ,,Multiplikation“, eine bestimmte Zahl, in Zeichen 
ab=c oder c=—ab. 
5. Wenn a und bd beliebig gegebene Zahlen sind und a nicht 0 ist, 
so existiert stets eine und nur eine Zahl xz, und auch eine und nur eine 


a 9, & Se ax=b bez. ya=b. 


6. Es gibt eine bestimmte Zahl — sie heiBe 1 —, so daB fiir jedes 
a zugleich 


a-l1=a und l-a=a 
ist 
II, Axiome der Rechnung. 
Wenn a, b, c beliebige Zahlen sind, so gelten stets folgende Formeln: 

7 (a+b) +c=—a+(b+0e), 

8. a+b=—b+a4, 

9. (ab)c = a(be), 
10. a(b+c) = ab + ae, 
11. (a+b) c= ac + be, 
12. ab = ba. 
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Ill, Axiome der Anordnung. 


13. Wenn a, b irgend zwei verschiedene Zahlen sind, so ist stets 
eine bestimmte (etwa a) gréBer (>) als die andere; die letzte heiBt dann 
die kleinere, in Zeichen 

a>b und b<a. 


14. Wenn a>b und b> c, so ist auch a>c. 
15. Wenn a> bd ist, so ist auch stets 


a+e>b+e und c+a>dce+b. 
». Wenn a>b und c> 0 ist, so ist auch stets 
ac>be und ca>cb. 


IV. Axiome der Stetigkeit. 


17. (Archimedisches Axiom.) Wenn a> 0 und b> 0 zwei beliebige 
Zahlen sind, so ist es stets méglich, a zu sich selbst so oft zu addieren, 
daB die entstehende Summe die Eigenschaft hat 


ata+---+a>b. 
18. (Axiom der Vollstindigkeit.) Es ist nicht méglich, dem System 


der Zahlen ein anderes System von Dingen hinzuzufiigen, so daB auch in 
dem durch Zusammensetzung entstehenden Systeme die Axiome 1—17 
simtlich erfillt sind. 


Ich bemerke, um des besseren Verstindnisses willen, daB das Archi- 
medische Axiom so zu verstehen ist, daB die darin auftretende Redeweise 
80 oft“ schon vorher erklirt sein muB, indem man etwa die Theorie der 
natiirlichen Zahlen aufgebaut hat. 

3. Ich kehre nun zu der Fragestellung zuriick: Welche Eigenschaften 
muB8 ein System von Axiomen haben, wenn es die Menge aller Elemente, 
die den Axiomen geniigen, definieren soll? 

Zuniichst sehen wir, daf, wenn wir von der trivialen Menge 0 absehen, 
die Forderung der Widerspruchslosigkeit der Axiome gestellt werden mub, 
d. h. es soll unméglich sein, durch die Axiome zu beweisen, dab a = b 
und a+b. Ich nenne diese Forderung eine arithmetische. 

Es ist aber sehr wichtig, daB das System der Axiome noch eine 
andere Eigenschaft haben mu$, wenn es die gesuchte Menge definieren 
soll. Um diesen Umstand deutlich hervortreten zu lassen, werde ich 
einige Beispiele geben, wo die arithmetische Forderung erfiillt ist, wo 
aber die Menge nicht definiert ist und im allgemeinen gar nicht existiert. 
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4. Wir betrachten zuerst die Axiome 1—15, von denen wir an 
dieser Stelle annehmen kénnen, daB sie keinen Widerspruch enthalten; 
wir nehmen an, daB sie ,,die Menge aller Elemente, die ihnen gentigen“, 
bestimmen. Wir werden nun einen Widerspruch herleiten. Aus den 
Elementen werden Paare gebildet, so aus den Elementen a und b das Paar 
(ab); nicht jedes Paar soll neu sein, indem wir festsetzen, daB (ab) =a, 
wenn b=0. Sonst sind die Paare neue Elemente, die der Menge nicht 
angehoren. Hiernach setzen wir folgende Regeln der Rechnung fest: 


(ab) + (ed) = (a+e, b+d), 
(ab) - (ed) = (ac—bd, ad+be), 
(ab) > (cd), wenn a>c und wenn a=c, b>d. 


Durch diese Definitionen gelingt es bekanntlich zu beweisen, da8 saimtliche 
Siitze 1—15 fiir die Zahlenpaare erfiillt sind. Es gehirt somit jedes 
Zahlenpaar zu der Menge der Elemente, die den Axiomen 1—15 geniigen. 
Die zwei hervorgehobenen Ergebnisse stehen miteinander in Widerspruch. 
Obwohl nun die 15 Axiome keinen Widerspruch erhalten, ist die Annahme 
der Existenz der Menge aller Elemente, die den Axiomen geniigen, falsch. 

Wir kénnen das Resultat auch so ausdriicken: Wenden wir die 
Siaitze 1—15 an, dann entstehen aus 0 und 1 neue Zahlen, die wir 
Funktionen von 0 und 1 nennen kénnen, und zwar Funktionen, die durch 
die Siatze gegeben sind. Man kann dann fragen, ob ein Element, das mit 
den Funktionen von 0 und 1 zusammen den Sitzen geniigt, selbst eine 
Funktion von 0 und 1 ist; hier braucht das nicht der Fall zu sein. Die 
Paare geniigen den Sitzen, werden aber nicht durch die Siitze erzeugt. 

5. Ein anderes Beispiel geben uns die Hilbertschen Nicht-Archi- 
medischen Zahlen; wir betrachten die Axiome 1—16 und fragen wieder 
nach der Existenz der Menge aller Zahlen, die diesen Sitzen gentigen. 
Nehmen wir an, daB diese Menge existiert und aus Zahlen a, a, a, - - - 
besteht. Wir bilden dann Ausdriicke von der Gestalt 

a=a,t" + a,@t?+amrt?+..--; 

hierin bedeuten a,(+ 0), a,, 4,,--- beliebige Zahlen der Menge und » 
eine beliebige ganze Zahl. Bei geeigneten Festsetzungen fiber die Rech- 
nungen mit solchen Zahlen und fiber das GréBer- und Kleinersein sieht 
man, daB die Axiome 1—16 alle erfillt sind. Es miiBten also die Aus- 
driicke « zu der Menge gehéren. Wenn aber ¢ ein unabhingiger Para- 
meter ist, dann ist dieses doch nur der Fall, wenn »=a, =a,=---=0. 
Wir haben also den Widerspruch wie friiher, und die besprochene Menge 
existiert nicht. 

In diesen Beispielen ist nur die mengentheoretische Auffassung neu; 

















Die Definition des Mengenbegriffs. 235 


der Inhalt findet sich schon in einer Bemerkung von D. Hilbert (Grund- 
lagen der Geometrie, pag. 17): ,,Die Erfillbarkeit des Vollstindigkeits- 
axioms ist wesentlich durch die Voranstellung des Archimedischen Axioms 
bedingt.“ 

6. Betrachten wir nun die Axiome 1—17; wir nehmen an, daB es 
eine Menge aller Zahlen, die den Axiomen geniigen, gibt. Wir bilden 
dann aus den Elementen Fundamentalreihen (a, a,a,---a,---) und defi- 
nieren, daB (a,a,a,---a@,---) nur dann wieder einem Element } der 
Menge gleich ist, wenn |b—a,! kleiner als eine willkiirlich gegebene 
Zahl («>0) der Menge ist fiir ein gewisses » und jedes gréBere. Dann 
gelingt es nach G. Cantor (Math. Ann. Bd. 21) durch die bekannten 
Festsetzungen fiir Rechnung mit Fundamentalreihen zu beweisen, daB die 
Axiome 1—17 immer erfiillt sind. Die Fundamentalreihen gehéren also 
der Menge an, und es ist somit bewiesen, daB jede Fundamentalreihe eine 
Grenze hat. Dieser Satz aber ist von den Axiomen 1—17 unabhingig, 
weil es eine Menge gibt, niimlich die Menge der Rationalzahlen, fiir welche 
die Axiome 1—17 gelten, der betreffende Satz aber nicht. Die Aussage, 
daB es eine Menge aller Zahlen, die den Axiomen 1—17 geniigen, gibt, 
ist also keine Folge dieser Axiome, vielmehr ein selbstiindiges Axiom 
in der Tat das Hilbertsche Vollstandigkeitsaxiom. 

7. Wir haben also noch kein System von Sitzen betrachtet, das 
eine Menge definieren kann. Zu den Sitzen 1—17 fiigen wir nun den 
Satz: 

18,. Wenn a> 0, kann a so oft zu sich selbst addiert werden, dap 
eine Summe von Einsen entsteht. 

In diesem Falle hat ein beliebiges Element, das den Sitzen geniigt, 
die Eigenschaft aus 0 und 1 durch die Axiome 1—18 zu entstehen, un- 
abhingig von den getroffenen Festsetzungen tiber S, +,---. Ist das 
Element «, dann ist 

etetet+---ta=14+14+14+14+-:--4+1 
oder 
a-m=n, 
a=n:m, 

Behaupten wir nun, daB es eine Menge aller Elemente gibt, die den Siitzen 
1—18, geniigen, dann finden wir hier keinen Widerspruch; nehmen 
wir namlich ein Element, das nach Festsetzung nicht der Menge angehért, 
dann geniigt dasselbe auch nicht dem Satz 18,. Wir kénnen auch sagen: 
der Vollstandigkeitssatz ist eine Folge der Sitze 1—18,. In diesem Falle 
existiert dann die Menge (vorausgesetzt, daB die arithmetische Forderung 
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der Widerspruchslosigkeit der Sitze 1—18, erfiillt ist) und heiBt die 
Menge der Rationalzahlen. 

8. Ergiinzen wir noch auf eine andere Weise das Axiomsystem 1—17 
durch das Axiom 18,: Jede Fundamentalreihe hat eine Grenze. 

Ist « dann wieder ein beliebiges Element, das den Sitzen 1—18, 
geniigt, dann kénnen wir nach 2 und 17 annehmen 


a>«>b wo a>0, b>0. 
Wir bilden dann die Zahl ot}: es ist dann (wenn a + a+ 4) entweder 
a+b 








oder : 
a>a> ot’. 
Im ersten Falle setzen wir 
b 
ot? — a, b=b,; 
dagegen im zweiten 
b 
= 4, t° = b, 
Nun ist 
a,>a>b, 
und 
—b 
a _ b, ms : 2 
Auf diese Weise fahren wir fort und bestimmen 
a, >a> b,, 
wo 


a, —b, = *>° usw 





Es ist also immer 
a4,>a>b, 
und 
a, —b, = _- anc 
9” 
Die zwei Reihen (aa,a,a,---) und (bb,b,b,---) sind Fundamentalreihen 
und bestimmen dieselbe Grenze a. = b,. (nach 18,). 


Wir wollen beweisen, daB 


a= a, = be. 
Nehmen wir erstens an, daB 
a > Ao} 
dann ist fiir jedes » 


a,>a> a. 
oder 


|a,—a.| > |a—a.|. 
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Ist M (nach der friher eingefitihrten Redeweise) eine beliebig gewihlte 
Funktion von 0 und 1, die gréBer als 0 ist, dann laBt sich nach 17 
eine natiirliche Zahl » bestimmen, so daB 


n\a—a.| > UM; 
es ist auch 
N\A, —A_| > n| a —Ae|, 
also 
n|a,—a.| > M 
oder 
| a, — 4x. > —F 


diese Relation ist aber mit der Definition der Grenze in Widerspruch. 
Ebenso wenig ist es méglich, dab 

b<a< by. 
Also ist 

a = dy = dba. 


Hier haben wir dann denselben Fall: ein Element, das den Axiomen 
1—17, 18, geniigt, wird durch die Axiome aus 0 und 1 erzeugt, oder, 
wie wir sagen, es ist eine Funktion von 0 und 1. Der Vollstindigkeits- 
satz ist also auch hier eine Folge der Siitze; die Siitze definieren, ihre 
arithmetische Widerspruchslosigkeit vorausgesetzt, eine Menge, die Menge 
aller reellen Zahlen oder das Kontinuum. 

9. Seien nun 1, 2,3,---, gewisse Sitze (in endlicher Anzahl), die 
von gewissen Operationen zwischen den speziellen Elementen a, b,c, - - -, i 
(in endlicher Anzahl) handeln; wir beweisen dann zuerst, daB diese Siitze 
arithmetisch widerspruchsfrei sind. Durch Anwendung der Siitze entstehen 
aus den urspriinglichen Elementen a, b, c,---, i neue Elemente, die wir 
Funktionen von a, b, c,---, i nennen. Wenn nun der sofort au zitierende 
Volistiindigkeitssatz eine logische Folge der Siitze 1, 2, 3,---,m ist, sagen 
wir, daB diese Siitze eine Menge aller Elemente, die ihnen geniigen, 
definieren. 

Der Vollstaindigkeitssatz lautet so: 

Wenn die Elemente «, B, y,--- zusammen mit den Funktionen von 
a,b,c,--+,i den Sédtzen 1, 2,3,---, geniigen, dann sind «a, B, y,--- selbst 
Funktionen von a, b, ¢, «++, i. 

Wir stellen also an ein Axiomsystem zwei Forderungen, namlich 
erstens eine arithmetische Forderung der Widerspruchslosigkeit und zweitens 
die mengentheoretische Forderung der Vollstandigkeit. 

Ist nun die Menge auf diese Weise definiert, dann sind auch ihre 
Elemente nachher als die Funktionen der in den Axiomen auftretenden 
speziellen Elementen definiert. 
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Vielleicht ist es nicht unniitz hervorzuheben, daB jede besondere 
Definition der Elemente entfernt und in die Satze 1, 2,3,---,» axiomatisch 
aufgenommen werden mub. 

Es wird nun in der Tat gelingen, zu beweisen, daB in diesem Sinne 
die endliche Menge, die Menge der ganzen, der rationalen, der reellen 
Zahlen, endlich auch die Cantorschen Zahlenklassen existieren, indem man 
fiir jede dieser Mengen ein solches Axiomensystem bilden kann. Dagegen 
wird ein Axiomensystem von der Menge W aller Ordnungstypen die Voll- 
stindigkeitseigenschaft vermissen lassen, und diese Menge existiert im 
obengenannten Sinne nicht. 


Gottingen, Juli 1906. 





Purr Franz. Ein Satz von Routh. 


Uber einen Satz von Routh und ein damit zusammenhangendes 
Problem der Variationsrechnung. 


Von 


Pumirp Frank in Wien. 


Ein materieller Punkt bewege sich in der Ebene mit der vorgegebenen 
Energie h unter dem EinfluB von Kriaften, welche die Kriiftefunktion V(z, y) 
besitzen Man kann seine Bahn zwischen den beiden vorgegebenen Punkten 
A und B erhalten, indem man die Extremalen des Integrals 


J=[Vh—VG y) as 
aufsucht. Kurven, die das Integral J zu einem Minimum machen, werden 
hiernach Bahnkurven sein, wenn auch nicht umgekehrt. In der Mechanik 
wird nur bewiesen, daB die Bahnkurven Extremalen von J sind und um- 
gekehrt. Wir wollen aber jetzt fragen: 

Gibt es nicht auBer den A mit B verbindenden Extremalen noch Kurven, 
die J zu einem Minimum machen? Gabe es solche Kurven, so brauchten 
diese keine Bahnkurven zu sein, womit der Satz, daB jedes Minimum eine 
Bahnkurve liefert, sich als nicht streng richtig herausstellte. 

Zuerst fragen wir: Gibt es aus Extremalenstiicken bestehende, eine 
endliche Anzahl von Knickungen aufweisende Kurven, die J zu einem Mini- 
mum machen? 

Aus der Erdmannschen Bedingung folgt, daB keine derartige Kurve, 
die ein Integral von der Form St (x, y)ds zu einem Minimum macht, einen 
Knickpunkt anderswo haben kann als auf der Kurve f(z, y) = 0, d. i., auf 
unseren Fall angewendet, auf der Kurve h — V(x, y) = 0. 

Eine derartige unstetige Lésung unseres Minimalproblems miiBte also 
aus zwei Extremalenstiicken bestehen, die durch A resp. B hindurchgehen 
und einander auf der Kurve h — V(x, y) = 0, die wir Grenzkurve nennen 
schneiden. 

Welche von A ausgehenden Extremalen kénnen aber tiberhaupt die 
Grenzkurve erreichen? Fiir h — V(z,y)=0 ist die kinetische Energie, 
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also auch die Geschwindigkeit des materiellen Punktes gleich Null; wenn 
wir also, da ja alle Bewegungen auch riickliufig vor sich gehen kénnen, 
einen materiellen Punkt an einem Punkte der Grenzkurve sich selbst tiber- 
lassen, d. h. ihm keine Anfangsgeschwindigkeit erteilen, wird er die Linie 
schnellsten Potentialabfalls, die orthogonale Trajektorie der Kurvenschar 
h — V(a, y) = konst., durchlaufen. Auf einem anderen Wege kann ein 
beweglicher Punkt die Grenzkurve nie verlassen. Da nun die Bahnkurven 
mit den Extremalen von J identisch sind, kann keine Extremale aufSer 
den orthogonalen Trajektorien der Schar h — V(x, y) = konst. die Grenz- 
kurve treffen. Die einzigen von A resp. B ausgehenden Extremalen, 
welche die Grenzkurve treffen, sind also die durch diese Punkte gehenden 
Trajektorien. Wir wollen uns nun die ganze Schar dieser Trajektorien 
samt ihrer Enveloppe gezogen denken. Das Gebiet zwischen der Grenz- 
kurve und der Enveloppe wird von den Trajektorien einfach tiberdeckt 
und auf dieses Gebiet wollen wir kiinftighin immer die Punkte A und B 
beschrinken. Dann kénnen, wenn A und B voneinander verschieden sind, 
sich nie zwei Extremale, die durch diese Punkte gehen, auf der Grenzkurve 
schneiden. Es ist also keine geknickte Liésung méglich, deren einzelne 
Stiicke Extremalen sind. 

Dagegen ist schon lange bekannt, dab bei Variationsproblemen, wenn 
die betrachteten Kurven auf gewisse Gebiete beschriinkt sind, diskontinuier- 
liche Lésungen auftreten kénnen, die nicht nur aus Extremalenstiicken, 
sondern auch aus Stiicken der Schranke zusammengesetzt sind. 

Nun aber gibt es Variationsprobleme, die eine natiirliche, dem Problem 
selbst inhirierende Schranke besitzen. Wenn niimlich die Funktion f(z, y, y’) 
so beschaffen ist, daB fiir gewisse Kurven Sf f(z, y, y)dx einen komplexen 
Wert annehmen kann, so versteht sich das Variationsproblem so, daB unter 
allen Kurven, die dem Integral einen reellen Wert erteilen, diejenige gesucht 
werden soll, die ihm einen Minimalwert erteilt. Denn bei komplexen 
Werten hat das ,gréBer* und ,kleiner“ keinen Sinn mehr. 

Dadurch ergibt sich von selbst eine Nebenbedingung von der Form 


P(x, ¥, y') 29. ‘ 

Fiir unseren Fall des Integrals der kleinsten Wirkung ist iv =0 und 
die Bedingung nimmt die Form gewéhnlicher Schrankenbedingungen an: 
v(a,y) 20. 

Unter allen Kurven, die auf einer Seite der Kurve (x,y) =0, die wir 


Grenzkurve nennen wollen, liegen, soll diejenige gesucht werden, die dem 
Integral den kleinsten Wert erteilt. 


Unser Integral J hat fiir alle Kurven, die der Bedingung h— V(x, y)>0 
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geniigen, einen reellen Wert, die Gleichung der Grenzkurve ist also 
h — V(a,y) =0 

Eine diskontinuierliche Lésung kénnte also aus Stiicken von Extre- 
malen und der Grenzkurve bestehen. Es gibt aber eine einzige Kurve, 
welche A mit B verbindet und nur aus Extremalen- und Grenzkurven- 
stiicken besteht. Und zwar ist das der zweimal gebrochene Linienzug, 
der besteht 

1) aus der durch A gehenden orthogonalen Trajektorie der Schar 
V (a, y) = konst. von A bis zur Grenzkurve, 

2) aus dem Stiick der Grenzkurve von diesem Schnittpunkt bis zum 
Schnittpunkt mit der durch B gehenden Trajektorie und 

3) aus dieser Trajektorie selbst von der Grenzkurve bis zum Punkt B. 
Wenn es also iiberhaupt ein derartiges Minimum gibt, so liefert es dieser 
Linienzug. 

Nach dem Artikel von Kneser in der Encykl. d. math. Wiss. scheint 
schon WeierstraB bewiesen zu haben, daB ein aus Extremalen- und 
Schrankenstiicken zusammengesetzter Linienzug nur dann ein Minimum 
liefern kann, wenn an der Beriihrungsstelle von Extremale und Schranke 
die WeierstraBsche E-Funktion verschwindet. 

In unserem Falle lautet die E-Funktion: 


E(2,y,2 yy s, “7)- =Vh—V(a,y) laa ara t ane dt -V (i) (72) } 


Sie verschwindet also an der Grenzkurve tatsiichlich. Die notwendige Be- 
dingung fiir ein Minimum ist erfiillt. 

Wir wollen nun auch beweisen, daB der beschriebene Linienzug 
wirklich ein Minimum liefert. 

Fiir eine spezielle Bewegungsart eines materiellen Punktes ist der 
Beweis des ausgesprochenen Satzes identisch mit dem fiir den Satz von 
Goldschmidt in seiner Géttinger Preisschrift vom Jahre 1831 (Determi- 
natio superficiei minimae § 19, s. auch dariiber: Todhunter, History of 
the Calculus of Variations § 308), daB beim Problem, zwei gegebene 
Punkte durch die Kurve zu verbinden, welche beim Rotieren um die 
a-Achse die Rotationsfliche kleinster Oberfliche liefert, auBer der Ketten- 
linie auch eine diskontinuierliche Lésung existiert, die aus den von den 
gegebenen Punkten auf die z-Achse gefillten Perpendikeln und dem 
dazwischenliegenden Stiick der z-Achse besteht. Dieses Problem ist 
nimlich mathematisch vollkommen fquivalent mit dem, die Bahnkurven 
eines materiellen Punktes in der Ebene zu finden, wenn die Energie Null 
vorgegeben ist, und der Punkt unter der Einwirkung einer von der 
a-Achse ausgehenden abstoBenden Kraft steht, die proportional dem 
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Abstande des Punktes vor dieser Achse wirkt. Das Prinzip der kleinsten 
Wirkung gibt nimlich diese Bahnkurven als Extremalen des Integrals 
J+Vyds. Der Punkt bewegt sich tatsiichlich in Kettenlinien und, falls 
die Anfangsgeschwindigkeit Null ist, in Normalen zur z-Achse. Die Grenz- 
kurve ist die z-Achse selbst. Die von Goldschmidt angegebene diskon- 
tinuierliche Lisung fallt also mit der oben fiir das Prinzip ‘der kleinsten 
Wirkung als allein méglich bezeichneten zusammen. Dieser Fall ist aber 
ein ganz spezieller, da die Grenzkurve nicht Gebiete mit komplexen und 
reellen Werten des Integrais trennt. Das Gebiet komplexer Werte ist 
vielmehr auf eine Linie, ein Gebiet vom Flaicheninhalt Null, zusammen- 
geschrumpft. Beim Problem der Rotationsfliche kleinsten Inhalts ist die 
Schranke auch keine dem Problem inhirierende, sondern kommt durch 
die Nebenbedingung, daB die gesuchte Kurve die z-Achse nicht schneiden 
soll, hinein. 

Den allgemeinen Satz iiber diese Art von Lésungen beim Integral 
der kleinsten Wirkung hat zuerst Routh in Advances Rigid Dynamics 
§ 455 ausgesprochen. Obwohl F. Klein in einer Anmerkung zur deutschen 
Ubersetzung auf die Bedeutung dieser Stelle fiir die Variationsrechnung 
hingewiesen hat, ist doch in der Literatur meines Wissens bisher nicht 
daran angekniipft worden. 

Die Uberschrift des § 455 bei Routh ,,Diskontinuierliche Bewegungen“ 
kénnte leicht zu dem MiBverstindnis fiihren, als handle es sich hier um 
Bewegungen, die auBer den in der Mechanik gewdéhnlich betrachteten 
Bewegungen unter dem EinfluB gegebener Kriifte unter dem EinfluB der- 
selben Kriifte auch noch vor sich gehen kénnen, wiahrend es sich tatsiachlich 
darum handelt, daB es Kurven gibt, die dem Integral einen kleinsten Wert 
erteilen, ohne doch Bahnkurven zu sein, ja ihm unter Umstiinden einen 
kleineren Wert erteilen als die wirklichen Bahnkurven. 

Dem Beweis des Satzes schicken wir folgenden Hilfssatz voraus: 

Wir hatten in einem Gebiet eine Funktion f(z, y) definiert. In diesem 
Gebiet hitten wir zwei Kurven, deren Darstellung mit der Bogenlinge 
als Parameter laute: 


r=a(s) #468) 
. y = b,(s) y = 6,(s), 
ferner sei: 
F[4,(s), 5,(s)] = fla,(s), b,(s)], 
oder kiirzer 
f(s) > f(s)- 
Daraus folgt: 


Siis)as = [hias, 
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d. h. wenn die Kurven gleiche Linge haben, so ist J f(a, y)ds lings der- 
jenigen gréBer, wo gleichen s gréBere Werte von f entsprechen. 

Mit Hilfe dieses einfachen Satzes kiénnen wir sofort den Fall des 
schiefen Wurfes erledigen, dem ganz analog sich der allgemeine Fall 
erledigen ]aBt. 

Wir nehmen die Punkte A und B in derselben Horizontalen an, die 
wir zur z-Achse wihlen. Die y-Achse ziehen wir vertikal durch A nach 
aufwirts. A hat dann die Koordinaten «=0, y=0, B die Koordinaten 
z=b,y=0. Weiter ist 

V(a, y) = gy. 
Die Grenzkurve ist also die Horizontale y = =, und das Integral lautet: 


J=fVh —gyds. 
Die von A und B auf die Grenzkurve gefillten Perpendikel haben die 
FuBpunkte A’ resp. B’. Dann ist AA’ = BB’ =* AB=<A'B’ =b. 
Der aus geraden Linien bestehende Linienzug AA’ B’ B liefert, wie 
wir zeigen wollen, ein Minimum. Wenn wir von A aus eine von AA’ 
verschiedene Kurve von der Linge 2. ziehen, lings der genommen das 


Integral J einen Sinn hat, so kann diese Kurve sicher nicht bis zur 
Grenzkurve reichen; folglich hat Vh—gy, da diese Gréfe im selben 
Horizontalstreifen konstant bleibt und gegen die Grenzkurve zu abnimmt, 
lings der gezogenen Vergleichskurve sicher einen gréferen oder mindestens 
gleichen Wert, wie in den entsprechenden Punkten der Vertikalen AA’. 
Dann hat aber nach unserem Hilfssatz das Integral J lings jeder anderen 


von A ausgehenden Kurve von der Linge : einen gréBeren Wert als 


lings AA’. Ist die Kurve gar linger als , 8o wird dadurch natiirlich, da 
der Integrand wesentlich positiv ist, der Wert des Integrals nur vergréBert. 

Daraus folgt unmittelbar: Verbinde ich A mit B durch irgend eine 
Kurve, lings deren das Integral einen Sinn hat, und deren Linge mindestens 
; betriigt, so hat lings dieser Kurve J einen gréBeren Wert als lings 
des Linienzuges AA’ B’B, da ja lings der Grenzkurve J den Wert Null 
hat. Um zu beweisen, da8 dieser Linienzug wirklich ein starkes Minimum im 
Sinne der Variationsrechnung liefert, ist noch zu zeigen, daB sich um ihn 
eine solche Umgebung abgrenzen lat, daB jede A und B verbindende 
Kurve, die in ihr enthalten ist, mindestens die Linge ; hat. 

Diese Umgebung laBt sich aber folgendermaBen herstellen: =s_— 

Wir zeichnen den Punkt C mit den Koordinaten z = 2 7] -y*- - * 


und ziehen von ihm aus eine Gerade nach unten zwischen A und B hindurch 
16* 
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ins Unendliche. Dann hat jede Kurve, die A mit B verbindet, ohne die 
von C ins Unendliche gezogene Gerade zu schneiden, mindestens die Linge 
, da ja die kiirzeste derartige Kurve, die aus den beiden Geraden AC 


und CB besteht, gerade die Linge - hat. 
Also liefert tatsichlich AA’ B’B ein starkes Minimum. Sind aber 
A und B so weit voneinander entfernt, dab 6 > = ist, so ist keine A mit B 


verbindende Kurve kiirzer als = und wir kénnen den Satz aussprechen: 

Unter allen denkbaren A mit B verbindenden Kurven, lings deren das 
Integral J iiberhaupt einen Sinn hat, erteilt der Linienzug AA’ B’B dem 
Integral den allerkleinsten Wert, also auch einen kleineren Wert als die 
A mit B verbindende Wurfparabel. 

Wir gehen jetzt zu dem allgemeinen Fall iiber, wo V(z, y) eine be- 
liebige regulire Funktion ist. Der Gedankengang des Beweises ist fast 
derselbe wie beim schiefen Wurf. Nur ist etwas Rechnung erforderlich, 
insbesondere deshalb, weil wir statt der geradlinigen Horizontalen und 
Vertikalen jetzt ein krummliniges System bestehend aus den beiden Kurven- 
scharen h — V = konst. und ihren Trajektorien haben. Wie friiher be- 
nutzen wir auch jetzt diese Scharen als Koordinatenlinien. Nur sind es jetzt 
krummlinige Koordinaten. Wir setzen Vh — V(x, y) =u, und nehmen das 
System der Trajektorien als System v = konst. A habe die Koordinaten 
u=—u,v=0, B die Koordinaten u—u,, v=b, die FuBpunkte der 
durch A resp. B gehenden Trajektorien auf der Grenzkurve u = 0 mégen 
wieder A’ und B’ heiBen. 


A und B seien auf das Gebiet zwischen Grenzkurve und Enveloppe 
beschrankt. Wir schreiben 


J={ Vh—V(@, yds = [Vu V Edw + Gav’. 
C sei ein Punkt mit den Koordinaten u=a, v=, dann ist das 
Integral J auf einer beliebigen im betrachteten Gebiet gelegenen Kurve 
von A nach C erstreckt sicher gréBer als das von A lings v = 0 bis zur 
Niveaulinie « =a erstreckte Integral. Wie man sich durch eine kurze 
Rechnung mit den Ausdriicken in krummlinigen Koordinaten iiberzeugt, 
ist die Differenz zwischen den beiden Integralen, wenn nur « geniigend 
klein gewahlt wird, so groB, daB das von A nach C erstreckte Integral 
auch gréBer ist als das von A lings der Trajektorie v =0 bis A’ erstreckte 
Integral. Wie man auch anschaulich sofort einsieht, mu8 « um so kleiner 
gewahlt werden, je kleiner #8 ist. Wihlen wir das zu p = : gehorige a, 


und zeichnere uns den Punkt mit den Koordinaten u =a, v = : und 
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ziehen von diesem Punkte (wie beim schiefen Wurf) eine Linie zwischen 
A und B hindurch ins Unendliche, so ist durch die Bedingung, daB die 
A und B verbindenden Vergleichskurven diese Linie nicht schneiden 
sollen, eine Umgebung des Linienzuges AA’ B’B abgegrenzt, fiir die 
folgender Satz gilt, welcher eben der Satz ist, zu dem wir gelangen wollten: 

»Bewegt sich ein materieller Punkt in der Ebene mit der vorgegebenen 
Energie h unter dem EinfluB von Kréften mit der Kriftefunktion V(a, y), 
zeichnen wir uns die Kurven V(a, y) = konst. und ihre orthogonalen Tra- 
jektorien und nehmen im Gebiet zwischen der Enveloppe dieser Trajektorien 
und der Kurven h—V(a,y)=0 zwei beliebige Punkte A und B an, so 
liefert der zweimal geknickte Linienzug, der aus der von A zur Grenzkurve 
(h—V=0) gezogenen Trajektorie, dem Stiick der Grenzkurve zwischen 
diesem Schnittpunkt und dem Schnittpunkt der durch B gehenden Trajektorie 
und endlich aus dieser Trajektorie selbst von der Grenzkurve bis B besteht, 
ein starkes Minimum des zu diesem Problem gehirigen Integrals der kleinsten 


Wirkung 9 on Pins 
I=) Vh—V(q, y) Vas? + dy?“ 

Falls A und B weit genug auseinanderliegen, kann der beschriebene 
Linienzug dem Integral auch einen allerkleinsten Wert erteilen. Jedenfualls 
ist gezeigt, daB es Kurven gibt, die dem Integral der kleinsten Wirkung tat- 
stichlich einen kleinsten Wert erteilen, ohne doch Bahnkurven zu sein, wihrend 
andererseits bekanntlich nicht alle Bahnkurven dem Integral einen kleinsten 
Wert erteilen. Die Begriffe ,,Bahnkurve“ und ,,Kurve kleinster Wirkung“ 
sind vollkommen disparat. 

Als einfachstes Beispiel fiir den Fall mit Enveloppe betrachten wir 
elastische Schwingungen um den Koordinatenursprung. Hier ist 


V(a, y)— =t". 


Die Kurven h = V(z, y) = konst. sind konzentrische Kreise um den Ur- 
sprung, die Grenzkurve hat den Radius ¥2h. Die orthogonalen Trajektorien 
sind die Radien der Kreisschar; ihre Enveloppe zieht sich auf den Mittel- 
punkt der Kreisschar zusammen. Wir kénnen also die Punkte A und B 
beliebig zwischen dem Grenzkreis «*+ y*? = 2h und einer beliebig kleinen 
um den Ursprung gezogenen geschlossenen Kurve annehmen. Ein aus 
zwei Radien und dem dazwischen liegenden Stiick des Grenzkreises be- 
stehender Linienzug wird ein Minimum des Integrals der kleinsten Wirkung 


“a/,  #ty : : ; 
J= | Va ——, ~~ ds liefern. Routh spricht den Satz nicht nur fir 
die ‘Bewegung eines Punktes in der Ebene, sondern fiir die Bewegung 


von » Punkten im Raume aus, und es diirfte sich auch unser Beweis 
leicht auf diesen Fall ausdehnen lassen. 
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Die Existenz der unstetigen Lésungen beim Integral der kleinsten 
Wirkung hatte ihren Grund in der Existenz der natiirlichen, dem Problem 
inhirierenden Schranke h — V(xz,y)—0, bei deren Uberschreitung das 
Integral aufhérte reell zu sein. Wie wir schon anfangs sahen, ist aber 
der Fall, daB dic Schrankengleichung nur « und y enthilt, ein ganz 
spezieller. Im allgemeinen wird sie von der Form (z, y, y’) >0 sein. 
Diese Art von Schranken wurde bisher in einem Artikel von Zermelo in 
den Jahresberichten d. Deutschen Math.-Ver. Bd. 11 ,,0ber ktirzeste Linien 
von begrenzter Steilheit auf Flichen“ behandelt, und in dem Artikel von 
Zermelo und Hahn in der Encykl. d. math. Wiss. (II A 8a) wird vermutet, 
daB bei Problemen mit Differentialungleichungen in der Regel unstetige 
Lésungen auftreten diirften. Ich will hier nur zum SchluB noch knrz 
auf eine Klasse von derartigen Problemen hinweisen, bei denen die auf- 
tretenden Differentialungleichungen inhirierende sind und man beweisen 
kann, daB sicher keine Kurve, die eine Extremale als Stiick enthiilt, oder 
gar selbst eine Extremale ist, ein starkes Minimum liefern kann. 

Es sei 


wo » eine Funktion ist, die positiver und negativer Werte fahig ist. Die 
dem Problem inhirierende Differentialungleichung lautet p(x, y, x’, y’) > 0. 
Wir haben hier nicht eine Grenzkurve, sondern eine einparametrige Schar 
von Grenzkurven, die Lésungskurven der Gleichung (z, y, x’, y’) = 0, von 
denen wir voraussetzen, daB sie selbst keine Extremalen sind, was ja nur 
bei ganz speziellen Problemen der Fall sein wird. Den Grenzkurven hier 
entsprechen bei Zermelo die Linien konstanter Steilheit auf der Flache. 

Wir setzen voraus, AB sei eine Extremale, die das Integral J zwischen 
A und B zu einem starken Minimum macht, und wollen diese Voraus- 
setzung ad absurdum fiibren. 

Zu diesem Zwecke ziehen wir durch A und B Lésungskurven von 
(x,y, x,y) =0, die wir G, resp. G, nennen. Langs dieser ist J 
offenbar gleich Null. 

In jeder noch so kleinen Umgebung der Extremalen AB (die wir 
kurz € nennen) kénnen wir dann eine Kurve A B’ ziehen, so daB B’ auf 


BB 
@> liegt und | { < f (siehe Kneser, Lehrb. d. Variationsr. § 10), (auBer 
A A 


B 
wenn @, zu € transversal liegt). Weil aber Co J =0 ist, so ist auch 
¥ 


B B B 
: f +" f < *. Also liefert € kein starkes Minimum, wenn nicht G,; zu € 
4 hv 4 
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transversal liegt. Nach unserer Voraussetzung muB also G, und ebenso 
@, zu € transversal liegen. 

Dann schlieBen wir weiter: Da € ein starkes Minimum liefert, laiBt 
es sich mit einem Feld von Extremalen umgeben. Daher kénnen wir in 
jeder noch so kleinen Umgebung von € zwischen G, und Gz eine zweite 
Extremale CD oder © ziehen. Nach einem Satze Knesers (siehe z. B. 
Bolza, Calculus of Variations § 33) ist der Wert des Integrals J im Felde 
lings zweier Extremalenstiicke zwischen denselben Transversalen der gleiche. 

Also ist: 

, B D B D 


(€) re 1; folglich 2 (+ +9 fo. 
Cc A A Cc D c 


Folglich kann € auch in diesem Falle kein starkes Minimum liefern, 
folglich iiberhaupt nicht. Andere Kurven als Extremalen kénnten aber 
nur dann ein Minimum liefern, wenn sie Stiicke von Grenzkurven sind. 
Die einzige Méglichkeit, da® iiberhaupt ein Minimum existiert, wiire die, 
daB @G, und @, einander in einem Punkte G schneiden. Dann liefert 
AGB ein Minimum, da lings dieser gebrochenen Kurve der Integrand 
Null, sonst aber tiberall, wo er tiberhaupt reell ist, positiv ist. 

Z. B. liefert beim Integral / yV«*—y*dt die Kurve ein Minimum, 
die aus zwei durch A und B gehenden Geraden besteht, die sich unter 


rechtem Winkel schneiden und deren Richtungstangenten +1 resp. —1 sind. 
Stetige Lésungen kann es nur geben, wenn A und B zufiillig auf 
derselben Grenzkurve liegen. 
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Zur Theorie der Matrices. 
Von 


Osxar Perron in Minchen. 


In dieser Note werden zum Teil bekannte Siitze aus der Theorie der 
Matrices und ihrer charakteristischen Gleichung auf neue, héchst einfache 
Weise bewiesen, zum Teil neue Siitze entwickelt. Unter den Anwendungen 
der Theorie hebe ich ein der Griiffeschen Methode analoges Verfahren 
zur naiherungsweisen Berechnung der Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
hervor. 

$ I. 

Sei 


Gy, ys -* hy 
a= | nein 3 
“+ &@ 


Gn, As ° nn 


das Koeffizientensystem einer linearen Substitution von m Variabeln, FE das 
der identischen Substitution. Soweit im folgenden bloB solche Koeffizienten- 
systeme oder kiirzer Matrices vorkommen, die rationale Funktionen von 
A, also miteinander vertauschbar sind, diirfen alle rationalen Rechen- 
operationen genau wie bei Zahlen ausgefiihrt werden. Bezeichnet man 
die Elemente der Potenz <A’ mit = so daB also a‘) mit a,, gleich- 


bedeutend ist, so ist wegen A’*“ — A’ A": 


(v+m) (¥) () 
(1) —= = > @;, 9° 
s=l1 


Konsequenterweise sollen auch die Elemente der Einheitssubstitution E=A° 
mit a” bezeichnet werden; es ist also 
a = {0 fir i+k, 
‘*  |1 far i=k, 
und (1) gilt auch noch, wenn v oder w oder beide gleich Null sind. 
Sind A =(a,,), B=(b,,), C=(¢,) beliebige Matrices, so sind die 


Gleichungen A=B oder A=BC 
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gleichbedeutend mit 


Giz = bin dee. a= >) Dis Cor, (i, k= 1,2,---,n). 
s=1 
Die im folgenden hiufig ausgefiihrte Umsetzung der ersten in diese zweite 
Form mag kurz als Ubergang von den Matrices zu ihren Elementen be- 
zeichnet werden. 


Die Elemente a‘) sind ganze Funktionen von @,,,@,3,°*-,@,,- Fir 
ihre partiellen Differentialquotienten findet man durch den Schlu8 von v 


auf »y+1 die Formel: 


@) BS oat» 
i=0 
Die Determinante |Eg— A| werde mit f(g) bezeichnet, so dab 
f(@) =0 die charakteristische Gleichung der Matrix A ist; ihre Minoren 
mit g,,(¢), und zwar 
@!\Eo—A 
O- @;,) = 9i(@), 
so daB 


: ‘9:3(@) G13(@) -** Din (@) 
(3) srt (Oe) 


Ins (@) Ine (@) ae Inn(@) 
wird. Daher ist die Matrix Ef(o) als Funktion von o teilbar durch 
Eo —A; da aber offenbar das gleiche von 

Ef(e) — f(A) = f (Ke) — f(A) 
gilt, so muB auch f(A) durch Eg — A teilbar sein, und da f(A) von @ 
gar nicht abhingt, so ist 
(4) (f(A) = 9. 

Bedeutet #(g@) den gréBten gemeinsamen Faktor der Funktionen 
9(@), 80 ist wegen (3) auch schon EL (9) teilbar durch E 9 — A, und 
daher nach der gleichen Deduktion auch 

f 
Soll umgekehrt » die Funktion niedrigsten Grades sein, fiir welche 
(A) =0 ist, so muB, weil p(Ee)— (A) durch Eg—A teilbar ist, 
auch schon Eg(g) durch Eg—A teilbar sein. Die Elemente von 
m4 sind aber nach (3): “ale 9 und dies sind dann und nur dann 
lauter ganze Funktionen, wenn g(g) durch 4 (ge) teilbar ist, also mub 


g= { sein. Diese Herleitung der bekannten Siitze erscheint mir ein- 
facher als die bis jetzt gegebenen. 
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Zwischen den Funktionen g,,(@) besteht die interessante Beziehung: 


(5) D> sis(0) gu(9) =~; (Fle) gin) — (0) g:x(@)). 


Der Beweis folgt sehr einfach aus der Identitit: 





— (Es—A)); 
multipliziert man diese adn beiderseits mit -; nee wt, so folgt: 
Efe) Ef) wee Le 
Bed Fe— 47 gall @) Bea —1 Bea} 
und hieraus Formel (5) einfach durch ei von den Matrices zu 
ihren Elementen. Fiir ¢ = @ ergibt sich aus (5): 
oe) > H:+(@) 9x (0) = f'(@) 9x (0) — F(0) gix(0)-*) 
s=1 

Aus Formel (5) flieBt ein neuer sehr einfacher Beweis des Satzes von 
der Realitit der Wurzeln der Sakulargleichung und sogar des folgenden 
allgemeineren Satzes von Hermite: 

Wenn die Zahlenpaare a,,, @,,; komplex-konjugiert sind, also ins- 
besondere auch a,, reell, so hat die Gleichung f(9) = 0 lauter reelle 
Wurzeln.**) 

Zuniichst ist leicht zu sehen, daB die Koeffizienten von f(g) reell 
sind; denn die Determinante Eg— A! dndert sich nicht, wenn man die 
Zeilen zu Kolonnen macht und gleichzeitig Y—1 durch —Y—1 ersetzt. 
Wenn jetzt f(@) ein Paar komplex-konjugierter Wurzeln 0,, 9, hat, so 
setze man in (5): @ =), 6=@,; dann folgt fiir i =k: 


Ps Gis (Qo) 9xi(Q,) = 9. 


s=1 
Hier sind aber nach unserer Voraussetzung iiber die a,, die Terme der 
linken Seite simtlich Normen von komplexen Zahlen, also >0; sie miissen 
daher einzeln verschwinden. Insbesondere wird g,,(9,)=0. Jede komplexe 
Wurzel wiirde also auch die Hauptunterdeterminanten zum Verschwinden 





*) Diese spezielle Formel entsteht auch, wenn man die bekannte Determinanten- 
beziehung 
of of of of or 





i—a,) H—a,) ~ W—a,) —a,) ~! Ta, da, 
nach s summiert. 


**) Hermite, Comptes Rendus 41, pag. 181, wo der Beweis mittels Sturmscher 
Ketten gefihrt wird. 
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bringen; indem man von diesen wieder zu den Hauptunterdeterminanten 
iibergeht, usw., folgt schlieBlich, daB auch 9, — a,,=—0 sein miiBte, was 
nicht angeht, da a,, reell ist. 

Unter den gleichen Voraussetzungen iiber die a,,, als speziell auch 
fiir die Sikulargleichung, ergibt sich ebensoleicht durch Zuziehung von (5a): 
Fiir eine Doppelwurzel von f(9) = 0 verschwinden auch séimtliche Unter- 
determinanten g;,(@). 


§ 2. 

Fiir die Beurteilung des gleichzeitigen Verschwindens der Unter- 
determinanten von |Eg —A ist von Wichtigkeit die Kenntnis der Resul- 
tante von f(o) und gix(@). Um diese zu bilden, setze man 

f(e) =e" +0" + Qe"? +---+¢, 
und fihre weiter die Funktionen ein: 

file) =1, 

h (e) —e+ & 


fain @=e- beet ee 
Dann ist identisch 


» f@) » f (Be) — f(A) 
a —— ie 7 


(6) = A’(Ef,_1(9) + Af,-2@) + ++: + A*~*fy(@)) 


= A’f,_(@) + A’**f,_3(0) +--+ + A’*"“*f(@); 
andererseits ist aber auch 





E 
A’ f(e) elk * f(e) — (Ee y_ A’) wy 








Ee—A “Be=d 
Eo)’ — 4” 
(7) - 0 gf -1@ 4 
= 9’ ry — f(e)(Ee@’-* + Ag’-* +--- + A’). 


Indem man die rechten Seiten von (6) und (7) einander gleichsetzt 
und von den Matrices zu ihren Elementen tibergeht, erhalt man: 


ai? fy-1(@) + ai" f,_s(0) + +a” Ale) 
= 0" 9,,(@) —F(@) (ae + ale’ * +--- +l”), 
eine Formel, die sich auch durch den Schlu8 von v auf » +1 erweisen 


liebe; fiir » =O fallt rechts in (7) und also auch in (8) das zweite 
Glied weg. 


(8) 
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Sind 9,, @:,°--, @, die Wurzeln von f(e), so folgt aus (8) ins- 
besondere: 
(8a) a f_1(@) + an” F,-2(@,) +o 0+ + an Fel@) = 0; In (0x) 
(A=1, 2,---, m). 
Fir v = 0, 1, —1,4=1,2,---, m entspringt aus (8a) ein System 


von n* Gleichongen, welche zusammen die Ubereinstimmung der beiden 


Matrixprodukte aussagen: 


san” ) (fi-1(@) - 
"ie a‘? = a(e) - 
a} lle) 


(9) 1%, = in 


(0) 
ik 
(1) 


as, a 


a” 
a, 
(2) 
ik 


a 


(mn —1) _(n) 
rai 
Q; 


n-1 


; 


* On 


\ (9x(@) 9 
0 al) 


, en") 0 0 


, Fen fa 1(@n)| 
* fa-s(@e) 


‘fo (e.) 


0 
)- 0 





Iu @) 


Geht man hier zu den Determinanten iiber, so wird der zweite Faktor 


n(n—1) 


links, vom Zeichen(—1) * 


abgesehen, gleich dem ersten Faktor rechts, 


und da dieser, wenn die a,, beliebig sind, bekanntlich nicht verschwindet, so 
folgt schlieBlich: 


(0) 


(1) 
| ik =. °" 


ik 


(a —1) 


"ay 


- T] ga = Rf, 9)- 


a?" 2) 4=1 


a" 1) a” ’ 
a, ai, | 


| ai, 
Hiermit ist bereits ein Ausdruck fiir die gesuchte Resultante gewonnen. 
Indes ist die Determinante links keine irreduzible Funktion der a,,, viel- 
mehr folgt leicht vermittels (1), daB sie das (zeilenweise gebildete) Pro- 
dukt der beiden Determinanten ist: 


a” aq” (0) (0) (0) (0) 
| G, 4s a, | Nik 35 * One 
a” a” a” | | (1) (1) — | 
(10) P, = * #1 G5 a , Y. = ie G3, : Ge \ 
° - 
(n—1) (a- 1). (an —1) | (n—1) (a—1) (a—1) 
het Gis ai G;, | ia’. a, a ay 


Die Resultante R(f,9,,) zerfillt also in zwei Faktoren, deren erster nur 
von i, deren zweiter nur von k abhingt: 


(11) 


n(n—1) 


«PQ, 


RF, 9u) = (— 1) 
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Multipliziert man (9) mit einer Unbestimmten u;, und summiert 
iiber i, k, so liefert die gleiche Betrachtung auch die allgemeinere Formel: 








(12) R( ’ > Iu) =(—1) 





Die Funktionen g,;,(@) haben daher dann und nur dann alle eine gemein- 
same Wurzel, wenn die Determinante (12) identisch in u,,, ty, +++, U,» 
verschwindet. Wenn, etwas weniger allgemein, u,v, an Stelle von u,, tritt, 
so zerfallt die Determinante (12) wieder in zwei Faktoren, niimlich 


n(n—1) 


(-1)* RB R( , > Gin) 
Pe ; *. ac Diu, ayn 


‘ a”"~ 1) (n —1) (a—1)| 
(13) Suet u, a, u; ais Du, a, | 
a” (0) @ | 
aoe hast | 2 0,9, °° - >'o,0% 
a” 1) (n —1) (n—1) 
> U4, 0,9, °°° > 0% 


Setzt man alle u gleich 0 bis auf eines, u,, so folgt hieraus speziell, dab 
R( ‘ >, 91) den Faktor P, hat. Wenn also P,; verschwindet, so haben 
k 


die Funktionen f(g) und > 9:,(@) fir beliebige v, eine Nullstelle ge- 
k 
gemein, und daher haben 


F(@), Gis (@), 92 (@)s -**» Iin(@) 
eine gemeinsame Wurzel. Wenn umgekehrt diese Funktionen eine ge- 
meinsame Wurzel haben, so muB auch notwendig P;=0 sein. Denn 
addiert man in der Determinante P, (Formel (10)) zu den Elementen der 
letzten Zeile die mit f,_,(@) multiplizierten Elemente der ersten, die mit 
f,-:(@) multiplizierten Elemente der zweiten usw., so nimmt P,; wegen (8) 
(fiir »v = 0) die Gestalt an: 


(0) (0) (0) 
a‘, a, 7 Oe 
P,= a®-) g@-® ... ge) |= > ,.9in(@); 
| ai, #2 in k 


| 9:(@) 9:20) --* Fin(O) 
woraus die Behauptung folgt. 








(0) (1) (n —1) 
n(n—1) | = 4;,4;, > 4, %,°°° > U;, 4%, 
2 a i 


(n —1) (n) (22-2)! 
4,4; Wi %, °° Su, 08 











254 Osxar Perron. 


Analoges gilt beziiglich der Funktionen ?,. Damit also alle g,,(@) 
eine gemeinsame Wurzel haben, ist notwendig, daB alle P; und alle Q, 
verschwinden. Es wire aber ein Irrtum, aus dem Obigen schlieBen zu 
wollen, daB diese Bedingungen auch hinreichend sind. Das gleichzeitige 
Verschwinden von P, und P, bewirkt nimlich nur, dab (9) sowohl mit 

9:1 (@)> Kr2(@)> **» $inl@)» 
als auch mit 
9x(@); I22(0); sine I2n(@) 
je eine Wurzel gemein, hat; doch ist dies im allgemeinen, wie man sich 
leicht durch Beispiele iiberzeugt, nicht die gleiche Wurzel. Damit letzteres 
der Fall ist, miissen noch weitere Bedingungen erfiillt sein. 


§ 3. 


DaB die Resultante R(f,g,,) in zwei Faktoren zerfallt, deren erster 
nur von i, deren zweiter nur von k abhingt, laéBt sich nach bekannten 
Determinantensitzen a priori erwarten. Denn es ist ja 

[9ix(@) 9s(0)| _ , a*f(e) 

we =(@) 7a 

Gri(@) Ira(@) | o(— 441) ©(— 1) 
Wenn also f(g) und g,,(9) verschwindet, so mu zugleich auch g,,(0)g,,(@) 
verschwinden fiir beliebige r,s, also entweder g;,, 9:2, °-*) Giny Oder 
Sins Jeux ***> Inu Die Resultante R(f, g,,) wird also einen Faktor haben, 
der nur von i, und einen, der nur von k abhingt. 

Es fragt sich nun weiter, ob etwa die P,, Q, irreduzible Funktionen 
der a,, sind, oder ob sie wieder zerfallen. Mit der Entscheidung dieser 
Frage verbinden wir eine genauere Diskussion der betreffenden Funktionen. 

Differenziert man in der Determinante P, (Formel (10)) die Elemente 
einer beliebigen, etwa der (v +1) Zeile nach a,,, so werden nach (2) 
die Elemente dieser Zeile 


(») vr-1 a (rv) v-1 v-1 
Oaiy -_ a® a?» 6 ays ae ee aa” ad @) (v-1-a), 


da,, ir “in > Ga, ir “ia °° 9 ir “in > 
t 
A=0 A4=0 4=0 








rt 


sie setzen sich also linear aus den Elementen der vorhergehenden Zeilen 
zusammen.*) Daher verschwindet die Determinante und es folgt: 
aP, 
a— an Q. 
04,; 
Somit hiaingt P, von 4a,;, a,,,-°:, @,, gar nicht ab, und man kann un- 
beschadet der Allgemeinheit bei Bildung von P, statt die Matrix A die 


*) Fir »=0 sind diese Formeln nicht anwendbar; aber in diesem Fall sind die 
fraglichen Elemente offenbar alle gleich Null. 
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speziellere wahlen, bei der die Elemente der i* Kolonne simtlich ver- 
schwinden. 
Die Irreduzibilitaét von P; beweisen wir nun durch vollstindige Induktion. 


Fiir n = 2 ist 
Pi, =a, Py=— ay, 


also irreduzibel; wir setzen daher fiir ein bestimmtes m voraus, dab 
P,, P,, +--+, P,, irreduzibel sind, und bilden dann die (n+1)-reihige Matrix: 








[ @, °°: 4-1 9 A, +--+ A, ) 
A= aes *°* Qos 0 Qirit’* Gis 
ee ee | | 
(ny a, i-1 0 Gai *°* By 
Die v® Potenz hiervon wird, wie leicht zu sehen, 
a” () (rv) (¥) 
ay _ Gy i-1 0 a; cats Gi 
() ) a” cn ae 
Geiss wali FT 0 @,_ -1,é H a 
A’ = e 
(vy—1) a’ 1) a”~ 1) (v—1) 
> uae ye ane s a, i-1 0 ae *, a,; “_ aA, 
Ss 
a” (») (») Ao (») 
Ga hate Gaim 0 G4 an J 








Bezeichnet man daher mit P; diejenige Determinante, welche in bezug auf 
die Matrix A’ die gleiche Bedeutung hat wie P, in bezug auf die Matrix A 
(Formel (10)), so wird, wenn 6;, die 0 oder 1 bedeutet, je nachdem i +k 
oder i =k ist, 


' 
944 ao 6; ;- 1 0; a e Oints 


u,_ 0 tee u,, 


P= Bigs Dens 1 0 se ua, °° Pe 
Buen Beart © Boor Bat 
Duet : Dua | 
= ays| Det Dinett | 
Dat >... Soe] 


= (HIP (MP to + yt Ppt ++). 
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Da P,, P;, ---, P, nach Voraussetzung irreduzibel sind, so kann hier- 
nach P; offenbar nur in der Weise zerfallen, daB ein Faktor  (u,, ---, u,) 
sich abspaltet, der von den a,, ganz frei ist. Dies ist aber nicht még- 
lich; denn es miiBte alsdann die Determinante P; fiir gewisse mumerische 
Werte von u,,---,u, verschwinden, und da sie nach (13) ein Faktor von 


Rf, > M::Iin) ist, so miiBten fiir diese Werte f(@) und > 49 (@) 
eine Wurzel gemein haben. Dies ist aber nicht méglich, weil f(g) von 
héherem Grad als > u, v,9;,(@) und bekanntlich irreduzibel ist. 

Die obige Darstellung von P, zeigt zugleich, daB dies eine homogene 
Funktion n*°* Grades von u,, ---, u, ist, und dies kann sich nach dem 
zuvor Bewiesenen auch nicht aindern, wenn in der Matrix A’ an Stelle 
der Nullen in der i** Kolonne beliebige Elemente treten. Ebenso wird, 
indem man wieder » an Stelle von n+ 1 setzt, P, homogen vom 
(m — 1)*" Grad in a,,, @,,---, @;, sein. Diese Resultate fassen wir zu- 
sammen in folgendem 

Satz: Die Funktionen P,, P,, ---, P., sind irreduzibel im Bereich 
der Variabeln a,, (und beliebiger numerischer Werte); P;, hiingt von 
4G, 4, %q4y *~*, @,, nicht ab und ist eine homogene Funktion (n— 1) Grades 
VON A;,, Bg, ***; Ay (4;, ausgeschlossen). 

Analog ergibt sich auch: 

Die Funktionen Q,, Qe, ---, Q, sind irreduzibel im Bereich der Varia- 
beln a,, (und beliebiger numerischer Werte); Q, hdngt von a,,, Qjs,-- +, % 
nicht ab, und ist eine homogene Funktion (n—1)" Grades von a, ,, G4; °° 
(a,, ausgeschlossen). 

Wenn die a,, nicht unabhiingig voneinander sind, so kénnen natiirlich 
die P;, Q, sehr wohl zerfallen. Doch mag bemerkt werden, daB sie noch 
irreduzibel bleiben, wenn die Matrix A eine symmetrische, d. h. a,,=a,, 
ist, sonst aber die a,, keiner Bedingung unterliegen. AuBerdem ist dann 
P,=Q,, und ebenfalls wieder P, homogen vom (m—1)™ Grad in 
4, :y My i ***, &, (@,, ausgeschlossen); von a,; hangt P, wieder nicht ab. 


*y Way 


g 4. 


Fiir die Berechnung der a’ ist in (1) eine Rekursionsformel an- 
gegeben; sie lassen sich aber mit Hilfe der Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung auch in independenter Form darstellen. Seien 0,, 09, -**) On 


die verschiedenen Wurzeln von f(g), und zwar g, eine r,fache, so dab 
(14) f(@) = (@—@1)"* Hi (9) = + = (0 @n)™ Hal) 


gesetzt werden kann, wo nun y,(g,)+0 ist. Dann liefert die Theorie 
der Partialbriiche die Identitit: 
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Pa ee ee ee ] J 
f(x) E(2) + Saaw D; rs ae )y 
wo E(x) eine ganze Funktion bedeutet, und durch das Zeichen D. die 


rv” Ableitung nach € angedeutet wird. Statt dessen kann man “auch 
schreiben, wenn man eg, + =o setzt und mit f(x) multipliziert: 


“4 n-i( ee f(a) 
= E(x) f(x) + = (r,—1)! D,’ (5 (e) e— 2. 


Nun ist offenbar 


pe-t(2 °” _ £@ fo) - pp-' (<e—") =O 
e %,@) t—e/e=e, z—e je=e, ’ 


so daB an Stelle der letzten Gleichung auch die folgende treten kann: 


v= BON) +> GA 4 DP (shim WH”) 


,(e-) e—2# 





=o 


% 
Da dies eine Identitit in x ist, so entsteht auch eine richtige Gleichung, 
wenn an Stelle von x die Matrix A tritt; wegen f(A) = 0 folgt dann 


= Satn De ( es Ef (@) es 
w—iPe \e@ Be -4 


e= e 
oder, indem man von den Matrices zu ihren Elementen tibergeht: 


a” p™-? ta) 
(15) -> in, ( 10), 
a 


Dies ist die gesuchte Formel. Von jetzt ab soll der Einfachheit 
wegen vorausgesetzt werden, daB die Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung alle verschieden sind (prinzipielle Schwierigkeiten wiirde die 


Behandlung des allgemeinen Falles nicht bieten). Formel (15) geht dann 
tiber in 


15 a? — SU Ia 
ate Me dea £0) 


Ist 9, absolut gréBer als die andern Wurzeln, so folgt hieraus 


zt 9:x(@) 


ee Fe)? 
*) Man sehe etwa: Serret, Handbuch der héhern Algebra, 2. Aufl. Art. 222. 
Mathematische Annalen. LXIIIL 17 
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und daraus wieder, sofern nur ¢,,(9,) +0 ist*): 
1/0) a+) 
lim Volpe, and lim a = 013 
allgemeiner auch: 
aunt 


jin V 204 a%, =O und lim -S——ay Sed ae 


wo die u,, irgend welche Werte sind, fiir welche > Hindix(@s) +0 ist. 
Diese Formeln kimnen zur niiherungsweisen Berechnung der Wurzel o, 
benutzt werden. Man bilde zu diesem Zweck sukzessive die Matrices 


A, At, A’,--+, A®. 
Die Wurzeln der zugehérigen charakteristischen Gleichungen sind bez. die 
2, 4, 8,---" Potenzen der Wurzeln von f(g), und das Verfahren ist also 
ganz analog der Niherungsmethode von Grdffe, die sogar als Spezialfall 
daraus hervorgeht, wenn 
{1 fir i=k, 
“810 far i+ i 
gesetzt wird (es ist nimlich > a” die v* Potenzsumme der Wurzeln der 


charakteristischen Gleichung). Das bei der Griffeschen Methode notwendige 

Ausziehen der 2” Wurzel, wodurch eine Vieldeutigkeit entsteht, kann 

aber hier vermieden werden, indem man die Matrix A® noch mit A multi- 
(2” +1) 


pliziert; man erhalt dann in einen Niherungswert von g,. 


ik 
(2) 
Gi 


Aus (15a) folgt weiter: 
(») (>) 
Yun 5 & ci '9ix(@x) 9is(@a) | |. 
ae a” f (2) ea) Fey) 9, 2(0,.) Grey) 


rs 


dabei ist tiber 4 und w von 1 bis » zu summieren; es verschwinden aber 
offenbar diejenigen Summanden, fiir welche 4=— yw ist. Wenn daher 

|>!o,| und g, seinerseits wieder absolut gréBer ist als die tibrigen 
Warzeln, so ergibt sich 


a! a!) | 19; x (@:) His(@)| Giz (@2) Gis (e:) | } 


lim — aye af? | | Ir (@z) PPM 9,-% (91) Gra(@s))| 


v=@ ere; = fe df (@) . 





*) Man beachte, daB g,,(¢.)—=0 gewi8 nicht fir alle Werte i, & sein kann, 
weil ge, als einfache Wurzel von f(g) vorausgesetzt ist. 
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und hieraus erhalt man analog wie oben Niaherungswerte fiir 9,9,. Wenn 
weiter |9,|>!@,|>|@ 3! umd g, wieder absolut gréSer ist als die noch 
fehlenden Wurzeln, so liefern die dreireihigen Determinanten der Matrix 
A” ebenso Niherungswerte fiir 09,0,0, usw., so daB man durch Division 
auch sukzessive 9,, 0), 0;,°-- erhilt, genau wie bei der Griffeschen 
Methode. 


§ 5. 

Wenn die charakteristische Gleichung eine Wurzel g, hat, welche 
alle andern an absolutem Betrag iibertrifft, so ist mach dem vorigen 
Paragraphen: 

al) 


lim —>- = 9,, sofern g,,(0,)+0 ist. 


,=0 ro 


Umgekehrt kann unter Umstiinden, wenn die Existenz dieses Grenzwertes 
von vornherein bekannt ist, daraus ein RiickschluB auf die Wurzeln der 
charakteristischen Gleichung gezogen werden. 

Seien alle a,, reell und >0; dasselbe gilt damn auch von den 
Zahlen a. Bezeichnet man daher die kleinste, bez. gréBte der » Zahlen 
a of? al? 
fy? oy?” of 


mit B®” bez. BW, so dab 0 < 6” < B® ist, so folgt*) 


v n (ry) /4(¥) (r) e (v) 
(16) qt? a\") a, a” ig 4” a) =6 (a, + Ay i A ) 
al’,* 1) a+ 1) a) < Bp” (ay” és a —— a) 
wo zur sitesi 


(¥) 
a,s a,, 4a 


ayy? 


gesetzt ist.*) Da aber offenbar - >0O und a” + ay? 5 ie og = 1 ist, 
so folgt aus (16) auch: p+» > 6 und BY’*® < Be, also: 
0 <p < prt) < B+) < BM, 
Nach einem bekannten Satz existieren daher die Grenzwerte 
Ban hres 


und es ist 
p< BSB<SB”. 
Wes somit ¢ eine beliebig kleine positive GréBe bedeutet, so wird fiir 


> Es sind bei 6, B, 4 allemal nur die Indises angemerkt, auf welche es im 
Lauf der gegenwirtigen Untersuchung allein ankommt. 


= 
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(>) 


hinreichend groBe v gewiB — AO > f6—s«, und folglich nach (16), wenn e 
eine beliebige der Zahlen 1, 2. -+, » bedeutet: 


att) a\”) 
ik (*) , 30) *) 9) (») 
worn > (A +A 4... 428 — 4) (B—«) + a o 


a”) 

= (1—4%”) (6-2) +a” “ 

oder auch ; 
att) 


(17) ween — B>A a 0 (35 = 8) om Bs 
aek a 
Nun ist aber 





a a,, a”) _ 4% aa.” er, 
a Gop a Son te Mee 

Da alle a,, gréBer als Null vorausgesetzt sind, so sind die n* Quotienten 

a i, k,r,s=1,2,---,n) endliche positive Zahlen und daher siamtlich 

Miner als eine Zahl N; daher folgt 


a” at, Na, 
bd 2 
10 <9 “Sar=1 ae, a’ Da —" 


und somit 
(v) (») (») 72 4(¥) (») 1 
Pea tats +a cana”, dh a > ant 
Daher bleibt 4° stets tiber einer von v unabhiingigen Grenze c, und aus 
(17) ergibt sich 
at) a! ie 
avai b> a —b)} —«. 
rk 4,9 
Da hierbei k und ¢ beliebig sind, so kénnen sie speziell so gewiahlt 
werden, daB 
fm OS 8; Th BO SB 


rk 
wird, worauf aus der vorigen Ungleichung die weitere hervorgeht: 
0>c(B—p)—«. 
Da « beliebig klein angenommen werden kann und ¢ eine feste positive 


Zahl ist, so folgt hieraus B= B. Das besagt aber, daB die Grenzwerte 
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a!) a?) 


i2 
——. 9 — 
Jim [o’ lim > 


ai. 
existieren und einander gleich sind. Ebenso wird bewiesen, dab auch die 
Grenzwerte 
( 
lim 2 =, lim — 


‘= == al” v=o qi’ 


existieren und einander gleich sind. Setzt man daher 


so folgt weiter: 


und auch: 


Somit existiert auch der Grenzwert 
at) 


(18) lim —— = 9’ 


=e al? 


und ist sowohl von k als von i unabhiingig; ferner ist 9’ positiv, und wegen 


x; = >'4,,, = G2, + Agt, + +--+ 4,2, 
s=1 
ist 9° eine Wurzel der charakteristischen Gleichung. 
Da alle a’ positiv sind, so folgt aus (18) leicht auch 
ik P 
>a 


Nun ist aber > a nichts anderes als die »* Potenzsumme der 


Wurzeln von /(9), and daher ist aus der Existenz des obigen Grenzwertes 
zu schlieBen, daB g’ jede andere Wurzel der charakteristischen Gleichung 
an absolutem Betrag iibertrifft. Der Beweis ist wértlich so zu fihren 
wie in meiner Habilitationsschrift (Math. Ann. 64 pag. 50, Zeile 4 v. u. bis 
pag. 51, Zeile 5). In der gleichen Arbeit (pag. 47, Hilfssatz) ist auberdem 
gezeigt, daB 9’ eine einfache Wurzel ist, und daher ergibt sich folgender 
Satz: Wenn alle a;, reell und >0 sind, so hat die charakteristische 
Gleichung eine einfache positive Wurzel, welche alle anderen Wurzeln an 
absolutem Betrag iibertrifft. 
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Obwohl dies ein rein algebraischer Satz ist, so ist mir doch sein Be- 
weis mit den gewdhnlichen Hilfsmitteln der Algebra nicht gelungen. Der 
Satz bleibt tibrigens auch zu Recht bestehen, wenn die a,, nur zum Teil 
positiv, die iibrigen aber gleich Null sind, sofern nur eine gewisse Potenz 
der Matrix A existiert, bei der kein Element mehr verschwindet. Wenn nam- 
lich fir ein bestimmtes v alle a) gréBer als Null sind, so gilt dann das 
gleiche auch fiir jeden griéferen Wert von v. Sind also 9,,---,@, die 
Wurzeln der charakteristischen Gleichung, so ist 9; positiv und absolut 
groBer als die iibrigen g;; ebenso ist 0." positiv, und daher auch 9g, positiv 
und absolut gréBer als die iibrigen 9,. 

Es gilt daher der obige Satz und die Wurzel 9, kann somit nach 
der Methode von Griiffe oder auch nach der in § 4 auseinandergesetzten 
Methode berechnet werden. 

Wir betrachten beispielsweise die Matrix 


(0 0---0 


. 2 2 
A=/{0 1..-0 


e.«-9 
deren charakteristische Gleichung lautet 


fle) = of — 4,¢°-* — 4,_10°-* —--- — Ge — 4, = 9. 
Aus der Formel A’+' = A’A geht jetzt hervor: 


(«) a aa thant t 1, 2,---n) 
(6) ai) = ala, + ala, +--+ + ala, ie 


Nun sei a, >0, a, > 0, die tibrigen a, nur > 0; dann folgt aus («) 


a”) =a” @ a 22. g@—Y Lg 


in ? a; ig 9° 9 % i,n—1- 


Wenn daher 


(1) (2) (nm) 
a Geos G 


in * in 
alle verschwinden wiirden, so wiirde das gleiche von 


(n) (n) (n) 
412  %qn°* *s 


gelten; dies sind aber die Elemente der i" Zeile der Matrix A"; also 
miiBte die Determinante verschwinden, was nicht der Fall ist. Daher gibt 
es einen Index v, fiir welchen a‘ > 0 ist; nach (8) ist dann auch 


in 
a” * > 0, folglich a” *” > 0 ete. Nach («) ist aber weiter a\” = a, **—” 


also von einem gewissen v ab auch a”) >0. Somit gibt es eine Potenz 
von A, bei der kein Element mehr verschwindet, und wir erhalten den 


a 


’ 
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Satz: Wenn die Koeffizienten der Gleichung 
e" — a, 9"-* —---—a,9 —a, = 0 
den Ungleichungen geniigen 
a,>0, a,>9, 
a,>0 ftir i= 2, 3,---,n—1, 
so existiert eine positive Wurzel, welche alle anderen Wurzeln an absolutem 
Betrag iibertrifft. 

Dieser spezielle Satz ist auch ganz leicht rein algebraisch ein- 
zusehen; er ist tiberdies auch ein Spezialfall von Satz IX meiner Habili- 
tationsschrift (loc. cit. pag. 51). Man bemerke iibrigens, daB der Satz 
nicht mehr allgemein richtig ware, wenn man auch fiir a, den Wert 0 
zulassen wollte; denn beispielsweise hat die Gleichung 

o"— a, =0 
lauter Wurzeln von gleichem absolutem Betrag. In der Tat ist auch 
leicht zu sehen, daB im Fall a, =a, =—--- =a, =O eine Potenz A’, bei 
der kein Element mehr verschwindet, nicht existiert. 


Miinchen, 25. Juli 1906. 





Atrrzep Loewy 


Uber die Gruppen linearer homogener Substitutionen vom 
Typus einer endlichen Gruppe. 


Von 


Atrrep Loewy in Freiburg i. Br. 


Im 53° Bande der Mathematischen Annalen*) habe ich den Begriff 
der Gruppe von endlich vielen linearen homogenen Substitutionen zu dem 
der Gruppe linearer homogener Substitutionen vom Typus einer endlichen 
Gruppe erweitert. Ein System © linearer homogener Substitutionen in 
n Variablen von nicht verschwindenden Determinanten soll eine Gruppe 
vom Typus einer endlichen Gruppe heiben, wenn das Produkt je zweier 
Substitutionen von © wieder in © enthalten ist, © neben jeder Sub- 
stitution die reziproke enthalt und die Gesamtheit charakteristischer 
Funktionen, die zu den Substitutionen von @ gehéren, nur fiir eine 
endliche Anzahl untereinander verschiedener Werte verschwindet. Ist also 


k=n 
= Dany (i= 1,2,--4n) 


k=l 


irgend eine in © enthaltene Substitution, so soll nach der gegebenen 
Definition die Gesamtheit von charakteristischen Gleichungen: 
— 4+ 09 ;,| =0 (3, k=1,2,---,m; é,;= 1, 6,,=0 (j2h), 

die man erhalt, wenn man fir A jede in @ enthaltene Substitution setzt, 
nur eine endliche Anzahl verschiedener Wurzeln 09 besitzen. In dem 
friiheren Aufsatz, dessen Kenntnis im folgenden nicht vorausgesetzt wird, 
war angenommen worden, daB die Gruppe G vom Typus einer endlichen 
Gruppe wenigstens eine Substitution besitzt, deren charakteristische Glei- 
chung lauter voneinander verschiedene Wurzeln hat. Im vorliegenden 
Aufsatz soll die Theorie der Gruppen vom Typus einer endlichen Gruppe 
mit Hilfe eines neuen Satzes von W. Burnside vollig erledigt werden. 


*) Zur Theorie der Gruppen linearer Substitutionen, Math. Ann. Bd. 53, S. 225—242. 
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§ 1. 


Das Burnsidesche Theorem, das wir im folgenden verwenden, lautet 
in unserer Terminologie: Jede irreduzible Gruppe linearer homogener Sub- 
stitutionen vom Typus einer endlichen Gruppe ist eine Gruppe von endlich 
vielen Substitutionen. 

Um die Lektiire des Burnsideschen Aufsatzes ,On criteria for the 
finiteness of the order of a group of linear substitutions“*) nicht voraus- 
zusetzen, erlaube ich mir, den Burnsideschen Beweis zu wiederholen. 
Nach einem Burnsideschen Fundamentalsatz**) laBt sich in jeder irre- 
duziblen Gruppe @ linearer homogener Subettintionsn ein System von n? 
Substitutionen A, (i= 1,2,---,n*) mit Koeffizienten a’ ) derartig auswahlen, 
da8 die Determinante: 

A ee... 


ll 12 O10 


® .® .. g® | 


o G9 nn +0 


(n?) _(n?) (a?) 
a, ws °° Sue | 


wird. Ist G mit Koeffizienten g,, (j,k=1,2,---,m) irgend eine Sub- 
stitution der irreduziblen Gruppe @, so gehiren auch die Produkte 
GA,, GA,,---, GA,» der Gruppe G an. Ist G eine Gruppe vom Typus 
einer endlichen Gruppe, so kann die Summe der Diagonalglieder jeder 
Substitution von @ nur eine endliche Anzahl verschiedener Werte an- 
nehmen; denn sie ist gleich der Summe der Wurzeln der charakteristischen 
Gleichung der betreffenden Substitution. Mithin werden die Summen der 
Diagonalglieder der Substitutionen GA,, G A;, GA,, +++, GAw: 


> 1:42 +> Ii ++ +39, a) = x”, 
inl i=1 i=l 


Sut +390 as nid +> Ini “pas x”, 


soe i=1 i=1 


i=n i=n i=n 


Sore Se, ay + FD duit 2 a X™, 


i=l i=l 


*) W. Burnside, Proceedings of the London Math. Society, ser. 2, vol. 3, 


p. 4835—440 (1905). 

™) W. Burnside, On the condition of reducibility of any group of linear sub- 
stitutions, Proceedings of the London Math. Society, ser. 2, vol. 8, p. 480—434 (1905). 
G. Frobenius und J. Schur, Wher die Aquivalenz der Gruppen linearer Sub- 


stitutionen, Sitzungsberichte der K. PreuBischen Akademie der Wissenschaften, Jabrg. 
1906, S. 209. 
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hierbei kiénnen die GréBen X (i = 1, 2,---,m®) nach dem Obigen nur 
eine endliche Anzahl verschiedener Werte annehmen. Mithin kommen, 
da die Determinante a‘) +0 ist, fiir die n* Koeffizienten g,,, d. h. fiir 
die Koeffizienten siimtlicher Substitutionen der Gruppe G, nur eine end- 
liche Anzahl verschiedener Werte in Frage. Folglich enthilt @ nur 
endlich viele Substitutionen und ist eine endliche Gruppe. 

LaBt sich eine beliebige Gruppe G linearer homogener Substitutionen 
auf irgend eine Weise durch eine Substitution P von nicht verschwin- 
dender Determinante in eine ‘ahnliche Gruppe % = PGP-' iiberfiihren, 
bei der die Matrix jeder Substitution die Form: 


a, 0 0 O--- O 
0a, 0 0--- 0 
{11 Mp, -- Ga}? O O ay O--- O 


00 0 O---a, 
hat und @,,, Q.., ---, @,, Matrizes bedeuten, die irreduzible Gruppen er- 
zeugen, so heiBt © eine vollsténdig reduzible Gruppe. 

Ist U = {a,,, ay, ---, @,,} eime Gruppe vom Typus einer endlichen 
Gruppe, d. h. haben die charakteristischen Gleichungen aller Substitutionen 
von % nur eine endliche Anzahl untereinander verschiedener Wurzeln, so 
trifft fiir die irreduziblen Teilgruppen a,,, @,,,---,@,, offenbar das gleiche 
zu. Nach dem angegebenen Burnsideschen Satze ist folglich jede von 
ihnen eine endliche Gruppe, mithin ist eine Gruppe A —{a,,, dg, ---, ,,} 
vom Typus einer endlichen Gruppe eine Gruppe von endlich vielen Sub- 
stitutionen. Ist G irgend eine Gruppe vom Typus einer endlichen Gruppe, 
so sind alle mit © athnlichen Gruppen PG P-' ebenfalls Gruppen vom 
Typus einer endlichen Gruppe; denn ‘hnliche Substitutionen haben die 
gleichen charakteristischen Funktionen. Hieraus folgt: Jede Gruppe vom 
Typus einer endlichen Gruppe, die vollstiindig reduzibel ist, ist eine end- 
liche Gruppe. Nach einem zuerst von Herrn Maschke*) bewiesenen Satze 
ist umgekehrt jede endliche Gruppe linearer homogener Substitutionen 
vollstindig reduzibel. 

*) H. Maschke, Beweis des Satzes, daB diejenigen endlichen linearen Substitu- 
tionsgruppen, in welchen einige durchgehends verschwindende Koeffizienten auftreten, 
intransitiv sind. Math. Ann. Bd. 52, 8. 363. Vgl. auch G. Frobenius, Sitzungs- 
berichte der PreuBischen Akademie, Jahrg. 1899, 8. 483. J. Schur, Neue Begriindung 
der Theorie der Gruppencharaktere, Sitzungsb. d. PreuB. Akademie, 1905, S. 414. 
A. Loewy, Transactions of the American Math. Society, vol. 6, pag. 509. 
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Wir haben daher das Theorem: Jede Gruppe linearer homogener Sub- 
stitutionen vom Typus einer endlichen Gruppe ist stets und nur dann eine 
endliche Gruppe, wenn sie eine vollstiindig reduzible Gruppe ist. 


§ 2. 
Jede Gruppe linearer homogener Substitutionen laBt sich, wie ich in 
den Transactions of the American Mathematical Society, vol. 6, p. 504—533*) 
gezeigt habe, durch eine Substitution A von nicht verschwindender Deter- 
minante in eine ahnliche Gruppe G* = AG A-' iiberfiihren, bei der die 
Matrix jeder Substitution die Form: 
G O O --- O 
GG, G O OO .--- O 
Gi, G. GG, O --- O 


rt Gre Gis Gia --- Gi. 


hat und Gj,, Gi, ---, Gi, aufeinander folgende gréBte vollstindig redu- 
zible Gruppen bedeuten. Betrachtet man ahnliche Gruppen linearer homo- 
gener Substitutionen als nicht verschieden, so sind, wie ich bewiesen habe, 


die Gruppen Gis, Gi. , a te - 


ihrer Reihenfolge nach als erste, zweite, usw. bis u* vollstindig reduzible, 
zu © gehérige Gruppen eindeutig bestimmt und von der Wahl von @* 
unabhiingig. Jeder Gruppe © kann man daher eine vollstindig reduzible 
Gruppe (Gi, Gi., ek Giiw}: 

Gi 0 0 O--- O 

0 G O O--- 0 

0 0 @ O--- 0 


0 0 0 QO.-- %- 


zuordnen. Sieht man ibnliche Gruppen als nicht verschieden an, so ist 
die Gruppe {Gi,, Gi, ---, G,,} eindeutig bestimmt. Sie ist ferner zur 
Gruppe © homomorph. Jedem Element R von © entspricht ein Ele- 
ment Vz der Gruppe { Gj, Gi, ---, G,}, umd jedem Element der 
Gruppe {@i,, Gi, ---, Gi, }, von der natiirlich nur die voneinander 


*) Uber die vollstindig reduziblen Gruppen, die zu einer Gruppe linearer 
homogener Substitutionen gehéren. Vgl. auch den daran ankniipfenden Brief von 
Herrn L. Stickelberger, Transactions of the American Math. Society, vol. 7, pag. 509. 
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verschiedenen Substitutionen beibehalten werden sollen, entsprechen ein 
oder mehrere Elemente von &. Fiir je zwei Substitutionen R und S 
aus G wird das Produkt Vr Vs = Vrs, wenn Vr, Vs, Vas die zu R, 8 
und RS zugeordneten Substitutionen der Gruppe | @j,, GL, ---, Gi,} 
bedeuten. 

Ist © eine Gruppe vom Typus einer endlichen Gruppe, so ist die 
ihnliche Gruppe ©* eine ebenso beschaffene Gruppe. Folglich haben die 
charakteristischen Funktionen aller Substitutionen von @* nur eine end- 
liche Anzahl verschiedener Wurzeln; daher trifft dies auch fiir die voll- 
stindig reduziblen Gruppen @j,, Gi, ---, Gi, zu. Mithin sind diese 
nach dem am SchluB des § 1 bewiesenen Satze endliche Gruppen. Folg- 
lich ist auch die Gruppe {@j,, Gi, ---, Gi,} eine Gruppe von endlich 
vielen Substitutionen. Ist umgekehrt die Gruppe {Gifi, Gi, ---, Gi, } 
eine Gruppe von endlich vielen Substitutionen, so ist © offenbar eine 
Gruppe vom Typus einer endlichen Gruppe. Wir baben daher den Satz: 

Die w aufeinander folgenden gripten vollstindig reduziblen Gruppen 

ii, Gh, ---, Gi,, die zu irgend einer Gruppe © linearer homogener 
Substitutionen gehiren, bestimmen eine der Gruppe homomorphe , vollstiindig 
reduzible Gruppe {|Gi,, Gh, ---, Gin}; diese 2u G gehdrige Gruppe ist, 
wenn dknliche Gruppen als nicht verschieden angesehen werden, eindeutig 
bestimmt. Eine Gruppe © linearer homogener Substitutionen ist stets und 
nur dann eine Gruppe vom Typus einer endlichen Gruppe, wenn die homo- 
morphe Gruppe {@j,, Gh, ---, Gi} und folglich séimtliche Gruppen 
@j,, Gi, ---+, Gi, endliche Gruppen sind. Ist u>1, so ist © eine 
Gruppe von unendlich vielen Substitutionen, fiir 4 = 1 ist © eine Gruppe 
von endlich vielen Substitutionen. 


§ 3. 


Die zu der Gruppe © homomorphe Gruppe {G@j,, Gh, ---, Gr,} sei 
mit § bezeichnet. © sei eine Gruppe vom Typus einer endlichen Gruppe, 
und € bedeute den Komplex simtlicher Substitutionen von G, die dem 
Einheitselement E von 3 entsprechen, Alle Substitutionen € von © sind 
dann Substitutionen der folgenden Form: 


1 0 0 -- QO QO 
Ay, 1 eo .. 8 ©@ 


as, A39 1 “" 0 


G,-1,1 %-~-1,2 %~1,3 °*° 


any Gg Ang 
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abnlich; denn nur den Substitutionen der Form (a) von &* entspricht 
die identische Substitution von 8. Die Substitutionen (a) von &* bilden 
offenbar eine Untergruppe von &*; mithin bestimmt auch der Komplex &, 
dessen Elemente den Substitutionen (a) ahnlich sind, eine Untergruppe 
der zu &* ahnlichen Gruppe 6. 

Die zu @ homomorphe endliche Gruppe {@f,, Gi, ---, Gi,} sei 
von der Ordnung h und enthalte die h voneinander verschiedenen Sub- 
stitutionen Z, = E, Z,, Z,,---, Z,_,- Dann lassen sich aus &* h—1 Sub- 
stitutionen G;* (i= 1, 2,---,h — 1) auswihlen, die den Substitutionen 
Z, (i =1, 2, +++, h—1) von B entsprechen. G,(i—1,2,---, h—1) seien 
die den Substitutionen G,;* aus @* entsprechenden Substitutionen der 
Gruppe @. Ich behaupte: Die Komplexe €, E€G,, EG,, ---, EG,_, er- 
schépfen simtliche Substitutionen von ©. H sei eine beliebige Substi- 
tution von © und ihr entspreche die Substitution Z, von 8. Nach dem 
Obigen entspricht auch der Substitution G, von G die Substitution Z, 
von §. Folglich entspricht wegen des Homomorphismus der Substitution 
Gz von @ die Substitution Z>' von 8. Infolge des Homomorphismus 
von & und § ist ferner der Substitution HG;' der Gruppe @ die Sub- 
stitution Z,Z;1— E der Gruppe 8 zugeordnet. Mithin gehért das Ele- 
ment HG;' dem Komplex € an, und H selbst ist eine Substitution aus 
dem Komplex €G,. Hiermit ist die aufgestellte Behauptung bewiesen. 
Der Komplex € ist ferner eine invariante Untergruppe von ©. LEiner 
Substitution von H€H-' der Gruppe @ entspricht nimlich die Sub- 
stitution Z,EZ;!= E ton 8 Mithin gehért jede Substitution HE H-* 
von @, wenn H ein beliebiges Element aus & ist, dem Komplex € an. 
Wir haben daher den Satz: 

Jede Gruppe © linearer homogener Substitutionen vom Typus einer 
endlichen Gruppe besitet eine invariante Untergruppe € von endlichem 
Index h. Die Zahl h ist gleich der Ordnung der homomorphen, endlichen 
Gruppe {@ii, Gh, ---, Gin}, die eu G gehirt. Der Gruppe € entspricht 
in (Gi, Gh, ---, Gi} die Identitét; die Gruppe € ist einer Gruppe mit 
Substitutionen der Form: ° 

100... 0 0 
@ 1 90--- 0 0 
Gn Ge 1 --s 0 0 


Ons Ane ans acts Gn—1 1 


dihnlich. Die Gruppe © ist stets und nur dann endlich, wenn die invariante 
Untergruppe € die identische Substitution ist. 
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Die charakteristische Funktion jeder Substitution von € hat, wenn sie 
nicht die identische Substitution ist, wenigstens einen von 1 verschiedenen 
Elementarteilerexponenten. Hingegen haben die charakteristischen Funk- 
tionen simtlicher Substitutionen einer endlichen Gruppe ausnahmslos 
Elementarteilerexponenten 1. Hieraus folgt: 

Jede Gruppe vom Typus einer endlichen Gruppe ist stets und nur dann 
endlich, wenn die charakteristischen Funktionen aller Substitutionen der 
Gruppe ausnahmslos Elementarteilerexponenten 1 aufweisen. 

Existiert eine ganze positive Zahl r, so daB alle Substitutionen einer 
Gruppe linearer homogener Substitutionen von r** oder niedrigerer Ord- 
nung sind, so hat die charakteristische Funktion jeder Substitution der 
Gruppe nur Wurzeln, die unter den Wurzeln der Gleichungen 

o=1, = 1, ‘+, = l 

enthalten sind. Eine solche Gruppe ist mithin eine Gruppe vom Typus 

einer endlichen Gruppe. Beachtet man noch, dab die charakteristische 

Funktion jeder linearen homogenen Substitution endlicher Ordnung nur 

Elementarteilerexponenten 1 besitzen kann, so folgt nach dem zuletzt an- | 
gegebenen Satz das zuerst von mir in den Math. Annalen, Bd. 53, S. 241 

unter einer Einschriinkung und dann allgemein von W. Burnside(Proceedings 

of the London Math. Society, ser. 2, vol. 3, p. 438) bewiesene Theorem: 

Kann man eine endliche positive ganze Zahl r so finden, dap alle Sub- 
stitutionen einer Gruppe von r** oder niedrigerer Ordnung sind, so ist die 
Gruppe endlich. Die Endlichkeit aller Gruppenelemente ist also die not- 
wendige und hinreichende Bedingung fiir die Endlichkeit einer Gruppe 
linearer homogener Substitutionen. 


g 4. 
Ob Gruppen vom Typus einer endlichen Gruppe endlich viele oder 
unendlich viele Substitutionen besitzen, laBt sich mit Hilfe der zugehérigen 
invarianten Hermiteschen Formen unterscheiden. Die Gruppe © vom 
Typus einer endlichen Gruppe sei wie im § 2 in die ahnliche Gruppe G*: 
a1 60 @ .«, @ 
Gi, Gi, O --- 0 
G3, Gj. Gi, --- 0 


; Gir Gis Gis --- Gi, 
transformiert. Die erste gréBte vollstiindig reduzible, endliche Gruppe Gf, 


sei eine Gruppe von Substitutionen in s Variablen. Wie jede endliche 
Gruppe linearer homogener Substitutionen fihrt auch @f; nach einem 
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von Herrn E. H. Moore (Math. Annalen, Bd. 50, 8. 213) und mir (Comptes 
Rendus 1896, S. 168) gleichzeitig gefundenen Satze eine definite Hermitesche 
Form von s Variablen in sich tiber. Bei der Gruppe @* und folglich 
auch bei der zu &* fhnlichen Gruppe © bleibt daher eine positive 
Hermitesche Form, d. h. eine solche, die abgesehen vom Werte 0 nur 
positive Werte annimmt, vom Range s invariant. 

Sei s der Rang der positiven Hermiteschen Form héchsten Ranges, die 
bei allen Substitutionen einer Gruppe G@ vom Typus einer endlichen Gruppe 
invariant bleibt. Durch Einfitihrung neuer Variablen kann man diese in- 
variante positive Hermitesche Form in y, 9, + 9.9, +---+y,¥, trans- 
formieren; hierbei sind 9,, J,,-°*, J, ZU Y,, Ye, °°, y, konjugiert imaginire 
Variable. Durch Einfiihrung der neuen Verinderlichen geht die Gruppe G 
in eine ahnliche Gruppe § fiber, deren Substitutionen die positive 
Hermitesche Form y, 9, + 9:9, +--++ y,¥, invariant lassen. Die Sub- 
stitutionen von § seien von der Form: 


j=n 


% =>) hasys (i—1,2,--+,n). 


j=1 
Da die Substitutionen von § die positive Hermitesche Form 


WI +292 +--+ Hy, 
invariant lassen, miissen die Gleichungen bestehen: 


a + ae iil Iisa Moog =0 (t= 1,2,---,m—8). 


Hierbei bedeuten die tiberstrichenen GréBen die konjugiert imaginiéren zu 
den nicht tiberstrichenen. Folglich ist 


Vinge O (6 1,2,---, 8; t= 1, 2,---, m—8). 
Die Gruppe wird mithin von der Form: 


Ou 0 
Du Des, 


wobei §,, ein System von Matrizes mit s Zeilen und s Kolonnen bedeutet 
und eine Gruppe definiert, die y,7, + 4.9, +---+y,¥, invariant abt. 
Jede Gruppe linearer homogener Substitutionen, die eine definite Hermite- 
sche Form invariant laBt, ist vollstindig reduzibel. (Vgl. Transactions of 
the American Math. Society, vol. 6, 509.) Mithin ist §,, eine vollstindig 
reduzible Gruppe. Da s die Rangzahl einer bei allen Substitutionen von G 
invarianten positiven Hermiteschen Form héchsten Ranges sein soll, ist 
§,,, falls man ahnliche Gruppen als nicht verschieden ansieht, die ein- 
deutig bestimmte, erste gréBte vollstindig reduzible Gruppe, die zu & 
gehért. Wir haben daher den Satz: 
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Jede Gruppe © linearer homogener Substitutionen vom Typus einer 
endlichen Gruppe laiBt wenigstens eine positive Hermitesche Form vom Range 
s>1 invariant. Die Rangzahl jeder bei allen Substitutionen von © 
invarianten positiven Hermiteschen Form ist gleich oder kleiner als die 
Variablenzahl der ersten griBten vollstiindig reduziblen Gruppe, die zu @ 
gehirt; diese Zahl wird auch mindestens einmal tatsiichlich erreicht. © ist 
stets und nur dann eine Gruppe von endlich vielen Substitutionen, wenn © 
auch eine definite Hermitesche Form invariant lat (d. h. eine solche, deren 
Rang gleich der Variablenzahl n der Substitutionen von © ist oder die nur 
verschwindet, wenn ihre n Paare konjugiert imagindrer Variablen sémtlich 
gleichzeitig Null gesetzt werden). 

Der Zusatz ,,positiv’ bei den im letzten Satze besprochenen in- 
varianten Hermiteschen Formen ist wesentlich. Z. B. fiihrt die Gruppe 
linearer homogener Substitutionen vom Typus einer endlichen Gruppe, 
die aus der Substitution z,°/=—2,, 2,°=—2,+2%,, ihren positiven und 
negativen Potenzen und der Identitit besteht, die Hermitesche Form 
2,4,+ i(%,%,—2,%,) im sich tiber. Diese hat den Rang 2, die Gruppe 
ist trotzdem nicht endlich; ihre erste gréBte vollstindig reduzible Gruppe 
ist die aus der identischen Substitution z,,— 2, bestehende Gruppe in 
einer Verinderlichen. 


Freiburg i. Br., August 1906. 











































L. Feste. Fouriersche Reihen. 


Uber die Fouriersche Reihe. 
Von 


Leopoutp Fryér in Kolozsvar. 


In der vorliegenden Arbeit wird der Verlauf der zu einer gegebenen 
Kurve gehérigen Fourierschen Annaherungskurven studiert. 

Wir beschriinken uns auf den einfachsten und wichtigsten Fall, wo 
die Kurve aus einer endlichen Anzahl von analytischen*) Stiicken zu- 
sammengesetzt ist. In diesem Falle lassen sich priignante Gesetze auf- 
stellen, die den Verlauf der Fourierschen Annaherungskurven geniigend 
charakterisieren. Sie sind in den §§ 2, 3, 4 des 1. Teiles behandelt. Es 
sind dies zumeist, wie wir glauben, neue Siitze, ausgenommen diejenigen, 
wo wir den Entdecker ausdriicklich erwihnen. 

Die Richtigkeit einiger Theoreme kénnte dem Leser schon a priori 
als allzu wahrscheinlich erscheinen. Dem vorzubeugen, haben wir die 
oben umschriebene Klasse von Funktionen oft tiberschritten und gezeigt, 
daB fiir gewisse allgemeinere Funktionen die Giiltigkeit der Siitze auf- 
héren kann. Als sehr instruktiv in dieser Beziehung erweist sich auch der 
Ubergang von den Fourierschen trigonometrischen Polynomen zu meinen 
arithmetischen Mitteln. Indem sich nimlich zeigt, daB bei den arith- 
metischen Mitteln vollstindig veriinderte Eigenschaften auftreten kénnen, 
wird man zur Einsicht gefiihrt, wie wichtig (wenn auch nicht unbedingt 
notwendig) es fiir die Richtigkeit der festgestellten Satze ist, daB man es 
eben mit den Fourierschen trigonometrischen Polynomen zu tun hat. 

Die Frage nach dem Verlaufe der Fourierschen Annaherungskurven 
ist iquivalent mit der Frage nach der Diskussion der Differenz f(x) —s, (x), 
d. h. mit der Diskussion des Restgliedes der Fourierschen Reihe bei groBen 
Werten des Index. Eine erste Form des Restgliedes liefert das bekannte 
Dirichletsche Integral. Diese Form des Restgliedes ist aber unmittelbar 


*) Es ist aber nicht notwendig, die einzelnen Stiicke als analytisch voraus- 
zusetzen. Die Existenz einiger der ersten Ableitungen geniigt schon fiir die Giiltigkeit 
der Resultate dieser Arbeit. 


Mathematische Annalen. LXIIII. 18 
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weder fiir die Diskussion der Ordnung des Unendlichkleinwerdens von 
R,(z), noch fiir die uns besonders interessierende Diskussion des Vor- 
zeichens von R,(x) geeignet. Wir wenden daher auf die Dirichletsche 
Form des Restgliedes einen einfachen Kunstgriff an und gewinnen da- 
durch fiir das Restglied der Fourierschen Reihe eine neue Form, die fir 
die eben erwihnten Zwecke unmittelbar geeignet ist. Dies wird in § 1 
des I. Teiles auseinandergesetzt. 

Im Il. Teile bleiben wir in demselben Ideenkreise. Es sind hier 
Fragen erdrtert, die sich auf Vorzeicheneigenschaften der Koeffizienten 


- der Fourierschen Reihe beziehen. Im wesentlichen handelt es sich um 


eine Prizisierung des Fundamentallemmas der Theorie der Fourierschen 
Reihen. Die Methode ist im wesentlichen die des I. Teiles. Aber auch 
der klassische Riemann-Dirichletsche Weg fihrt zum Ziele, wenn man 
einen Integralmittelwertsatz beniitzt, den wir kurz auseinandersetzen.*) 


Inhalt. 
1. Teil. Seite 
§ 1. Restglied der Fourierschen Reibe. ..........2....24-24.4-. 274 
g 2. Uber die Oszillation der Fourierschen Partialsummen um den Funktionswert 
fiir einen bestimmten Wert der unabhiingigen Variabeln ..... . 277 
g 3. Wher die Schnittpunkte der mn“ Fourierschen Anniherungskurve mit der 
gegebenen Kurve bei groBen Werten vonnm ........2.... 280 
ee ee 282 
Il. Teil. 
Von den Koeffizienten der Fourierschen Reihe ..........2... 285 


I. Teil. 


§ 1. 
Restglied der Fourierschen Reihe. 


Wir betrachten im folgenden, wenn nicht ausdriicklich anders ver- 
fiigt wird, eine Funktion f(z) der reellen Variabeln 2, die fiir das Inter- 
vall von 0 bis 2 (die Grenzen eingeschlossen) definiert ist und in diesem 
Intervalle ,stiickweise analytisch“ ist. Eine Funktion f(z) soll im Inter- 
valle (0---22), wie iiblich, stiickweise analytisch heiBen, wenn sie in der 
Umgebung jeder Stelle des Intervalles in eine konvergente Taylorsche 
Reihe entwickelbar ist — nur eine endliche Anzahl von Stellen a,, a,,---, a, 


*) Ein Resumé dieser Arbeit ist in den Comptes Rendus (26 février 1906) 
erechienen. Eine erste Ausfihrung gab ich im Mathematikai Ertesit) der ungarischen 
Akademie (2. April 1906). Diese Arbeit ist eine zweite Ausfiihrung, in welcher z. B. 
§ 4 des 1. Teiles vollstandig neu hinzugetreten ist. 
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ausgenommen, deren Anzahl aber mindestens gleich 1 ist. In der Um- 
gebung einer Stelle a, soll f(z) zwei (wenn auch in den ersten Koeffi- 
zienten tibereinstimmende, aber dennoch) verschiedene Taylorsche Ent- 
wicklungen haben, von denen die eine fiir «> a,, die andere fiir 7 < a, 
giltig ist.*) 

Die Gesamtheit aller stiickweise analytischen Funktionen bezeichnen 
wir mit (S). Aus dieser Gesamtheit sind wegen y >1 jene Funktionen, 
die fiir jede Stelle des Intervalles (0.--22) in eine Taylorsche Reihe ent- 
wickelbar und (mit ihren saimtlichen Ableitungen) nach 22 periodisch 
sind, ausdriicklich ausgeschlossen. Um jede akzessorische Schwierigkeit 
zu vermeiden, behandeln wir die einfachsten Funktionen der Gesamtheit (8), 
nimlich diejenigen, fiir welche v = 1 ist. 

Ohne eine prinzipielle Beschrinkung eintreten zu lassen, kénnen wir 
weiter annehmen, da schon f(a — 0) + f(a + 0)**), wo a die nunmehr 
einzige Ausnahmestelle bedeutet. Endlich kénnen wir voraussetzen, dab 
a = 0 ist. 

Wir beschrinken uns also auf einen Teil (S,) der Gesamtheit (8), 
welcher aus solchen Funktionen f(x) besteht, die ein einziges analytisches 
Kurvenstiick y = f(x) definieren (das eine beliebige, aber endliche Anzahl 
von Maxima und Minima haben kann) und fiir welche 


f(+ 0) +/(2a—0). 

Es sei nun f(z) eine solche Funktion, und @ eine beliebige, aber be- 
stimmte Stelle im Innern des Intervalles (0.--22). Dann ist nach Dirichlet 
die Summe der (n+ 1) ersten Glieder der Fourierschen Reihe (die so- 
genannte n® Partialsumme der Fourierschen Reihe) 


2a 


oma f a sin (2n +1) “>= da. 
2 





2sin 


1 1 ° ,a— 
1 = vf zl sin (2n+1) = 3 = da, 
2 


*) Wir denken uns die Funktion f(x) periodisch wiederholt, so da8 wir fiir die 
Palle a; = 0 oder a; = 22 nichts Besonderes auszusagen haben. 
**) Namlich im allgemeinen ist, wie schon erwihnt, 


f(a—9) = f(a+0), f’ (a—0) =f'(a+0), ---, f*-2(a—0) = f*- (a4), 
und erst 





Da 











f”(a—0) +f @+0). 


ey 
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so hat man 
Q Re)-4@)-fe) => / fo) —10) gin (2n + 1) ©" de. 
2 sin ; 


Das ist die bekannte Dirichletsche Form fiir das Restglied*) R,(z). 
Diese hilt das Vorzeichen, sowie die GréBenordnung des Restgliedes ver- 
borgen. Wir kénnen aber leicht eine Form des Restgliedes gewinnen, 
welche beide erwaihnten Eigenschaften in Evidenz setzt. Wir fihren 


(2) p(«) — —f® 
2 





ein und bemerken dazu, dab, zufolge der Voraussetzung, o(a) fiir jede 
innere Stelle @ des Intervalles (0---22) schlechthin, dagegen an der 


Stelle 0 nach rechts, an der Stelle 2a nach links analytisch ist. Setzen 
wir nun an 


(3) Na (2) - fv cos (2n + 1) da, 





wo 


, d a 
g(a) — $2 


so ist nach dem Fundamentallemma der Theorie der Fourierschen Reihen 
lim 7, (7) = 0. 


Dieses Fundamentallemma lautet: 
b 
lim f ¥(@) °° (na) da = 0, 


wenn nur ~(«) im Intervalle (a---b) integrabel ist und ebenda |y(a)| eine 
endliche obere Grenze besitzt. 


Nun liefert aber (3) durch eine partielle Integration 





a) = — (9 O) + Gx) cos(2n4+1)2 + 2*t* eR (a), 
wo wegen (2) 
9(0) + 9(22) — @2—LO 


sen 


*) Wir nennen von nun an nicht f(x) — s,,(x), sondern s, (x) — f(a) das Restglied. 
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ist; folglich 


(1) R, (a) ‘tii 1 fee—f f£@) — 


con(2m +t) 4 7 





. + 7, (2) ) 
(2m-+-1) ry 


sin = 
2 

Das ist die gesuchte Form des Restgliedes, die Vorzeichen und Grifen- 
ordnung in Evidenz setzt. Sie ist fiir eine beliebige Funktion der Gesamt- 
heit (S,) brauchbar. 

Wir werden uns, wie schon bemerkt, nur mit solchen Funktionen 
beschaftigen. Um aber anzudeuten, wie man bei einer beliebigen stiick- 
weise analytischen Funktion zu verfahren hat, besprechen wir kurz den 
nachstkomplizierteren Fall. Es sei namlich noch f(+0)=—/(22—0), aber 
schon f’(+0) +f’ (2a—0). 

Dann betrachten wir, die friiheren Bezeichnungen beibehaltend, 





few sin (2 + 1) “> da 


und bekommen durch zweimalige partielle Integration die gesuchte Form 
des Restgliedes 


ee sin (@n+1) 5 — 
()  Ri(«)= = ay (* @=)— Fo + wo), 
2 2 





wo 
lim ¢,(x) = 0. 


§ 2. 
Uber die Oszillation der Fourierschen Partialsummen um den 
Funktionswert fiir einen bestimmten Wert der unabhingigen 
Variabeln. 


Um ein Bild vom Verlaufe der Fourierschen Anniherungskurven 
y = 8,(”) (verglichen mit dem Verlaufe der dargestellten Kurve y = f(x) 
selbst) zu gewinnen, wollen wir in diesem Paragraphen auf folgende Frage 
eine Antwort suchen. 

Es sei x eine bestimmte Stelle. Betrachten wir die wnendliche Zahlenfolge 


8,(#) — f(#) 
n= 0, 1, 2,--+ 00 
Gibt es in dieser Folge unendlich viele positive und wnendlich viele negative 
Glieder, oder nicht? Mit anderen Worten: Oszillieren die Fourierschen 
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Partialsummen an der Stelle + um den zu x gehérigen Reihenwert f(z), 
oder nicht? 

Bevor wir in dieser Beziehung die zu einer stiickweise analytischen 
Funktion gehérige Fouriersche Reihe untersuchen, betrachten wir einer- 
seits z.B die WeierstraBsche iiberall konvergente Fouriersche Reihe 


(4) f(x) = a a" cos (b"x), 
a=0 


wo 0<a<1,b eine ungerade ganze Zahl, ab > 1 + =e. Hier ist f(x) 


tiberall stetig und an keiner Stelle differenzierbar. Betrachten wir die 
Argumentwerte 


ux 
(5) ° 2b” ’ 
wo 


u=0,+1, +2,---,; +, 
y=1,2,---, oo. 


Diese Stellen bedecken die ganze reelle Achse iiberall dicht, und es 
ist leicht einzusehen, dab die Partialsummen der Reihe (4) fiir keinen der 
Werte (5) um den entsprechenden Wert /(:r) oszillieren. 

Betrachten wir andererseits z. B. die Fouriersche Reihe 


(6) f(z) = = a” cos (b" x). 


wo 0<a<l, b eine ungerade ganze Zahl > 1. Diese stellt eine ganze 
transzendente Funktion mit der Periode 2a dar (also auch eine Funktion, 
die nicht zur Gesamtheit (S) gehért). Es ist klar, daB auch hier fiir die 
Werte (5) die Partialsummen nicht um f(x) oszillieren kénnen.*) 

Wir haben zwei extreme Beispiele von Funktionen angefiihrt, die 
nicht stiickweise analytisch sind, und fiir die eine iiberall dichte Menge 


*) Die Reihe (6) stellt in der Tat eine ganze transzendente Funktion dar, weil 
fiir | z| < R, wo R eine beliebig groBe, aber feste positive Zahl bedeutet, 
| cos (b" x) | <e"R, 
und daher 


| a*” cos (bz) | <a" R (a FY”. 


Da aber iim a’” ® = 0 ist, so ergibt der Vergleich mit der konvergenten Reihe 
> a” e*y" 
n=0 


die gleichm&Bige Konvergenz der Reihe (6) fiir | «| <BR. 
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von Argumentwerten existiert, an welchen die Fourierschen Partialsummen 
nicht um f(x) oszillieren. 

Es sei nun f(z) eine stiickweise analytische Funktion, z. B. jene 
Funktion, die von 0 bis a gleich +1, von a bis 2” gleich — 1 ist. 
Statt der Fourierschen Partialsummen betrachten wir ihre arithmetischen 
Mittel S,(a). Wir haben nun ganz allgemein gezeigt*), daB fiir eine be- 
liebige endliche und integrierbare Funktion 

m<S(2)< M 
ist, fiir 
n= 1, 2, 3,---, 0 


O0<2K< 2a, 
wo M und m die WeierstraBsche obere resp. untere Grenze von f(z) in 


(0---22) bedeuten. Fiir die arithmetischen Mittel unserer Funktion f(x) 
haben wir daher 


und 


-1¢8,@)<1 
fiir 
n= 1, 2, 3,--+, co 
O0<r< 2a, 

und folglich findet fiir die arithmetischen Mittel ar keiner einzigen Stelle 
Oszillation statt. Wiahrend nun, wie wir sehen werden, die Fourierschen 
Partialsummen dieser stiickweise analytischen Funktion /(#) um den Funk- 
tionswert oszillieren (nur eine endliche Anzahl von Stellen des Intervalles 
(0--+22) ausgenommen), findet dies fiir die arithmetischen Mittel an keiner 
einzigen Stelle statt.Es ist also gewiB nicht unwesentlich, dab wir es 
eben mit den Fourierschen trigonometrischen Polynomen zu tun haben. 

Es sei nun f(z) eine beliebige Funktion der Gesamtheit (S,), und x 
eine beliebige, aber bestimmte Stelle des Intervalles (0 ---22), die aber 
von 0 und a verschieden ist. Dann folgt aus der unter (I) gegebenen 
Form von R,(x) sofort, daB R,(x) fir umendlich viele Werte von m 
positiv und fiir unendlich viele Werte von  negativ ist. Da namlich 


lim 4,(%) = 0 
ist, so geniigt es bloB zu zeigen, dab 
cos (2n + 1) <. = cos (nz+ 3) 


unendlich oft gréBer ist, als eine gewisse, von m unabhiingige positive 
Zahl A, und unendlich oft kleiner ist als —A. Das ist aber wohl- 
bekannt. Man sondert die Fille, in denen : irrational oder rational ist, 
und gelangt in beiden Fallen ganz elementar zu unserer Behauptung. 


*) Math. Annalen, Bd. 58, Seite 60. 
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Wir haben also gezeigt, dap fiir eine beliebige Funktion von (S,) die 
Fourierschen Partialsummen um f(x) oszillieren und zwar fiir jeden Wert 
von x. Die Stellen 0, x kinnen allein eine Ausnahme bilden. Ein Beispiel, 
wo 0 und a wirklich Ausnahmestellen sind, ist die Funktion f(z), die 
folgenderweise definiert ist: 


f(2) =-*>- fir 0< 2 < 22, 
f(a) = 0 fir z= 0. 


Die Fouriersche Reihe dieser Funktion ist 


Q7 sin nx 
n=1 
und R,(0), R,(x) sind fiir jedes » gleich Null. 

Wir kénnen noch zur Charakterisierung der Gréfenordnung von R,(x) 
bemerken, daB fiir eine beliebige Funktion von (S,) das Produkt »R,(x) 
nicht zu Null konvergiert, sondern fiir m= oo eine positive obere und 
negative untere Unbestimmtheitsgrenze besitzt. Wie die Form (I) von 
R, (x) zeigt, hangt der Wert dieser Unbestimmtheitsgrenzen bloB von x 
und vom Werte des Sprunges /(22) — (0) ab, und ist sonst von der 
speziellen Form der Kurve y = f(x) unabhingig. 

Ahbnlich la8t sich die Frage der Oszillation der Fourierschen Partial- 
summen fiir eine beliebige stiickweise analytische Funktion erledigen, wenn 
man nur in der in § 1 angedeuteten Weise fiir eine passende Form des 
Restgliedes sorgt. Z. B. fiir eine Funktion, wie die am Ende von § 1 
betrachtete, leistet dies die unter (II) gegebene Form des Restgliedes. 


§ 3. 
Uber die Schnittpunkte der n‘ Fourierschen Anniherungskurve 
mit der gegebenen Kurve bei groBen Werten von n. 


Um das Bild des Verlaufes der Fourierschen Anniherungskurven 
zu vervolistiindigen, wollen wir in diesem Paragraphen folgende, im 
Sturmschen Geiste gestellte Frage beantworten. 

Wie oft wechselt die Differenz s,(x) — f(x) im Intervalle von 0 bis 2x 
bei groBem Werte von n ihr Vorzeichen? 

Diese Frage la8t sich unter sehr allgemeinen Bedingungen fiir f(x) 
erledigen. Herr Hurwitz hat namlich folgenden Satz bewiesen*): 


*) Uber die Fourierschen Konstanten integrierbarer Funktionen, Math. Annalen, 
Bd. 57, Seite 444. 
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wind in der Reihe der Fourierschen Konstanten 


Gy, Ay, My’, My, My’, >> 
der Funktion f(x) einige Anfangsglieder Null und bezeichnet & den ersten 
Index, fiir welchen a, und a,’ nicht mehr beide Null sind, so ist die An- 
zahl der Strecken konstanten Zeichens der Funktion f(x) im Intervalle 
(O ..- 2%) mindestens 2k.“ 

Herr Hurwitz beweist diesen Satz unter sehr allgemeinen Be- 
dingungen fiir f(z) (1 c.). Wendet man nun diesen Satz auf die Diffe- 
renz s,(“)— f(a) an, so findet man, daB diese im Intervalle (0--- 22) 
mindestens 2n + 2 Strecken konstanten Vorzeichens besitzt. Die Anzahl 
der Strecken konstanten Vorzeichens von s,(x)— f(x) wiichst also wnbegrenet 
mit dem Index n im Intervalle (0 --- 22). 

Fiir eine Funktion der Gesamtheit (S,) léBt sich der eben aus- 
gesprochene Satz auch mit Hilfe der unter (I) gegebenen Form von 
R,(«) leicht beweisen. Wir erhalten aber auf diesem Wege noch mehr; 
wir kommen zum Ergebnisse, daB die Gripe der Strecken konstanten Zeichens 
von R(x) im Intervalle (0, 2%) mit wachsendem n unbegrenzt abnimmt. 

Um dies zu zeigen, miissen wir zu dem in § 1 Gesagten nur folgendes 
hinzufiigen. Nach dem Fundamentallemma ist 


22 
lim fro cin (nae) da = 0. 
oe 


Betrachten wir nun die Gesamtheit aller Funktionen w(«), die im Inter- 
valle (0---22) mit ihrer Ableitung stetig sind und fiir welche 


dy(a) 
Fe |< 





fiir 
O<a< 22, 

wo G eine positive Zahl bedeutet. Fiir die Menge dieser Funktionen (a) 

konvergiert 


fv om (na) da 


gleichmaBig zu Null. In der Tat ist z. B. 
22 22 
Jv cos nada = — - fr@ sinnada, 
6 
also 


2a 


fre cosnada. < 


22G 
n”? 


was zu beweisen war. 
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Es sei nun « eine beliebig kleine, aber feste, positive Zahl, und z 
bewege sich im Intervalle («---22 — «). Dann erhalten wir eine Menge von 
Funktionen g(a) (Bezeichnung von § 1), deren jede mit ihrer Ableitung 
im Intervalle (0---22) stetig ist und fiir welche | p(a)!<G, (O0<a<2z), 
wo G eine gewisse positive Zahl bedeutet. Folglich konvergiert fiir 
é<2<2xa—<« die Funktionsfolge y,(z) gleichmaBig zu Null. Wenn 
wir dies in Betracht ziehen, so ergibt die Form (I) des Restgliedes schon 
leicht, daB die GréBe der Strecken konstanten Vorzeichens von F?,(x) mit 
wachsendem » unbegrenzt abnimmt. 

SchlieBlich bemerken wir, da die arithmetischen Mittel S,(x) einer 
Funktion (S) auch vom Gesichtspunkte dieses Paragraphen aus ein ganz 
anderes Verhalten zeigen kinnen. Fiir die Funktion f(z) = 1 fiir 0<2<z2, 
f(z) =—1 fir <2 < 2m ist die Anzahl der Strecken konstanten Vor- 
zeichens von S, (x) — f(x) niemals gréBer als 2. 


§ 4. 
Die Gibbssche Erscheinung. 


Wir beenden das Studium des Verlaufes der Fourierschen Anniherungs- 
kurven, indem wir den Verlauf dieser Annaiherungskurven in der Umgebung 
einer einfachen Sprungstelle von f(x) untersuchen. Diese Frage ist eigent- 
lich vollstindig gelést durch das merkwiirdige Gibbssche Theorem*). 
Herr Bécher hat neuerdings die Aufmerksamkeit auf dieses Theorem 
gelenkt. In Nr. 9 seiner Arbeit: Introduction to the theory of Fourier’s 
series**) gibt er eine interessante ausfiihrliche Analyse dieser Frage. 

Es sei f(x) eine z. B. stiickweise analytische Funktion, die an einer 
einzigen inneren Stelle a des Intervalles (0 - - - 27) einen einfachen Sprung 
erleidet. Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, nehmen wir an, 
daB f(a—0) < f(a+0). 

Es seien nun 

y = 8, (x) 
(n =0, 1, 2, - - -, 90) 
die Fourierschen Anniherungskurven. 
Die Kurve, die den Grenzwert lim s,(7) darstellt (graph of the limit, 


wie Gibbs sagt), ist nun offenbar die Kurve 


y=f(2), fir O<Se2<a und fir a<ceg2z, 


*) Nature“, April 27, 1899. Vergl. auch C. Runge: Theorie und Praxis der 
Reihen (Leipzig, Gischen, 1904), § 19. 

**) Annals of Mathematics, vol. 7. Herr Prof. Hurwitz war so freundlich, 
mich im Juli 1906 wihrend eines Aufenthaltes in Ziirich auf die damals kiirzlich 
erschienene Arbeit von Herrn Bécher aufmerksam zu machen. 
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plus der Punkt mit den Koordinaten 
a, [4-9 +f@+%) 

2 


? 
Lange scheint man nun geglaubt zu haben, daB folgender Satz richtig sei: 
Man betrachte die gebrochene (aber stetige) Kurve C, die aus folgen- 
den drei Stiicken zusammengesetzt ist: 
Erstes Stiick, C,: y=f(x), fir OS r<a. 

Zweites Stiick, C,: die vertikale geradlinige Strecke, welche die Punkte 
mit den Koordinaten a, f(a—Q0) und a, f(a +0) ver- 
bindet. 

Drittes Stiick, C,: y= /(x), fir ac ug 2z. 

Es sei weiter ¢ eine beliebig kleine, aber feste positive Zahl. Man 

schlage um jeden Punkt der Kurve C als Mittelpunkt mit dem Radius ¢ 

einen Kreis. Die Gesamtheit aller Punkte der Ebene, die nicht auBerhalb 
irgend eines dieser Kreise liegen, bilden einen die Kurve C umgebenden 

Streifen C,. Man glaubte nun irrtiimlicherweise, daB die Fourierschen 

Annaherungskurven y=s,(x), wenn nur » gehérig groB ist, alle innerhalb 

des Steifens C, liegen, d. h. daB die Grenze der Kurven y =s,(x) die 

Kurve C sei. Gibbs bemerkte, daB dies nicht der Fall sei. Die Grenze 

der Fourierschen Annaherungskurven (limit of the graphs, wie Gibbs 

sagt) ist (nicht die Kurve C sondern) eine Kurve C, die aus folgenden 
drei Stiicken besteht*): 
Erstes Stiick: y=/f(x) fir Oc r<a. 

Zweites Stiick: die vertikale geradlinige Strecke, welche die Punkte mit 

den Koordinaten 


a, f(a—0) + 2% 


und 
a, f(a+0)— 2% 
verbindet. 
Drittes Stick: y=—f(x) fir a<vg2za. 
Hier bedeutet 
D = f(a+ 9) — f(a—9) 
und 


P, = [%* ds ——0-2811---. 


nm 


Die Kurve © entsteht also aus ( einfach dadurch, daB das vertikale 


*) Wir fiihren den Satz fast wortlich nach Herrn Bocher an. Loc. cit. 
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geradlinige Stiick C, nach unten und nach oben verlingert wird. Die 
GréBe der Verlaingerung hat beiderseits denselben Wert. Dieser betragt 
ungefahr 9°/, des Sprunges D. 

Es ist nicht uninteressant, daB der durch den Gibbsschen Satz 
festgestellte Konvergenzdefekt der Fourierschen Partialsummen bei den 
arithmetischen Mitteln nicht vorhanden ist. 

Die Gibbssche Erscheinung tritt bei den Approximationskurven der 
arithmetischen Mittel nicht auf, denn wir kinnen zeigen, dap diese Approxi- 
mationskurven y= S,(a) im friiher festgestellten Sinne wirklich zur Kurve C 
als Grenzkurve konvergieren. 

Es sei namlich « eine beliebig kleine, aber feste, positive GréBe. Dann 
kénnen wir infolge der Voraussetzung ein positives 7 (wo » < ¢) finden, 
so dab 


L. Fesin. 


f(a—0) — 7 Sf(z) <f(a+% +, 








wenn 
a—ysrsaty. 
Nun ist*) 
22 
1 1 — cos n (a— 2) 
5,2) = tax J T— cos —a) [(a)ae. 


0 


In den Intervallen (0, a— a), (a + 4 ; 22) konvergiert S,(z) gleichmabig 


za f(x). Es liege nun z im Intervalle (a—4, a+). Wir zerlegen 
e-4 a+" 22 
, 1 1 1 
8.2) = haf tg feta fe 
a- a+" 


Der erste und dritte Teil konvergiert fir n= oo gleichmiBig zu Null. 
Der zweite Teil liegt infolge des ersten Integralmittelwertsatzes fiir ge- 


niigend groBes n gewib zwischen f(a—0) — ; und f(a+0) + + - Folglich 
liegt S,(z), wenn a— 3 <a#sa+ +, fiir geniigend groBes n gewib 


zwischen f(a—0O)—e«e und f(a+0)+<¢. -Hiermit ist gezeigt, daB die 
Kurven y =S,(x) im friiher festgestellten Sinne zur Kurve C kon- 
vergieren.**) 








*) S. Math. Annalen, Bd. 58, S. 54—56. 
**) Diesen Satz kann man natiirlich a priori ebensowenig einsehen wie den Satz, 
daB fiir die Fourierschen Annaherungskurven die Grenze die Kurve C ist. 


















Fouriersche Reihen. 


Il. Teil. 


Von den Koeffizienten der Fourierschen Reihe. 
Es sei f(x) eine Funktion der Gesamtheit (S,), d. h. es sei y = f(x) 
ein einziger analytischer Bogen*), der durch die Punkte mit den Koordi- 


naten 0, f(+0) und 22, f(2a—0) begrenzt ist, wo f(+0) +f(27—0). 
Es sei weiter 


a, +>, sin nx + b, cos nx) 
n=1 
die Fouriersche Reihe von f(z). Dann gilt folgender Satz: 
Von einem gewissen Gliede an sind alle Glieder der Folge 


Bo, By, Agy*~*, Ay, >” 
von Null verschieden, haben dasselbe Vorzeichen und nehmen dem absoluten 
Betrage nach fortwihrend und unbegrenzt ab. 
Ist f'(+ 0) + f'(2a—0), so gilt dasselbe fiir die Folge 
b,, bs, vo b 
Beweis. Zunichst ist lima,=—0O z. B. infolge des Fundamental- 
lemmas. Weiter, da 


ag ie, 


22 
4, = * fre sin nada 
ist, folgt : 
4, =4,4:-4,= - Jf (sin (n+ 1) « — sin na) da, 
oder 
in 
A= 2 fhe) sin < cos (2n + 1) da. 


Fiihren wir nun die Funktion 
v(«) = f(«) sin & 
und das Integral 
2a 
(7) t= [v'@ cos (2n + 1) ; da 
° 
*) Diesen Bogen soll man sich aber nicht gerade als monoton vorstellen; er 


kann im Intervalle (0 --- 2) eine beliebige, aber endliche Anzahl von Maxima und 
Minima haben. 
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ein. Zweimalige partielle Integration liefert 
2 
é, = — (W'(22) + WO) — () =e , 
und weil 
, , ( 
v (2x) + ¥'(0) = — £89) 4 © 
ist, so erhalten wir schlieBlich 
_ (22) —f@ — 2» 
a 2n+1)\2 ? 
i) = 


4, = G+ a a,, 


wo wegen (7) und infolge des Fundamentallemmas 


lim ¢, = 0. 


Aus dieser bemerkenswerten Form von &,, folgt nun unmittelbar die Richtigkeit 
unseres Satzes. 
Abnlich verfahrt man in bezug auf die b,. Es ist namlich 


22 
b41-0,= ® f r(@) sin ; sin (2n + 1) > da. 
0 
Fiihrt man also 


2 J y(@) sin (2n+41) © de 
0 


ein, so erhalt man durch viermalige partielle Integration 


b am 2X t+) Am —f'O) + & 


Dn 41 = x ")? ae 
2 





wo 
lim 6, = 0, 


aus welcher Gleichung man die gewiinschten Schliisse ziehen kann. 


* .* 

Die vorangehende Entwicklung kann auch so aufgefaBt werden, daB 

sie eine Prizisierung des Fundamentallemmas der Theorie der Fourierschen 

Reihen fiir stetige und einigemal differenzierbare Funktionen enthilt. 

In der Tat kinnen wir jetzt fiir die in Betracht kommenden Funktionen 
w(x) nicht nur behaupten, dap 


22 
i, =f ¥(2) sinna dz 
0 
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mit wachsendem n zu Null konvergiert, sondern auch das Vorzcichen von i, 
bei groBen Werten von n verfolgen. Dies ist uns durch Anwendung eines 
einfachen Kunstgriffes gelungen. Nun gab Riemann einen Beweis des 
Fundamentallemmas, welcher auf eine Zerlegung des Integrals i, nach 
den Wellen der Kurve y= sinnz beruht, und welche die richtige Ein- 
sicht in das Wesen des Lemmas gestattet. Es ist wiinschenswert, daB wir 
auch das Vorzeichen von i, fiir groBes » auf Grund dieser Dirichlet-Rie- 
mannschen Zerlegung bestimmen kénnen. Das ist in der Tat méglich. 
Wir wollen die Untersuchung hier nicht ausfihrlich auseinandersetzen, 
sondern bemerken nur, daB sie mit Hilfe eines Integralmittelwertsatzes, 
der auch sonst gut brauchbar ist*), leicht durchzufiihren ist. 

Dieser Mittelwertsatz, den man ganz elementar beweisen kann, lautet 
folgendermaBen: 

Es seien p(x) und f(x) zwei, fiir das Intervall (a, b) definierte Funk- 
tionen. Die Kurve y= (x) sei symmetrisch in bezug auf die gerade 
Linie, die durch den Mittelpunkt * as © des Intervalls (a --+b) geht und auf 


dem Intervalle senkrecht steht. .D.h. es sei: 





p(a+t)—g(b—t) fir O<E< s+. 
Auferdem sei —(x) im Intervalle iiberall nicht negativ. Vorausgesetet nun, 


dap die Kurve y=f (a) in (a---b) tiberall konkaw ist, bestehen folgende 
Ungleichungen: 


fo+f© f p(x) da< f f(x) p(a)da<f (+4) f p(x) dx. 


Ist die Kurve y=f (x) in (a, b) tiberall konvex, so ist der Sinn der 
Ungleichungen umzukehren. 





b 
Dieser Mittelwertsatz gibt fiir das Integral f f(x) p(«) da Grenzen 


(e+1)a 
*) 4. B. fir i= j2 sin © 7, \iefert dieser Mittelwertsatz sofort die durch Herrn 


ka 


Bocher (loc. cit. Fubnote) gegebenen Ungleichungen 
1 1 2k+1 
= Ei <ltl<g k(k+1)' 


=x 


welche fiir die Theorie und Ausrechnung des Integrals fe if niitzlich sind. 


% 
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an, die im allgemeinen naher zueinander gelegen sind, als die durch den 
ersten Mittelwertsatz gelieferten. In der Tat ist im allgemeinen 


/LOELO _ ¢(AF*)|<M—m, 
wo M die obere, m die untere Grenze von f(x) fir das Intervall (a--- 


bedeutet. 
Wenn wir nun die Teilintegrale 


+n 
n 


St@ sinna dx 


nicht, wie tiblich, mit Hilfe des ersten Mittelwertsatzes, sondern mit 
Hilfe des eben angefiihrten abschiitzen, so gelangen wir leicht zu der 
gewiinschten Prizisierung des Fundamentallemmas. 








A. Bam. Algebraische Raumkurven. 


Uber algebraische Raumkurven. 


Von 


A. Brix in Tiibingen. 


Bei einer projektiven Behandlung der algebraischen Gebilde pflegt 
man die der Homogenitit wegen eingefiihrte Koordinate mit den Carte- 
sischen als gleichberechtigt anzusehen und geometrisch zu deuten. Un- 
zweifelhaft gewinnt dabei die Einkleidung der Probleme an Allgemeinheit 
und Symmetrie. Oft aber ergeben sich bei der Durchfiihrung Weitlaufig- 
keiten, die diesen Vorzug teilweise aufheben, und es hat sich fiir gewisse 
Untersuchungen als vorteilhaft erwiesen, zu der Auszeichnung einzelner 
Koordinaten zuriickzukehren. 

Dieser Fall tritt ein, wenn es sich um die algebraische Darstellung 
der Raumkurven handelt. Versucht man, wie es nahe liegt, die Raum- 
kurve durch den Inbegriff aller Kegel darzustellen, die tiber ihr stehen, 
so zeigt sich die Gleichung des Kegels, dessen Spitze in einem un- 
bestimmten Raumpunkte liegt, mit Parametern iiberladen. Dagegen er- 
scheint diese Gleichung, wie der Verfasser in einer Note in den Géttinger 
Nachrichten von 1901 (S. 156) gezeigt hat, einer weiteren Behandlung 
eben noch fahig, wenn die Spitze auf einer bestimmten Kante des 
Koordinatentetraeders angenommen wird, wenn man also zwei von den 
Quotienten der Variabelen als algebraische Funktionen des dritten ansieht. 
Denn trotz der beschrinkten Verinderlichkeit eines Kegels, dessen Spitze 
auf jener ausgezeichneten Kante des Tetraeders, der ,,.Hauptkante“, wie wir 
sie nennen wollen, liegt, laBt sich seine Gleichung doch als_,,Gleichung 
der Raumkurve“ ansprechen, weil die Schar, die er darstellt, die Kurve 
eindeutig und vollig bestimmt. 

Bildet man von dieser Kegelgleichung die Diskriminante hinsichtlich 
der ausgezeichneten Variabelen, so erhilt man (§ 4 jener Note) die wirk- 
lichen und die scheinbaren Doppelpunkte getrennt. Sie zerfallt nimlich 
rational in zwei Faktoren, von denen einer, der den scheinbaren Doppel- 
punkten entspricht, — ein vollstiindiges Quadrat — noch von dem Para- 
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meter abhangt, der die Lage der Spitze auf der Hauptkante bestimmt, 
wahrend der andere ein Biischel von Tangentialebenen an die Raumkurve 
und, gleichfalls in der Gestalt eines Doppelfaktors, die wirklichen Doppel- 
und vielfachen Punkte liefert. 

Entnimmt man der Gleichung des Kegels die Koeffizienten der 
Potenzen jenes Parameters, der die Spitze bestimmt, und setzt sie einzeln 
gleich Null, so erhalt man Flichen mit bzw. einem n-fachen Punkt 
(Kegel), einem (n — 1)-fachen Punkt (Monoid), einem (n — 2)-fachen usw. 
Punkt, lauter Flichen, die durch die Kurve hindurchgehen, die aber 
simtlich durch die beiden ersten von ihnen, einen Kegel und ein Monoid, 
bestimmt sind. Man gelangt so zu der bekannten Cayleyschen Darstellung 
einer Raumkurve durch Kegel und Monoid, an welche die schénen und 
fruchtbaren Arbeiten von G. Halphen, R. Sturm, H. Valentiner und 
M. Noether*) angeschlossen haben. 

Die Gleichung des Monoids bei gegebener Kegelgleichung muB ge- 
wissen Bedingungen geniigen, wenn die Raumkurve nicht Besonderheiten 
aufweisen soll. Man beschrinkt sich gewéhnlich auf die Angabe, dab 
Zahler und Nenner des Bruches, dem eine der beiden abhingigen Koordi- 
naten gleichgesetzt wird, sich ,adjungiert“ (s. Art. 5) verhalten miissen 
gegentiber der Kegelgleichung, durch welche die andere definiert wird. 
Auch die rationalen Prozesse, die M. Noether in seiner grundlegenden 
Abhandlung im 23. Bande der Math. Annalen (S. 339) fiir die Berechnung 
der adjungierten Kurven angibt, verlangen auBer der Diskriminante die 
Verwendung noch anderer umstandlicher Eliminationsergebnisse. Fir 
die rechnerische Durchfiihrung ist das im folgenden (Art. 6) angegebene 
Verfahren vorzuziehen, wonach zu einer vorliegenden Kegelgleichung das 
allgemeinste Monoid mit Hilfe einer Identitét bestimmt wird, in die als 
bekannte GréBen auBer der linken Seite der Kegelgleichung und ihrer 
Ableitung nur der ,auBerwesentliche* Teiler ihrer Diskriminante eingeht. 
Aus dieser Identitit ergeben sich gleichzeitig zwei verschiedene Monoid- 
gleichungen, deren eine auch fiir die Bildung der ganzen algebraischen 
Funktionen einer Variabelen verwendbar ist, mit der iiberhaupt die 
hier vorgelegte algebraische Theorie der Raumkurven sich nahe beriihrt. 

Die Gleichung der Kegelschar lat sich als die einer nichtlinearen 


A. Britt. 


*) AuBer einigen friiheren Abhandlungen (darunter der von H. G. Zeuthen im 
8. Bande der Annali di Mat. 2. Ser. mit wichtigen Abzihlungsergebnissen) kommen in 
Betracht: G. Halphen, Sur la classification des courbes gauches algébriques, Journ. 
Ec. Polyt. cah.52, 1882; H. Valentiner, Zur Theorie der Raumkurven, Act. math. II, 
1883; M. Noether, Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen Raumkurven, 
Abhdlg. d. Preu8. Akad. d. Wiss. fiir 1882; R. Sturm, On some new theorems on 
eurves of double curvature, Rep. Brit. Ass. 1881. 
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Schar von ebenen Kurven von gleicher Ordnung und gleichem Geschlecht 
auffassen, die sowohl zerfallende Individuen enthalten als in ihrer Gesamt- 
heit zerfallen kann. Im letzteren Falle zerfillt auch die Raumkurve. 
Man gewinnt so einen Angriffspunkt fir die allgemein noch nicht erérterte 
Frage des Zerfallens von Raumkurven in Gerade, der wenigstens einige 
der niichstliegenden Fragen zu beantworten erlaubt (Art. 10). 

Durch das Nachstehende méchte ich den in der Note von 1901 ge- 
gebenen Beitrag zur Theorie der Raumkurvea ergiinzen und erweitern. 
Wie dort, so handelt es sich auch hier nicht um neue Eigenschaften 
dieser Gebilde, sondern um eine algebraische Darstellung, die gestattet, 
die bekannten und einige neue Sitze der allgemeinen Theorie mit ein- 
heitlicher Beweisfiihrung und genauer Umgrenzung auf Grund der Lehre 
von den algebraischen Funktionen zu versehen. 


1. 


Ein nach Lage und Gestalt verinderlicher algebraischer Kegel, nicht 
zerfallend oder zerfillbar, habe seine Spitze auf einer geraden Linie, der 
Kante z=¢t=( des zugrunde liegenden Koordinatentetraeders, welche 
die ,,Hauptkante“ heiBen mége. Der Kegel wird durch eine homogene 
Gleichung zwischen z, ¢, 4x +y dargestellt (wo 4 ein mit der Spitze 
verinderlicher Parameter ist), in welcher, weil mit der Lage der Spitze 
auch die Gestalt sich findern kann, der Parameter 4 auch noch fiir sich 
auftritt. Bedeutet das Funktionszeichen Q eine hinsichtlich z, t¢, Ax +y 
ganze (reduktibele oder irreduktibele) Funktion, so stellt 
(1) Qrct+y, 2, ts i) = 0, 
wo der Strich die homogen auftretenden Veriinderlichen zusammenfaBt, 
den Inbegriff jener Kegel dar, die im allgemeinen eine Flache umhiillen 
werden. Ihre Schnittkurve mit einer Ebene, die durch die Haupt- 
kante geht, 

(2) z= ot, 

wo @ eine Konstante ist, erhilt man, wenn man diese Gleichung mit 
(1) kombiniert. Besteht noch daneben die Gleichung einer Ebene durch 
die Kegelspitze 

(3) Az+y=vt, ' 

so kénnen 4, v als Linienkoordinaten in jener Ebene aufgefaBt werden, 
und man erhalt durch Eimsetzen von z, 42 + y aus (2), (3) im (1) eine 
Gleichung 

(4) f(4,¥; e)= 9, 

welche die von der Geraden (3) umhiillte Schnittkurve in den Linien- 
19* 
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koordinaten A, v darstellt. Umgekehrt gelangt man von der Gleichung (4) 
wieder zu (1), wenn man vy und og aus (2) und (3) einsetzt. Ist nun 
m die Klasse der Schnittkurve, und macht man die Funktion f in (4) 
hinsichtlich 4, » durch eine dritte Variabele « homogen, die dann auch 
in (3) einzufiihbren ist, setzt man ferner 
4x+ uy =vi—a, 

so ergibt sich aus (4) wieder die Gleichung der Kegelschar, die in ent- 
wickelter Form die Gestalt hat: 
(5) 0 = Q(A, uw, o, 2, t) = 4,0” 

+ (gid +O ,.6) oO"? 

+ (4.4247 + 24m + OG, 907) @™-* 


+ - a8 ce 
+ a, 4™ + b, 4- Lu + aa + qn . 
wo die a,b, ¢,... homogene Funktionen von z,¢ je vom Grade der Indizes 


sind, und 

k+m=n 
die Ordnung des beweglichen Kegels ist. Wenn a, nicht identisch ver- 
schwindet, so ist die Hauptkante z=—¢t=—0 k-fache Kante aller Kegel 
des Systems 2=—0. Man erhilt die Gleichung der Fliche, welche die 
Kegel umhiillen, wenn man an Stelle der Linienkoordinaten 4, u, vy = = 
in der Gleichung 2 = 0 Punktkoordinaten einfiihrt. 

Wir machen nan die Annahme, daB die in den Ebenen z + of ge- 
legenen Schnittkurven der Nullfliche in das Produkt von m Punkten aus- 
arten. Dann wird aus dieser Fliiche eine Raumkurve, iiber welcher die 
Kegel des Systems stehen. Da dann ferner die Gleichung (4) in ein 
Produkt von » Linearfaktoren in 2, v zerfallt, so ist dies auch mit dem 
Ausdruck Q (5) in 4, uw, @ der Fall, so daB man 


(5a) Q(, 4,0, 2,1) = a, (@ — Aa, — wy,) (@ — Aa, — wy.) --- 
sah (w a ALn itt #Y,,) 


setzen kann, wo die 2,, y,(i=1,2,---,m) im allgemeinen irrationale Funk- 
tionen der Variabelen z, ¢ sind. 


Man kann die Gleichung 2 = 0 (5, 5a) eines unbestimmten Kegels 
: des Systems, in den Koordinaten @=Ax-+ my, z, ¢ geschrieben, 


als Gleichung der Raumkurve auffassen, iiber welcher er steht, oder man 
kann Q=0 als Gleichung der Schnittkurve jenes unbestimmten Kegels 
mit einer festen Ebene, d. h. als Gleichung der ,,Projektion der Raum- 
kurve“ auf diese Ebene, von dem mit ; veranderlichen Punkt der Haupt- 
kante aus entworfen, ansehen. 
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Umgekehrt laBt sich die Gleichung einer jeden Raumkurve auf die 


Form 2=0 (5) bringen. Denn ist eine solche als der teilweise Durchschnitt 
der beiden Flichen (fiir ¢t = 1) 


f(@,y,2)=9, p(a,y,2)=9 
gegeben, und eliminiert man mittels 


o=-ijAxr+uy 
x und y, so erhilt man eine Gleichung von der Form Q = 0, welche in 
so viele in w, zg rationale Faktoren zerfillt, als die Raumkurve Teil- 
kurven enthalt, weil mit der Raumkurve zugleich der Kegel mit un- 
bestimmter Spitze zerfillt, der tiber ihr steht. 

Die Forderung der rationalen Zerfillbarkeit von Q hinsichtlich A, u, 
laBt sich noch in anderer Weise formulieren. Setzt man in (5) wieder 
o=Ar+ uy 
ein und ordnet man nach Potenzen von A, so miissen, weil die Glei- 


chungen aller Kegel : durch die Koordinaten irgend eines Kurven- 


punktes erfiillt werden, die Koeffizienten dieser Potenzen fiir die Kurven- 
punkte einzeln verschwinden. Man erhilt so die Gleichungen von m+ 1 
Flachen, die durch die Raumkurve gehen, nimlich 


(6a) A=0, 

(6b) A'(x)y+ B=0, 

(6c) > A’ (a2)y*+ B(a)y + C=0, 

(6q) ay" + by" + ayey"? +---+49,=9, 

wenn 

A = a0" + G4 ,2"-'+0,,,2"-? +--+ a, = a,(4—2,) (4-2) ---(4—H,,), 
B= Dre + hye"? +--+ +b,—=—aZy,(a@—ay) ---(4—Z,), 
C= 


C492" *+--- +6, =A,2Yy,Y2(L—Xg) -+-(Z—2Xy), 


gesetzt wird, die Striche die partiellen Ableitungen nach den eingeklam- 
merten Variabelen und die Summen 2 die je durch ein Glied dargestellten 
symmetrischen Funktionen der m Variabelenpaare 2, Y,; %Y93°-*} Zp_Ym be- 
deuten. Wir wollen in der Folge die linke Seite von (6q) mit Y be- 


zeichnen, also die Gleichung, durch die Y mit “ verkniipft ist, durch 


Y=0O darstellen, wo 


(6q) Yeqy"t+ byte +a, 
ist. A=O (6a) ist die Gleichung des ,Kegels A“ n** Ordnung, mit der 
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Spitze in dem Punkt = 2=—t=—0 (oder der ,Kurve A“); (6b) ist die 
Gleichung eines Monoids, d. h. einer Fliche n** Ordnung mit (m — 1)-fachem 
Punkt an derselben Stelle; (6c) die einer ebensolehen mit (n—2)-fachem 
Punkt an derselben Stelle und 2-fachem Punkt in y= z=—t=0; usw. 
Die vorletzte von den Gleichungen (6) ist wieder ein Monoid mit dem 
(wm — 1)-fachen Punkt in y=z=—t=0; endlich Y=O die Gleichung 
eines Kegels mit der Spitze ebenda. Man bemerke den hinsichtlich der 
Koordinaten x,y symmetrischen Aufbau des Gleichungssystems (6). 

Treten in den Gleichungen der Kegel (ebenen Kurven) 

A=0, Y=0 

keine Doppelfaktoren auf (was wir im folgenden immer annehmen), so 
sind die Kanten dieser Kegel (Punkte dieser Kurven) durch die Gleichungen 
der beiden Monoide einander eindeutig zugeordnet. Eine Ausnahme machen 
nur die singuliren Stellen, wo zusammenfallenden Kanten (Punkten) des 
einen Gebildes getrennte des anderen entsprechen kénnen, sowie, in dem 
Falle, daB die Ternarformen A oder Y imprimitiv sind (d. h. eine ganze 
Funktion von z, ¢ als Faktor auszuscheiden gestatten), die allen Koeffi- 
zienten der Potenzen von x bzw. y gemeinsamen Linearfaktoren. Jeder 
solche Faktor, gleich Null gesetzt, stellt, riumlich gedeutet, eine Ebene 
dar, dem nur eine Kante des anderen Kegels entspricht (Art. 9, 10). 

Aus a,=0 bestimmen sich k durch die Hauptkante gehende Ebenen 
; , welche die Raumkurve in ihren & Schnittpunkten mit der Haupt- 
kante beriihren. Das Verhiiltnis F der Abstiinde dieser Punkte von den 
Ebenen « = 0, y=0 berechnet sich aus 

Aa,,, + 4b4,=9, 

geschrieben je in dem entsprechenden Wurzelwert von a,. 


2. 


Die Diskriminante Dg des Polynoms 2 von @, das oben (Art. 1) in 
irrationaler Form durch das Produkt 


Q—a,] | (o—22,— uy) 
von m=mn—k Faktoren der angeschriebenen Art dargestellt wurde, ist 


Da= an] [ae —2,)+ uy—»)), 


wo IT ein Produkt von ; m(m—1) Faktoren ist. Andererseits ist 


ik 
bekanntlich die Diskriminante als homogene ganze Funktion vom 
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[n(n — 1) — k(k —1)]"*" Grad rational in z, ¢ dadurch darstellbar, daB man 
die Resultante aus Q und der Ableitung Q’(m) bildet. Dieser Ausdruck 
stimmt bis auf einen Zahlenfaktor mit jener irrationalen Form iiberein, 
wenn man die symmetrischen Funktionen der Variabelenpaare z,, y,, unter 
Beriicksichtigung der zwischen ihnen bestehenden Relationen*), in den 
Koeffizienten (der rationalen Form) von Q ausdriickt. Bei dieser Um- 
gestaltung verliert Dg nicht die Eigenschaft, eine hinsichtlich 4, uw ho- 
mogene ganze Funktion m(m— 1)*" Grades zu sein. Hinsichtlich z, ¢ 
jedoch ist die rationale Form im allgemeinen kein vollstindiges Quadrat, 


weil ] | nur eine einfach symmetrische Funktion der Paare 2,, y, ist, 


nicht das Quadrat einer solchen. Daher sondert sich aus Dp eine ratio- 
nale ganze Funktion von z, ¢ aus, etwa K(z, t): 

Do = K(z, t)-[L(z, t; 4, uF, 
wo der Grad ven L hinsichtlich z, ¢ von Eigenschaften von Q abhiingt, 
die sogleich zu besprechen sind, und wo man L als eine hinsichtlich 2, ¢ 
primitive Form, d. h. von Faktoren befreit, die 4, wu nicht enthalten, an- 


sehen kann, wenn man zulaBt, dab in K auch quadratische Faktoren 


auftreten. Setzt man also 
K=K'K"™’, 
wo wieder K’ und K” Binarformen in z,¢ sind, und K’ als von Doppel- 


faktoren befreit angesehen werden kann, so erhilt die Diskriminante von 
Q die folgende Gestalt (Gétt. Nachr. 1901, S. 164): 

Do = K’(2, t) (K"(2, OP (LE, & 4, uP, 
wo K’, K”, L Binarformen in z, ¢ sind. Diese Faktoren haben eine 
einfache geometrische Bedeutung. Einem Linearfaktor von K’ oder K” 
(der unabhingig von den Diskriminanten aller Kegel der Schar ge- 


meinsam ist) entspricht eine Ebene durch die Hauptkante, welche die 
Raumkurve entweder einfach oder doppelt beriihrt oder in einem wirk- 
lichen Doppel-(vielfachen)Punkt trifft. I —0O ergibt Ebenen, die durch 


solche Doppel-(mehrfache)Kanten des Kegels . gehen, welche Sehnen 
der Raumkurve sind; ZL = 0 ergibt also die ,,scheinbaren Doppelpunkte“ 
der Raumkurve fiir den Punkt | am 
Fir «=0, 4=1 geht 9 i in A(x, z,t) (Art. 1 (a)) tiber, die Dis- 
kriminante D, von A wird also 
Ds = Viz, t)- V(z, 8), 


*) Vergl. wegen dieser Relationen: Junker, Math. Ann. Bd. 38, 45, sowie einen 
Aufsatz des Verfassers in Math. Ann. Bd. 50. 
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wenn man 
K’ = V; K" -[L), 201-1 =V 


setzt. Den Faktor V nennen wir, wie tiblich, den ,,wesentlichen* oder 
»Verzweigungsteiler“, V* den auBerwesentlichen oder Doppelpunktsteiler 
der Diskriminante von A. — Da umgekehrt zu jeder gegebenen Kurve A 
sich, wie wir spater (Art. 10) sehen werden, eine Raumkurve Q bestimmen 
laBt, deren Projektion sie ist, so gilt der hier gegebene Beweis fiir die 
Zerlegung der Diskriminante fiir jede ebene Kurve A. 

Wir schlieBen eine Bemerkung an, die sich auf die Anderung der 
in der Gleichung 2 = 0 auftretenden, noch frei verfiigbaren Konstanten 
bezieht. Gebraucht man die Wendung: eine Kurve ,artet aus“, wenn 
zwischen diesen Konstanten irgend welche Relationen eintreten, so laiBt 
sich aus dem Vorstehenden unmittelbar der SchluB ziehen, daf die 
Anzahl der scheinbaren Doppelpunkte einer Raumkurve bei keiner <Aus- 
artung sich vergréBern kann. Denn der Grad des hinsichtlich z, ¢ primi- 
tiven Faktors ZL kann sich durch Spezialisierang der Konstanten zwar 
erniedrigen (indem sich ein Faktor aus allen Gliedern ausscheidet, der 
dann in K eingeht), niemals aber erhéhen. 

Nimmt man insbesondere an, daB durch Ausartung der Raumkurve 
Q=0 die Projektion A einen singuliren Punkt erhalt, der zu den vor- 
handenen hinzutritt, so wird in den Faktoren der Diskriminante 


Do = K'K"* L?, 


sofern sie nicht identisch verschwinden, eine Anderung in der Weise 
eintreten, daB der Grad von K”L sich erhéht, waihrend der von K’ 
abnimmt. Da die Funktion L primitiv vorausgesetzt wurde, so kann sich 
nur der Grad von K” erhéhen. Dies besagt: 

Wenn bei der Ausartung einer Raumkurve zu den vorhandenen viel- 
fachen Punkten einer ihrer Projektionen ein neuer solcher hinzutritt, so 
bildet sich diesem entsprechend auf der Raumkurve selbst ein wirklicher viel- 
facher Punkt. 

Man kann hierauf einen von M. Noether in seiner Arbeit iiber 
reduktibele algebraische Kurven (Acta math. 8, 8. 162), freilich nur fir 
Schnittpunktbeziehungen, ausgesprochenen Satz griinden, wenn man aus 
der Analysis situs den folgenden Anschauungsbeweis entnimmt. 

Zerfallt infolge der Ausartung einer Raumkurve die Projektion A 
in etwa zwei Teilkurven, so zerfallt auch die zugehérige Riemannsche 
Flache in zwei Teilflichen, die vor dem Zerfallen zusammenhingen in 
der Weise, daB mindestens ein Blatt der einen Fliche mit einem der 
anderen mittels einer Doppellinie verbunden war. Indem die Doppel- 
linien durch Vereinigung der Verzweigungspunkte, die sie begrenzen, 
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verschwinden, bilden sich Doppelpunkte (Riemann, Theor. der Ab. Funkt, 
Art. 6) der Kurve A, von denen ein Zweig der einen, einer der anderen 
Teilkurve angehért. Daher (siehe F. Enriques, Sulla propr. caratt. etc., 
Rend. Ist. Bol. 1904, 11. Dec.) mu8 beim Zerfallen einer ebenen Kurve sich 
aus dem wesentlichen Teiler der Diskriminante mindestens ein Doppel- 
faktor ausscheiden und in den auBerwesentlichen Teiler tibergehen. Nach 
dem Zerfallen in zwei Teilkurven wird also die Kurve A mindestens 
einen Doppelpunkt mehr besitzen als sie vorher hatte, der dann gegen- 
seitiger Schnittpunkt der Teilkurven ist. 

Wenn nun eine Raumkurve durch Ausartung in zwei Teilkurven 
zerfillt, so treffen sich diese somit in mindestens noch einem Punkt. 


3. 

Weil die Funktion Q hinsichtlich 4, w in Linearfaktoren zerfillt, 
so sind die als Koeffizienten in den m+ 1 Ternirformen A, B, C,- - - 
auftretenden a (m + 1) (m+ 2) Binarformen a, b,c,--- durch gewisse 
Relationen miteinander verkniipft. Denn sie lassen sich alle mit Hilfe 
von a, als symmetrische Funktionen der m Paare von Wurzeln 

a, 413 Ze, Ye5 Coo Dns Yn 
der Gleichungen A=0O, Y =O im folgender Weise darstellen 
Qi = —G Zt; by =—- GQ 2Zy; 
hye = G22, O53 ys =GZUH5 G42 = GLH; 
In der Tat kann man die Ternirformen C, D,--- vermége der Gleichungen 
(6c), (6d), ---, (6q) des Art. 1 rational durch die Koeffizienten der beiden 
A=aa" +a,,,2""'+---+4,, 


B= by et +---+ D, 
.usdriicken, nachdem man y aus (Art. 1) 
(6b) A'(x)y+ B=0 


berechnet und in (6¢), (6d),--- eingesetzt hat. Damit jedoch C, D, --- 
ganze Funktionen von 2, z, ¢ werden, miissen zwischen den Koeffizienten 
der Formen A, B noch gewisse Beziehungen bestehen, die so beschaffen 
sind, daB, wenn man 2 aus (6b) und A =O eliminiert, die sich fiir y 
ergebende Gleichung von der Form (6q): 


YSqy"+b yy" +-:-+q,=9, 
ist, daB also der Koeffizient von y” mit dem von 2” in A iibereinstimmt. 
Man wird sogleich sehen, daB die Erfillung dieser Forderung auch hin- 
reicht, um C, D,--- zu ganzen Funktionen zu machen. 
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A = a,2" + @,,0"-'+---+4, 
eine reduktibele oder irreduktibele ganze homogene Funktion von 2, z, t, 
die wir in der Folge, eben so wie Y, der Einfachheit wegen aus lauter 
verschiedenen Faktoren zusammengesetzt und vorerst primitiv, d. h. ohne 
einen allen Koeffizienten a,, a,,,,---, 4, gemeinsamen Teiler annehmen 
wollen. Dann bestimmt sich aus der Gleichung 


A=0O0 


oder aus ihren irreduktibelen Bestandteilen ; als algebraische Funktion 


Zz ° ° . a ° ° 
von =: Nimmt man hierzu die Ternirform B so an (wie dies zu 


machen ist, wird in Art. 6 gezeigt werden), daB durch Elimination von x 
aus A= 0 und aus 


B 
ie 


wo A’ = “4 ist, eine Gleichung Y=—0O mit a,y” als hichstem Glied 

; ausgebreiteten 

zerfallenden oder nicht zerfallenden) Riemannschen Flache die algebraische 
g 


Funktion , von ; ebenso verzweigt wie * und mit : gleichunendlich 


in dem Sinne, daB beide Funktionen dieselben Pole besitzen. Denn man 


entsteht, so ist in einer tiber der komplexen Ebene 


erhilt die » Pole von — indem man ¢=0 in A=O einsetzt. Es er- 
geben sich k derselben aus z= 0, ¢=0 in Verbindung mit a, = 0 (zur 
Bestimmung der / Verhiiltnisse 3 die m tibrigen aus t=0, 2+ 0. 
Eben dieselben n Pole liefert aber jene Gleichung Y—0 fiir die Funktion , . 


Damit also Y die angegebene Form habe, ist der Zahler B in dem 
Ausdruck 


* ° . : . x . . . 
so zu bestimmen, dap die Funktion ¥ wie — unendlich wird. Wir nehmen 


an, dies sei geschehen. Mit = und ‘ 


endlich ist aber dann auch die Funktion*) 
@ _tet+uy 


t t 


gleichverzweigt und gleichun- 


Eliminiert man also x und y aus dieser Gleichung und den beiden 








o-+t, 
t 


*) Dies gilt auch von der noch allgemeineren Funktion 
lineare Binirform ist. 





, Wo t, eine 
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A=0, Ay+B=0, 

so wird in dem Eliminationsergebnis Q = (0 die ganze Funktion Q von 
a, 2, ¢ gleichfalls mit einem Glied a,@” beginnen miissen, und weil Q =0 
auch in den Wurzelpaaren ;, y, mit der Gleichung (5a) des Art. 1 tiber- 
einstimmt, muB Q2=0 mit dieser und also mit (5) identisch sein. In 
den Koeffizienten von u*, w®,--- treten dann aber nur ganze Funktionen 
von £,t,@ auf; also sind die C, D, --- Terniirformen in 2, z, t; w. z. b. w. 

Die ebenen Kurven, die durch die Gleichungen 

A(a, 2, t) = 0; Y(y, 2, t) = 0; Q(@, z,t) = 0 

dargestellt werden, entsprechen sich wegen der beiden Monoidgleichungen, 
die in dem System (6) des Art. 1 auftreten und nicht identisch ver- 
schwinden kénnen, wenn A, Y keine Doppelfaktoren besitzen, ein-eindeutig. 
Sie haben also, auch hinsichtlich der Teilkurven, in die sie etwa zerfallen, 
dasselbe Geschlecht. 

Da die algebraischen Funktionen =, ’ fiir die » Punkte der Kurve A, 


in denen sie von ¢=0 getroffen wird, einfach unendlich werden, so 
miissen sie, nach einem bekannten Satze der Funktionentheorie, auch fiir 
x Punkte von A verschwinden, ebenso wie jede lineare Funktion von 
@y es 
f* ae? 6 
Funktion q** Ordnung dieser GréBen fiir gn Punkte von A. Daraus folgt 
der bekannte Satz, daB eine Raumkurve n“* Ordnung von jeder Ebene in 
n Punkten, von jeder Fliche g** Ordnung in qn Punkten getroffen wird. 


mit konstanten Koeffizienten. Ferner verschwindet jede ganze 


4. 


Zerfiallt die Form Q in Formen niedrigerer Ordnung hinsichtlich @, so 
zerfallt zugleich mit simtlichen Kegeln der Schar die Raumkurve selbst, 
wihrend die Monoide und die Fliachen (6c), (6d),--- (Art. 1) nicht zer- 
fallen. Denn vergleicht man, wenn etwa Q in zwei Faktoren zerfillt, 
in der Identitat ' 

Q = QQ, 


wo die Striche die Teilkurven andeuten, die Koeffizienten der Potenz- 
produkte 4, w miteinander, so erhilt man zwar 
A=AA; y=—YY; 
aber: is 
A'y+B=(A'y+B)A+ (A y+B)A4; usw. 
daher fe ode, Pai 
BA+BA_ 
AA+AA 


Ee 
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Umgekehrt folgt aus dem rationalen Zerfallen von A allein hinsichtlich 
der Variabelen x das Zerfallen von Q hinsichtlich a. 


Man kann den allgemeinen Beweis dieser Behauptung auf den fiir 
den Sonderfall 


a, = t* 
zuriickfihren, wo dann die GréBen >, — ¥ ganze algebraische Funk- 


tionen von = sind. Zerfillt nun die Ternairform A in die irreduktibeln 
Faktoren 
A=AAA-::-, 


fiir welche dann auch (in verstiindlicher Bezeichnung) 
a,=t; a-=b;---ktk+---=k 
ist, so zerfallt Q in derselben Weise. Denn setzt man ¢ = 1, und geniigt 


die Funktion 2, z. B. der Teilgleichung A = 0 (vom Grade % in x und 2), 
so ist x, eine ganze algebraische Funktion von z, und 


o,—[4%,-u 7], (i—1,2,---,#) 


eine rationale Funktion*) von z, 2,, die als ganze algebraische Funktion 
von ¢ nur fiir z= oo unendlich wird. Bildet man nun die zu @, kon- 
jugierten Werte @,, @,,---, @,, so ist das Produkt 
Q = (w—,) (o—@,) - --(@—@,), 

als eine in z rationale und zugleich ganze algebraische Funktion von 2z, 
eine rationale ganze Funktion von z (vgl. Kronecker, Uber die Diskri- 
minante, J. f. Math. 91, S. 306). Daher besitzi Q den in z ganzen 
rationalen Faktor Q, der in @ vom Grad #, wie A in = ist, w. z. b. w. 

Ist nun der Faktor a, von 2” in A eine ganze Funktion k** (k>0) 
Grades von z (fiir = 1), und sind die Koeffizienten der héchsten Potenzen 
von x in A, A,--- bezw. @,, Ge, *-*, 80 daB 


a, = a, a; ere 


ist, so fiihrt man diesen Fall auf den vorigen dadurch zuriick, daB man 
statt 2 eine neue Verianderliche 


u= 4,2 
einsetzt. Dann geht die Identitit 
A=AAA-:--- 
*) Die Annahme, dab y = — + eindeutig bestimmbar sei, setzt voraus, daB nicht 


zwei von den Funktionen A, A,--- einander gleich sind. 
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nach Multiplikation mit a?~* tiber in 


an-1A = (an-*- 3 A) (at - 3 A): 


wo 
m=m+m+-:-- 
ist, oder in 
way ye (U Uae ay oe) (wae ape) 

wo die « nun wieder ganze Funktionen von z sind, auf die der friihere 
Satz anwendbar ist. 

In geometrischer Fassung lautet der hiermit bewiesene Satz: 

Zerfiillt die Projektion einer Raumkurve, von einem Raumpunkt aus 
genommen, durch den die Kurve nicht geht*), in nur verschiedene Kurven 


niedrigerer Ordnung, so zerfillt die Raumkurve selbst in solche je von der- 
selben Ordnung. 


o. 


Man kann nun von der Gleichung fir = 
(1) A = 4,2" +4,,,2"-'+---+a,=—0 


allein ausgehen, und eine Funktion 7 durch passende Wahl der Terniir- 
form n“* Ordnung B in 


(2) : - 


so zu bestimmen verlangen, daB sie die gleichen Pole wie > hat. 


Beziiglich der Form A wollen wir zu den friiheren Forderungen, 
I. daB sie keine Doppelfaktoren besitze und primitiv sei, die weiteren zu- 
fiigen, Il. dai A=O nur vielfache Punkte mit getrennten Tangenten 
besitze, daB also insbesondere a, nur verschiedene Linearfaktoren habe, 
und III. daB der Verzweigungsteiler der Diskriminante mit dem auBer- 
wesentlichen, namentlich also mit a@,, keinen Faktor gemeinsam habe. 
Von diesen vereinfachenden Annahmen werden wir bloB die beziiglich 
der Primitivitét von A spiiter fallen lassen. 

Damit die rechte Seite von (2) bloB fiir die » Stellen t=0, A=O un- 
endlich wird, mu8 B fir alle diejenigen Stellen von A = 0 verschwinden, 
fiir die A’=O ist. Soll namentlich in einem i-fachen Punkte z = at, 


x= ft der Kurve A=0 Z einen endlichen Wert annehmen, so mub 


jede von den i Entwicklungen von x — ft nach aufsteigenden Potenzen 


*) Diese Beschrinkung folgt aus der Annahme, daB die Funktionen A und Y 
primitiv sind (Art 3). 





302 A. Britt. 


von z—at, in > eingesetzt, einen endlichen Wert ergeben. In einem 
i-fachen Punkt von A, wo die Entwicklung von A nach aufsteigenden 
Potenzen von z— at, «— #t mit Gliedern *** Dimension beginnt, hat 
A’ =O einen (i—1)-fachen Punkt, weil nach den Annahmen II, III der 
Differentialquotient von A nach x mit Gliedern (i—1)* Dimensionen be- 
ginnen mu, auBer fiir die Stelle z—t—0, fiir die A’(xz) von héherer 


Ordnung verschwindet. Demnach wird der Nenner ¢.A’ von Y fiir jede Ent- 


wicklung wie (z—«t)'~' verschwinden, und da das gleiche mit dem Zahler 
eintreten soll, mu’ auch B dort einen (i—1)-fachen Punkt besitzen, also 
sich adjungiert verhalten. Dies gilt auBer fiir die im Endlichen gelegenen 
i-fachen Punkte von A auch fiir diejenigen Stellen A = 0, ¢ = 0, fiir die 
z+ 0 ist. 

Die Stelle z= t=O verlangt eine besondere Betrachtung, aus der 
hervorgehen wird, da8 B hinsichtlich x bloB bis zam (m—1) Grad an- 
steigt. Sei B von der Form 

B= by, 5,0" -**? + yy g_ am Ft4 +--+ ,, 
wo 4 eine positive Zahl ist, und b,,,_, nicht identisch verschwinden midge. 
Ist a, einer der Linearfaktoren von a,, so wird, weil identisch 
2A’ =mA— A, 
ist, wo 
A, = a, ,0"~'+ 2a,,,0"-*? +---+ ma, 
gesetzt ist, fir z—t—0, a, =O (was durch eine beigefiigte Null be- 
zeichnet werden miége), A = 0: 


y «xTB 

, Ts [a]: 
Der eckige Klammerausdruck wird fiir 4=0 endlich sein, wenn keine 
der Formen }6,,,, @,, den Faktor «, besitzt. Er kann auch fir 4>0 
endlich sein, wenn b,,,_, den Faktor «,, also, weil a, lauter verschiedene 
Faktoren besitzt, den Faktor a, hat. Dann aber laiBt sich der Grad von B 
in 2 mit Hilfe von A=O zuniichst um 1, und indem man so weiter- 
schlieBt, auf den (m—1) herabdriicken. 


Man hat also, wenn ~, ” gleiche Pole haben, 
¢? ¢ 


(3) B= Pe ite + b,422"-* ooo} b,3 


Yu | k+1 
k+1 : 


wenn weder a,,, noch b,,, eimen Teiler mit a, gemeinsam haben. Hat 
aber eine dieser Formen einen solchen mit a, gemeinsam, so muf ihn auch 


die andere haben, wenn y und + gleichunendlich sind. 
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Der Fall verschiedener Pole wird in Art. 10 behandelt werden. 


Die Eigenschaften der Form B, vermége deren £ und . gleichun- 
endlich werden, sind also die folgenden: 
1. In jedem i-fachen Punkt ((>1) der Kurve A hat B einen (i—1)- 
fachen Punkt. 
2. An allen Stellen, wo A’ einfach verschwindet, verschwindet auch B. 
3. Ein etwa gemeinsamer Teiler von a,,, und a, ist auch solcher 
von b,,;. 
Ich werde nun zeigen, wie man eine Form B von den angegebenen 
Eigenschaften durch einen einzigen ProzeB (entweder unmittelbar oder 
nach einer leichten Abinderung) gewinnt. 


6. 

Von dem auBerwesentlichen Teiler der Diskriminante (Art. 2) D, 
von A laBt sich ein Faktor A (vom Grade 4 in z, ¢) abspalten, der (immer 
abgesehen von der Stelle z= ¢= 0) in jedem Doppelpunkt der Kurve A 
einfach, in jedem dreifachen doppelt, in jedem i-fachen (i—1)-fach ver- 
schwindet, der sich also in den im Endlichen gelegenen singuliren Stellen 
von A zu A adjungiert verhilt. Dieser Faktor ist rational in z, ¢ dar- 
stellbar. 

Wir bilden das Produkt AB, wo 


B= 6,,,2"-'+ Byy gt" * + coo J, 
ist. Dasselbe laBt sich nach einem bekannten Satze von M. Noether 
(Math. Ann. 6) in die Gestalt bringen 


(1) AB=MA+NA, 


(wo M, N Ternirformen von bezw. der 6‘** und (6+ 1)*" Dimension sind), 
sofern das Produkt AB in den Schnittpunkten der Kurven A, A’, deren 
Gleichungen 


A=0; A'(z)=A'=0 
sind, die folgenden Bedingungen erfiillt: 

In jedem i-fachen Punkt (i(>1) «= at, e = Bt von A, wo A’ einen 
k-fachen Punkt und einen Schnittpunkt mit A von nicht héherer Multipli- 
zitit als ik besitzt, stimmt die Entwicklung von AB nach aufsteigenden 
Potenzen von z — at, x — ft hinsichtlich aller Glieder bis zur (i+k—2)*" 
Dimension einschlieBlich mit der rechten Seite tiberein. 

Weil & infolge einer friiheren Bemerkung gleich i — 1 ist, so muB 

1’. B in den Doppelpunkten (i= 2) von A, ebenso wie A, nur ein- 
fach verschwinden, dagegen muf sich B in den Punkten héherer Viel- 
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fachheit der Kurve A nicht notwendig adjungiert verhalten, wenn auch 
umgekehrt jede adjungierte Funktion B der Identitit (1) geniigt. 

2’. In den einfachen Schnittpunkten von A und A’, fiir die A nicht 
verschwindet, muB B verschwinden. 

3’. Das Verhalten der Form B an der Stelle z=¢=0 entnimmt 
man einer Umformung der Identitit (1), die in der Einfiihrung der Form 
A, = ,,2"-' + 2a,,,4"-? +---+ma,=mA—2l 

an Stelle von A besteht und so lautet: 


(1a) AB = PA, + Q4’, 


wo nun die Formen 


1 1 . 
P=—1M, Q= + (mN+2M) 


wieder bezw. von den Graden 6 und 6+ 1 sind. Sind niimlich a, und 
a,,, teilerfremd, so ergibt die Forderung 3 (Art. 5), welche (1a) der Punkt 
z2=t=O stellt, fir 6,,, keine Bedingung, wenn der Grad von AB 
6+ (k+1)>k+(k+1)—2, also d>k—2 

ist. Tritt aber in a,,, ein Linearfaktor auf, den auch a, hat, so miissen 
die beiderseitigen Entwicklungen nach aufsteigenden Dimensionen von 2, ¢ 
in mehr als 2k Gliedern tibereinstimmen. Dann mu entweder auch £,,, 
diesen Faktor haben, oder die Grenze fiir 6 sich erhéhen. 

Schreibt man nun dasjenige System von Gleichungen an, das die 
Identitat (1) ergibt, wenn man die Ternirformen B, M, N mit unbestimmten 
Koeffizienten ansetzt (bez. der Formen N, M vergl. Art. 7) und die Koef- 
fizienten der Potenzen von x beiderseits gleichsetzt (nétigenfalls sie auch 
nach denen von 2z, ¢ auflist), so bilden diese Gleichungen ein lineares 
System fiir jene Koeffizienten als Unbekannte, dessen Determinante nicht 
verschwinden kann, weil, wie sich sogleich ergeben wird, eine Form B 
in jedem Fall existiert. 

In den auf diese Weise simultan erhaltenen Formen B, M, N wird 
eine Anzahl von Koeffizienten unbestimmt bleiben. Die Form B erfiillt 
dann die Bedingungen 1’, 2’, 3’. 

Diese Bedingungen fir B stimmen aber fast genau mit den oben 


(Art. 5) fir die Form B im Zihler des Bruches % gestellten 1, 2., 3. 


iiberein. In der Tat, mit 2. fallt 2’. zusammen. Das in 3. geforderte 
Verhalten in ¢=¢=0 stimmt mit dem von 3’. iiberein, wenn a, und 
a,,, teilerfremd sind. Ist dies nicht der Fall, so mu b,,, den gemein- 
samen Faktor gleichfalls besitzen; £,,, nur dann, wenn 6 < k — 2 ist. 
Daher sind fiir 6 >k— 2 die geforderten Funktionen B unter den von 
der Identitit (1) gelieferten B unterbegriffen. Der Fail d<k —2 wird 
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in Art. 7 besonders behandelt werden. Endlich deckt sich die Forderung 1. 
fir B mit 1’. fir B in dem Falle, daB8 A nur Doppelpunkte besitzt. Treten 
aber héhere vielfache Punkte auf, so umfaBt wieder die Vollschar der 
Formen B diejenige der B als Teilschar, die dann allein zu _ver- 
wenden ist. 

Daher geniigt in jedem Falle die Form B=B der Identitit*) 
(1) AB=MA+NA, 


und zwar ergibt sich aus ihr B = B ohne weiteres, wenn: 

1. die Kurve A, auBer an der Stelle s=¢=0, nur Doppelpunkte hat, 

2. a, und a,,, teilerfremd sind, 

3. die Zahl d der Doppelpunkte von A gréBer als k — 2 ist. 

In allen anderen Fillen ist aus der linearen Schar der Formen B die 
der B nachtriiglich auszuscheiden durch die Forderungen 1. und 3. des 
Art. 5. Unter den Lésungen der Identitiit (1) befindet sich eine triviale, 
die unter Umstiinden die einzig mégliche ist, niimlich die: 


M=mAo; N=A(—oxc+1,); B=A,(x)o+A(2)n,, 


wo 6 eine Konstante, 1, eine lineare Binirform in z, ¢ ist. Uberhaupt, 


wenn B, M, N ein Liésungssystem der Identitiit ist, so ist ein solches 
auch 


oB+A,o+A't,; eM+nAo; oN+ A(—oxr+r,), 


wo @ wieder eine Konstante ist. 

Die Form B ist also immer nur bis auf vier linear und homogen 
auftretende willkiirliche Konstanten genau bestimmt. Diese entsprechen 
einer Transformation der Ordinate y in y+ox+1,, also einer Ver- 
schiebung der Ebene y=0O des Koordinatentetraeders, oder auch einer 
projektiven Verinderung der Kurve. 

Damit nun eine eigentliche Funktion B noch méglich sei, mub, 
nachdem die Forderungen 1., 2., 3. erfiillt sind, die Anzahl der in B noch 
verfiigbaren linear auftretenden Konstanten mindestens gleich vier sein. 


*) Nach dem gleichen Verfahren der simultanen Bestimmung zweier Lisungen 
148t sich auch der Integrand eines Abelschen Integrals 1. Gattung und iiberhaupt 
jede zu der Kurve A adjungierte Kurve Y(2,z,f)—0 von der Ordnung s >n— 3, 
fir k = 0, mit Hilfe der Identitét ermitteln i 


Viz, t) A(z, O)¥ (a, 2, t) = G (a, 2,t)- A+ H(a,2,t)- A’, 


wo V (vom Grad v) der Verzweigungsfaktor der Diskriminante von A ist, A dieselbe 
Bedeutung hat, wie im Text, und G, H Ternirformen von den Dimensionen 
vo+dts—n, v+d+s—n-+1 sind. Beziiglich des Verhaltens von ¥Y in den 
i-fachen (i>2) Punkten von A ist ein iihnlicher Vorbehalt wie im Text beziiglich 
des von B zu machen. 


Mathematische Annalen. LXIIII. 20 
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Bekanntlich ist die Anzahl der in einer algebraischen Funktion # , die 


wie ’. verzweigt ist, linear und homogen auftretenden unbestimmten 


Konstanten, wenn » die Anzahl ihrer Pole, p das Geschlecht irgend 
einer durch die Gleichung A = 0 dargestellten nicht zerfallenden Kurve 
n“* Ordnung ist, gleich oder gréBer als n—p-+1. Fir p>n— 2 existieren, 
sofern die Kurve A nicht einer sogleich anzugebenden Bedingung geniigt, 
keine eigentlichen Raumkurven n“* Ordnung mehr, deren Projektion A ist, 
und die erwihnte triviale Lésung B liefert dann eine ebene, mit A pro- 
jektiv verwandte Kurve, deren Gleichung sich aus 
y=or+1,; o=-iAr+py; A=0 

ergibt. Doch wird in diesem Falle die Anzahl der in B enthaltenen 
Konstanten wieder gréBer als n — p+ 1, wenn*) die h Doppelpunkte von A 
fiir eine adjungierte Kurve (n—4)** Ordnung, die durch sie geht, nur 
h —1 Bedingungen darstellen. Daher werden fiir p>n—2 noch cot 


mit ; gleichunendliche Funktionen 4 existieren, durch die dann wieder 


eigentliche Raumkurven definiert sind, wenn die Projektion A jener 
Forderung entsprechend gewahlt wird. 

Ein Eingehen auf diese Fille wiirde zur Voraussetzung haben, dab 
man die Form der Gleichung einer ebenen Kurve von gegebenem Geschlecht 
angeben kann. Dies ist jedoch nur in Einzelfillen méglich. Jedenfalls 
sind aber auch sie in unserer Darstellung einbegriffen. 


7. 
Aus der Identitét (1) des vorigen Art. ergibt sich eine zweite Dar- 
stellung der Funktion y, die den Vorzug hat, daB der Nenner eine 
Binirform (in z, ¢) ist. Weil nimlich B der Gleichung geniigt 
(1) AB=MA+NA, 
so ist 
(2) y--7 


4 


fiir A =O auch in der Form darstellbar 
N 
(3) — 


wo der Nenner A der im Art. 6 angegebene Faktor des auberwesentlichen 
Teilers der Diskriminante D,, der Zahler N von der Dimension 6 + 1 


*) Ich entnehme dies der in der Einleitung erwihnten Abhandlung von 
M. Noether, § 3. 





Algebraische Raumkurven. 307 


ist. Auch fiir die Form N gilt, wie fiir B, gegeniiber der aus (1) sich 
ergebenden, daB sie in einem i-fachen Punkt, fir i >2, von A in eine 
adjungiert sich verhaltende zu verwandeln ist. Nach Erfiillung dieser 
Forderung geniigen B und N wieder der Identitit (1). 
Ohne Beschriinkung der Allgemeinheit kann man annehmen, daB N 
hinsichtlich z bloB bis zum Grad m — 1 ansteigt, wenn in 
(4) A = 4,2" + @,,,0"~-'+---+ 4, 
« bis zum Grad m ansteigt. Denn wenn in 
y WN 
t tA 
N= 5,5 + me +-+- +n 2°! 


gesetzt wird, so muf, damit ; an der Stelle z=t=0, a, =0 wie a 
unendlich wird (a, ist wieder ein Faktor von a,, und zuniichst k > 0), 
der aus dem i" Glied von N gebildete Quotient 


na ~ $+! x a ~*n, 
_—. 5 
der an dieser Stelle unendlich wird wie die (0 —i+ 1)” Potenz von +; 
falls n, nicht den Faktor «, besitzt, identisch verschwinden, wenn 6 > i ist. 
Daher steigt entweder N in x bloB bis zur ersten Potenz an, oder 
besitzt wenigstens der Koeffizient der héchsten Potenz den Faktor «,, 
und also den Faktor a,.*) Im letzteren Fall kann man, falls der Grad 
von N in x héher als m—1 ist, durch Abziehen der Form A, mit passend 
gewihlten Faktoren (die dann in M eingehen) multipliziert, diesen Grad 
folyeweise auf den (m—1)" herabdriicken. Diese Bemerkung, sowie das 
Folgende, gilt auch fiir den Fall k = 0. 
Die so vereinfachte Form N — der dann in der Identitiét (1) eine 


Form M vom (m—2)*" Grad in x entsprechen wird — 
N= 492" ' + ns dalled Nessa» 
WO Ny_n 49 fir m>2 wieder den Faktor a, hat, laBt sich noch in eine 
andere Gestalt bringen. Man berechne a,2”~' aus der Gleichung: 
a,, 
| = a,2"—* + a, ,,2"-* Sd 1.4 = 2? 
wo f,_, fir z=t=O in derselben Ordnung wie a, verschwindet. Ist dann 
d—m+2fSk, oder d>n—2, 
so nimmt N die Gestalt an 


Pi—ne2fha-i + M—ng 30"? +++ + Mb 4s, 


*) Dieser SchluB setzt zuniichst blo® verschiedene Linearfaktoren von a, voraus. 
Man iiberzeugt sich aber leicht, daB er auch fiir gleiche gilt. 


20° 
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wo nun das erste Glied, durch ¢A dividiert, an jener Stelle tiberhaupt 
nicht unendlich wird. Weil aber nun der Koeffizient des zweiten Gliedes 
den Faktor a, besitzen wird, wenn 6 >"n—3 und m> 3 ist, so kann 
man wieder x”~* ersetzen durch 


1 
fies _ a,2"~* + a,,,27"~* + _— + a9 apg x (a,_,7+4,), 


und indem man so fortfihrt, erhilt man schlieBlich fir d >k + 1: 


(5) N= py_asofa-i + Po-nasha—2 t+ °° + Pe—n-shige — Pat + Por 
wo nun die f die wohlbekannten Funktionen sind (s. z. B. Webers 
Algebra, Bd. I, Art. 74): 


-é -i— 1 i— i 
f.-<.=%&" “+ 4,,,2" ‘ boty 9 — (Oy s41 2 ++ ay), 


und ersichtlich f,_,; fiir -=¢—0O in der Ordnung von a,_;,,, verschwindet. 
Die Binirformen p sind so zu bestimmen, daB N an siimtlichen Null- 
stellen von A in derselben Ordnung wie A verschwindet. 

Ist d< k +1, so reduziert sich N auf 
(5a) N = — ppt + Po y1- 

Ebenso wie N lassen sich auch die Formen M und 

F=MA+NA 

in den Funktionen /, und den analog fiir die Ableitungen A’, A”,--- nach 
x gebildeten GréBen linear ausdriicken. Setzt man namlich 


f; = ma,ai—* + (m—1)a,,,a°-*-* + --- + (m—i+h)a,, 
wo 


m>it-k+2 
ist, und nimmt man an 


(6) —M=py_nyshi-st+Ps—nesla-s to °' + Pa—a-shigs — Wes 

wo die p die bereits in N eingefiihrten Binarformen sind, so wird in 

F=MA+ NA =py_yy9F oy_9tP9—nisF on_st 0 +P 5a gags FPA tPA 

der Koeffizient F,,,_, von ps_;,, (wo i von n—1 bis k+2 geht), wenn 

man A=/f,, A’=/f,_, setzt, 

Fiyi-1™ — fhe. + fros i? 

sein, oder, wie man nach einer kleinen Rechnung findet, wenn 

(1) fg = tga’ + (LI), att E+ 8+ Ba, 

gesetzt wird: 

(Ta) Fy yg =ay(m— A) fy eg a heg sete es ahaaet 
ee ‘a~1,4) — % m,i—19 

wo der Klammerausdruck Null zu setzen ist, wenn m—i—2 einen 

negativen Wert hat. Die Koeffizienten F,,;_, sind quadratisch in den 
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Koeffizienten a von A und steigen ersichtlich in bezug auf 2 bloB bis 
zum Grad m—1 an. Dies gilt demnach auch von der Form 
F=MA+NA’ 
Durch Einfithrung der Funktionen /,,,, f,,3,°*:,f,-; an Stelle der 
Potenzen «*, z*,---,2"-' wurde die Allgemeinheit der Form N nicht 
beeintrichtigt, und da M so gewihlt wurde, daB F dieselbe Mannigfaltig- 
keit (Zahl der homogen und linear eintretenden unbestimmten Koeffizienten) 
besitzt wie N und hinsichtlich x nur bis zum Grad m — 1 ansteigt, so 
geht die Identitiit (1) iiber in 
k+2 
(8) AB=F=S' 0414: Fagins + pyAy + P5414, 
i=an-1 
wo die F,,,_, die durch (7), (7a) definierten Funktionen sind, und wo 
nun bloB noch die Binirformen p so zu bestimmen sind, daB der Faktor 
A sich aus den Koeffizienten simtlicher Potenzen 2-1, 2”~-*,---,2,1 in 
F aussondert. Die Bildungen (5), (6) wnd (8) fiir N, M und AB erfiillen 
somit die Identitit (1) fir alle Werte der Koeffizienten a von A und 
ersetzen also diese durch eine independente Darstellung der Formen N 
und AB. 

Hat man A aus den Koeffizienten von F ausgesondert, und hat A 
bloB Doppelpunkte, so liegen in den beiden Ausdriicken B und N die 
Zihler der Funktion ra fertig gebildet vor. Hat aber A i-fache Punkte, 
fiir die i >2 ist, so sind noch, wie in Art. 6 angegeben, die adjungierten 
Kurven auszuwihlen. 

Die gleichunendlichen Funktionen o £ gehen in ganze algebraische 
Funktionen tiber, wenn ik =O ist. Durch das Vorstehende ist also die 
Aufgabe gelést, zu einer durch die Gleichung A =O bestimmten alge- 
braischen Funktion oe die allgemeinste ebenso verzweigte ganze Funktion 


x“ ° . 
7 unendlich wird. 


© au finden, die in derselben Ordnung wie 


8. 


Zuniichst mégen die vorstehenden Bildungen an einigen Beispielen 
vorgenommen werden. 
1. Fir 
A = az + a,2°+ a,x + ay, 
also n = m= 3, k = 0, erhalt man mit i = 2 ((7a) im vor. Artikel): 


F, = af, — Ogf5,5 = 43(G92* +4," +4) — a,(3a,x+2a,) 
= #a,a, + £(a,a,—3a,a,) + a,* — 24,45, 
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woraus sich 
F=py_,F+ m4, +P54:4 und N=f,; —M=f) = 3ayr + 2a, 
ergibt. — Nimmt man auf A einen Doppelpunkt an, und setzt etwa 
a, = %,5,; a, = %,7¢,, 

wo immer die Indizes den Grad der bezeichneten Binairform in 2, ¢ angeben, 
so wird A = x,, und aus F sondert sich der Faktor x, aus. Man erhiilt 

B = a,b, a* + (b,a,—3ay,e,x,)x + x,b,2 — 2a,¢,%,, 

N = a,x* + a,x + x,b, 
und demnach die allgemeinste ganze algebraische Funktion dritten Grades 
von ~) bis auf eine in 2, z, ¢ lineare Funktion, 


y B N 


t -_ = 
wodurch, in Verbindung mit A = 0, @ = Ax + wy die Raumkurve dritter 
Ordnung dargestellt wird. 
2. Fir 
A = a,x* + a,2° + a,x? + a,x + a,, 
also n= m= 4, k =0, erhilt man mit i = 3 (Art. 7): 
Fy, = asf — Ofi9 = 45 (4)2°+a,2?+a,7+4,) — a,(4a,27+3a,2+2a,), 

und mit i = 2: 
F, = 2a,f, — Asfs2 — Afi. 

= 2a,a,x2° + (2a,a,—3a,a,)x* + 2(a,?—a,a,— 2a,a,) x —(a,a,+3a,a,). 
Hiermit wird 

AB = F = py_,F + 1: Fs + Mgt A + 15 4,4’ 
Nimmt man zwei Doppelpunkte (6=2) an, indem man etwa 
. a, = b,x, a, = box," 
setzt, womit A = x,, 
A = a,x* + a,2° + a,x? + b,x,2 + byx,? =f, 

wird, so. sondert sich der Faktor A =x, aus F,, nicht aber aus F, aus. 
Demnach mub p,_, = p, = 0 sein; p, und p, aber miissen durch x, teilbar 
sein. Hiernach wird, bis auf einen konstanten Faktor und eine mit x, A’ 
multiplizierte lineare Funktion von 2, 2, ¢, 


B= = F, = gb, 2° + (a,b, —4 dy by xq) 2? + (ayb, —3 a, by xy) x + b,2xy — 2 ayy xs. 


Die hiermit oder besser mit N = a,x*+ a,x*+ a,x + b,x, gebildete, wie 


; verzweigte ganze Funktion, die in vier Punkten Null und unendlich 
wird, lautet 
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+ = im (ayx* + a,2* + a,x + b,x,) 
oder auch 
y xy 


t at 
Eliminiert man « aus 


A=0, o=ix—™ 


xr ? 


so erhilt man die Gleichung der Raumkurve vierter Ordnung vom Ge- 
schlecht 1: 
0 =Q2= oa, + wo [a,4 + bau] 
+ @* ad? + (a,b, — 4xyb, a.) Au + ay bya, u*| 
+ [Dy % 4° + (dyb, — Bg hya,) A? u + (ay Aghy — 3x yh, by) Aw? + x, Dog?" 
+ Hy2Dy dt + (by? — Zaghy) AF + (dg%dy + 2xq7Gqbo* — 2a, b, boxy) 2° mu? 
+ Hybo? (a, — 2dga,) Aw? + x47 bq? ag? a. 

Was die Bildung der Diskriminante Dg von Q angeht, so stimmt 
der wesentliche Teiler mit dem der Diskriminante D, von A iiberein. 
Da der auBerwesentliche Teiler der letzteren x,? ist, so hat man 


Du = .sDiL, 


wo Dz, eine leicht zu bildende Determinante ist. Die Bildung von L ist 
mit Rechnung verkniipft. Man findet 
L = (dag — Pg)? ((A2y + 2p) Hy — Awd) + (A? ay + w%by) A? U2, b, 


— A u5(d2ay + a47b,), 
oder, wenn man 


b a 
AVa, = 0; b, = 6: —“ _ =«@,; —1— =; 2 == Uy 
V o— 0; uV 0 ; Va, b, 1 Va,, 1) Va, b, 


und 
b,*ay + a, *b, ait 
V% b,” " 
setzt: 
L = (9° — 0°) ((9° + 6°) x; — 0306) + (9? + 6%) 9? 0° a, B, — 9° o*7,. 
Man kann an diesen Ausdruck die Bedingung fiir ein Zerfallen der 
Raumkurve Q anschlieBen. Setzt man niimlich g = v6, wo v eine Kon- 


stante ist, in Z ein, und verlangt nun, daB L fiir jeden Wert von : 
verschwinde, so ergibt sich zwischen den Koeffizienten von A die Be- 
ziehung: 

(1) (1 —v*)? (1 + v)x,— av) + (1+ 0%) ve, 8, —v*®y, = 0, 

vermége deren sich aus L der Faktor 4Va,v —uVby, der von 2, ¢ unab- 
hiingig ist, ausscheidet. Er bestimmt einen Punkt der Hauptkante, durch 
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den unendlich viele Sehnen derselben gehen, und da gleichzeitig sich der 
Faktor 4//a,-— ¢V/b,v aussondert, weil die Gleichung (1) in v eine rezi- 
proke ist, so zerfallt, wenn die Relation (1) besteht, die Kurve in zwei 
Kegelschnitte, deren Ebenen durch die angegebenen Punkte der Haupt- 
kante gehen. Sie schneiden sich in zwei Punkten, weil in 


L= (AVa.v = uVby) (4Va, as uVbqr) A (A, Hy; 4, t) 
der Faktor A in z,¢ vom zweiten Grad ist, was auf nur zwei scheinbare 
Doppelpunkte schlieBen lit. — Das weitere Zerfallen in Gerade, das sich 
leicht bewirken laBt, tibergehen wir hier. 

3. Um auch ein Beispiel fiir die Bildung einer adjungierten Kurve 
zu geben, nehmen wir an: 

A = wa, — 3dua,b,x + A°b,? + w®a,2d, = 0. 

Die Diskriminante D, = a,‘b,?(4°b, — w®a,)? hat den Verzweigungs- 
teiler V = a,*b,? und den auBerwesentlichen Teiler A? = (4°b, — u*a,*)*. Zur 
Bestimmung der adjungierten Kurve Y (wm — 3)" Ordnung dient (Note zu 
Art. 6) die Identitat 

VAY = AG+ AH, 
wo G in x vom ersten, H vom zweiten Grade ist. Man findet, nach 
Division mit a,*b,, aus 

by (A*by — w*a,) (Wot + ¥,) = A(Ge%+9,) + : A'(hyx* + h,% + hg) 

das Lésungssystem: 
G=«xi-+ wa,, 
H =— #4 —azua, + 2ud*b,, 
Y = xi —w’a,. 


4. Endlich bestimmen wir als Beispiel zu dem Fall 6 <k +1 solche 
auf Flichen zweiter Ordnung gelegene Raumkurven, welche die Erzeugenden 
der einen Schar i-fach, die der anderen k-fach treffen. A kann dann in 
der Gestalt angenommen werden 


A = a,2' + bya * x, + eat? +--+ my, 


wo, wie immer, x,, @,, b,, --- Binirformen in z,¢ von der Ordnung des 
Index sind. Fiir die Raumkurve hat man ((5a) Art. 7) zuniichst 
* 


Weil aber in 2 = 0, x, = 0 der Zahler von y ebenso wie der Nenner sich 
adjungiert verhalten muB, so scheidet der erstere den Faktor xi-* aus, 
und y nimmt, bis auf eine additive Linearform, die einer projektiven 
Transformation entspricht, die Form an 


x 
? 


P, 
y % 
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woraus sich, zugleich mit 4=0 und o=Axz+ uy, die Gleichung der 
Raumkurve i + k = n** Ordnung ergibt: 
Q = ao! + bo! * (44+ piu) + +--+ G(44+p w= 0. 


Haben alle Formen a,, b,, ---, g, einen Linearfaktor «, gemeinsam, 
so zerfillt die Raumkurve in eine in der Ebene «, = 0 gelegene Gerade 
und eine Raumkurve (n— 1)‘ Ordnung vom Geschlecht p’=p—n+k+1, 
wo p das Geschlecht der Raumkurve n‘** Ordnung ist, durch deren Zer- 
fallen, wie man leicht erkennt, i neue Doppelpunkte der Projektion ent- 
stehen. Diesen kénnen, nach einem in Art. 2 bewiesenen Satz, scheinbare 
Doppelpunkte nicht entsprechen. Die Gerade schneidet also die Raum- 
kurve (2—1)** Ordnung in noch mindestens i Punkten. 


9. 
Die k Schnittpunkte einer Raumkurve n‘* Ordnung R, (wir werden 
sie, wenn p ihr Geschlecht ist, auch mit R,? bezeichnen) 
Q=—0 = aa” 

+ (41:4 + b,4,6) 0"-? 

ood . . . . 
+ a, 4" + DA" — 8 + ++ + gg”. 
mit der Hauptkante bestimmen sich (Art. 1) aus a,=—0. Ein Linear- 
faktor «, von a, kann, wenn ; mit . gleichunendlich ist, nicht Faktor 
von @,,, sein, ohne solcher von },,, zu sein (Art.5). Sei 

a, = % G1 

und «, nicht Faktor von b,,,. Dann gibt es einen endlichen Wert z= 


von derart, daB identisch 


(1) Ao tesa + Mong, = Gm 
ist, wo @, eine Binirform k** Dimension ist. Der zugehérige Punkt P, 
der Hauptkante bestimmt sich aus 


Agt + Uoy = 0, 
wo 


. Yo = Cord | 
ay re 
ist, und durch den Index Null der Punkt P,(¢ = ¢ = 0, a, = 0) bezeichnet 


werden mége. Wir bestimmen fiir spiiter die Tangente in diesem Punkte 
durch Ermittlung einer durch die Schnittlinie der Ebenen 


Ant + ugy=0, t=O 
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gehenden Tangentialebene 
ad ® ¥_ 
eal i ioe 


an die Raumkurve. 


Die Konstante g erhilt man durch Einsetzen der Koordinaten =; ‘ 


eines dem Punkt P, benachbarten Punktes. Ist niamlich, wie friiher, 
A’ = ma,a"—! + (m—1)a,,,a"-? +-->, 
A, = 4,,,0"-'+2-a,,,2"-2 +---, 


B=b,,,2"-'+ jr" fee, 


so erhilt man, wegen 
rA’+ A,=mA=0 


und 

yA'+ B=0, 
2) ae MM Y - . (es oy Fare — B41 7 
\*, t 41 ¢ ¢ [by] ft | Ab ,,-¢ | 


oder, wenn auch a?,, +0 ist, die Gleichung der Tangentialebene in der 
Form: 


2a) — [ee 
( t Ones t m—1} 


x ord | y _ 1 F2%+2 b.42 7 
| tay yy thes | 


Es mége nun eine Koordinatentransformation ausgefiihrt werden, 
durch die an Stelle der Ebene X =( eine durch den Punkt P, gehende 
Ebene tritt. Fiihrt man in Q statt 4,u die Parameter 1’, u’ ein vermige 
der Beziehungen: 


a= i'd, 

w= Ay — why, 
so geht 

o=—Ar+uy 
fiber in 

a=‘Vaet+u'y, 
wo 

a = dt + Moy 

y= — Ay 


ist, und 4,, uw, durch die Gleichung (1) definiert sind. 
Dann wird der Koeffizient von w”~' in Q: 


Oni d + Deg ime = 2 Ge — WAgla gs = 1d + ieee’, 
und Q erhilt die Form: 
Q = 10" + (oe, pd’ —Aghks 14’) @”~* 
+ (e427 + Diged w+ Geyeu)o"-F+---. 























Algebraische Raumkurven. 315 


Da nach Voraussetzung 4,b,,, den Faktor «, nicht besitzt, so hinnen 
die Funktionen ‘ und , nicht mehr gleichunendlich sein. In der Tat 


beweist man allgemein, dab, wenn in 


Q= a0" + (Gq, A+, uo"! +--- 
- a, | [ (@—22,—uy), 
1 


wo II das Produkt von m wie der Klammerausdruck gebildeten Faktoren 
ist, «, Faktor von a, und a,,,, nicht aber von b,,, ist, dann notwendig 
a, Faktor auch von @,.9, 4.3, °°*, % seim muB, d. h. daB die Pro- 
jektion A zerfallt in 
A=a,A, 

wo A eine Ternirform (x — 1)*" Grades ist. 

Denn vergleicht man, indem man der Ubersichtlichkeit wegen t = 1 
setzt, die Koeffizienten von »”~' in den beiden Ausdriicken fiir Q: 


AQ. t uh = a, > (a2, + “y,), 
1 


so erhilt man fiir «, = 0 (was durch eine beigesetzte Null bezeichnet 


werden mége) 
ubi.1— — Ala, La;]°— ula, Ly)’. 
Daher muB, weil a,° = 0 ist, fir a, —0 mindestens eine Wurzel y, 


und zwar, weil in Y bf,,+0 ist, nicht mehr als eine, etwa y,, in der 
Weise unendlich werden, daB zugleich 


[a,%, |? = 0; [a,y,|° a Deas 


wird, daB also 2,° endlich bleibt. Dann aber wird 


Q = [ao — 2, — wy)? J J (@—a2?—uy?) =ath.. | [(@—228—wy?). 
2 2 


Daher ist «, Faktor aller von uw freien Glieder, also Faktor von A, 


w. z. b. w. 
Man kénnte auch aus der Eigenschaft von ; , einen Pol weniger zu 


haben als ‘, schlieBen, daB diese Funktion einer Gleichung von einer 


um 1 niedrigeren Dimension geniigen muB. 
Durch Einfiihrung der Koordinatenebene 2’ = 0 an Stelle von z= 0 
erhalt demnach Q die Form: 
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QY = &, 10" 
+ (a 044" + De 41m’) o™—* 
+ (cen 414? + Diged’w’ + chyop') o™-? 
+ Oy Gy A + DLA + + ge”. 

Daher enthalt die nichtlineare Schar von Kegeln gleicher Ordnung 
Q’= 0, ebenso wie den Kegel mit der Spitze in 2 = z=t= 0, so, den 
k Wurzeln von a,= 0 entsprechend, & in eine Ebene und einen Kegel 
(mn —1)** Ordnung zerfallende Individuen, die dasselbe Geschlecht wie 


Q’=0 haben, weil . als lineare Funktion von ; und 4 ebenso wie 


diese und - verzweigt ist. — Der gewéhnlich aus der Anschauung er- 


schlossene Satz von der Graderniedrigung des Projektionskegels, dessen 
Spitze auf der Raumkurve liegt, ist also nur der Ausdruck einer be- 
merkenswerten Eigenschaft des Polynoms Q. 

Die Koordinaten der m Schnittpunkte, welche die Gerade «, = 0 
mit der Kurve A= A,_, = 0 auBerhalb z = ¢ = 0 gemeinsam hat, werden, 
in den Quotienten 

, B 
yj=— ah’ 
eingesetzt, nicht alle die Funktion 
Bo = beg 0 —* + Vegea 2 +--+ +0, 
zum Verschwinden bringen, wenn ¥ auf «,=0 einen Pol mehr hat 
als .. Man findet die 2z’-Koordinate des letzteren, indem man die Tan- 


gente an die Raumkurve in P,(z2=t=0, «,=0) herstellt. Man erhilt (2a) 


Fs ai ks all ee] ‘ 
t m—1| ta, Ui 41 Ja, <0 


Dieser Wert von ; , zusammen mit «,=—0, wird B’ =0 nicht be- 


friedigen, wihrend alle anderen Schnittpunkte von «,=0 mit A=0O 
dies tun. 

Ein Beispiel zu diesen Vorkommnissen liefert Nr. 2 in Art. 8, wenn 
man dort a,= 0 annimmt und zugleich 4,2 mit wu, y vertauscht. 

Es kann eintreten, daB sich zugleich mit «, eine Anzahl g—1 weiterer 
Linearfaktoren von a, aus A aussondern, wenn man die Transformation 
von 4,u in 2’, ausfiihrt. Dann hat die Raumkurve in 2 = z=t=0 
einen g-fachen Punkt, dem, wie man leicht sieht, ein Projektionskegel zu- 
gehért, der in 9 Ebenen und einen Kegel (mn —)** Ordnung zerfillt. 
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10. 


Es handelt sich nun um die Umkehrung der Frage des vorigen 
Artikels. Gegeben sei die Gleichung eines zerfallenden Projektionskegels, 
dessen Spitze in einem g-fachen Punkt der Raumkurve liege: 

A=A,=—«a,A,_,=«,A, 
wo 


A =ay_ 2" + O_o 4,0" * + a sa 


nun wieder primitiv sei. Man verlangt diejenige Funktion ¥ zu be- 


stimmen, die wieder zu der Gleichung 2 = 0 einer Raumkurve n‘** Ord- 
nung J, fiihrt. 

Nachdem, wie in dem Falle g@ = 0 (Art. 6), der dem auSerwesent- 
lichen Faktor der Diskriminante D, von A entnommene Faktor A (vom 
Grade 4) ermittelt ist, hat man auf der Kurve A irgend 9(</) Stellen 


z=a@t, 2 = pot (¢=1, 2,---, 9) 
beliebig anzunehmen, fiir welche die Funktion * — abgesehen von den 
n—e@ Polen, die sie mit = gemeinsam hat — unendlich werden soll, 


wobei wir der Einfachheit wegen voraussetzen wollen, daB die Produkte 


Uy = ty (@—a't)(e—a"'t) --- (e —a@t) 

B, = Bo(x— Bt) (@—B't) --- (w— Br) 
nicht fiir die singuliren Stellen von A, auber 2 =¢ =O, und nicht fir die 
Verzweigungsstellen verschwinden und nur verschiedene Faktoren haben. 

Man setze nun die Identitiit an 

(1) B, OB= MA + «,NA, 
wo B die Gestalt hat 

B= b,4,0"-* +b ga FP +--+ +8, 
und wo die Formen M und N die Dimensionen 6 + 29, 6+9+1 und 
die Grade m—2 und m—1 in @ haben. Die aus dieser Identitéit zu- 
gleich mit M und N sich ergebende Funktion B wird auBer in den Ver- 
zweigungs- und den d@ singuliren Punkten von A (im Falle héherer als 
zweifacher Punkte ist wieder die nachtrigliche Beschrankung auf die ad- 
jungierte Schar, wie in Art. 6, vorzunehmen) noch in denjenigen 
me—eo Punkten verschwinden, in denen die Geraden des Biischels «a, = 0 
auBerhalb z = t=O die Kurve A = 0 treffen, mit Ausnahme der 9 Punkte 
«®, B®, weil dort 6, verschwindet. Was die Stelle z= ¢—0 angeht, so 
ergibt sich durch eine Betrachtung ahnlich der des Art. 6, daB aus ihr fiir 

d>k—o-—2 

der Form B keine Bedingungen erwachsen. 
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Bildet man mit den so bestimmten Formen B, N die Quotienten 


. a i N 
(2) t ~~ ta ~~ tp? 
so laBt sich wieder, wie in dem iahnlichen Fall des Art. 5, beweisen, dab 


4 sowohl die m = n — k Stellen von A, wo ‘ mit ¢=0, z+ 0 unend- 


lich wird, als auch die k — @ Pole von = , die sich aus a,_,—0 bestimmen, 
zi Polen hat. Endlich verschwindet B fir alle Nullstellen von A’ in 
gleicher Ordnung, wie A’. Daher hat ¥ bloB noch die g Stellen z= &, 
« = B®, fiir die wohl «,, nicht aber B verschwindet, zu Polen, deren Ge- 
samtzahl fiir , somit auf m+ (k—o)+o—~ ansteigt. Somit wird die 
durch Elimination von x aus (2) und 
A=0; o@=iAx+uy 
entstehende Gleichung 2 = 0 mit 
«,a,_,@™ 
als héchstem Gliede beginnen und eine (eigentliche oder ebene) Raum- 
kurve x“ Ordnung mit g-fachem Punkt in « = ¢ =¢ = 0 darstellen, deren 
Tangenten nach den Polen 
z—at=—0, «—pot=—0 
von 4 gerichtet sind. 

Die Identitat (1) laBt sich in zwei zerlegen, was die Berechnung der 
Formen B und WN erleichtert. Ermittelt man nimlich zunichst zwei 
Formen B und N aus der Identitit 
(3) 4B =MA+NA, 
wo 4,A,A’ die friihere Bedeutung haben, B, M, N Ternirformen vom 
Grade bzw. n, d+o und 6+ 0+1 sind, die in 2 bzw. zum Grade 
m—1,m—2, m—1 ansteigen, was auf dem in Art. 6 angegebenen 
Wege in expliziter Weise geschehen kann, so kann man nun den noch 
unbestimmt gebliebenen Koeffizienten von N (von denen die in M und B 
abhingen) weiter auferlegen, der Identitaét zu geniigen 
(4) B,N=PA+a,N, 
wo P und N Terniarformen (6 + 39 — n + 1)" und (6 + 9 — 1)** Ordnung 
sind, die in « bis zam Grad @ — 1 und m— 1 ansteigen. Sie driickt aus, 
daB die aus (3) erhaltene Form N noch fiir alle gm — @ Verschwindungs- 
werte von «, und A, die nicht in z= ¢— 0 und nicht auf 6, = 0 fallen, 
verschwindet. Multipliziert man (3) mit 6, und setzt 6,N aus (4) ein, so 
erhilt man wieder die Identitat (1), wenn man 

MB, + PA’ = M 
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setzt. — Genau genommen hat man iibrigens in den Formen B, M, N 

von (3), bevor man N aus (4) einsetzt, diejenigen besonderen Werte der 

Konstanten sich eingetragen vorzustellen, die sich aus (4) ergeben. 
Zugleich mit N ergibt sich die modifizierte Form N, die sich ebenso 


wie N zur Darstellung der Funktion 4 verwenden laiBt. Aus (2) und (4) 


ergibt sich namlich 
F N N 


(5) ih on gay eon as 

Beziiglich der Anzahl q der in B und N (oder N) linear auftretenden 
unbestimmten Konstanten ]aBt sich eine ihnliche Bemerkung machen wie 
in Art. 6 fiir den Fall 9 =0. Ist wieder » die Anzahl der Pole der 


Funktion / , p das Geschlecht der Kurve A= 0, so ist g>n—p+1. 


Und zwar laBt sich fiir @ > 0 jede beliebige Kurve A = 0 zur Projektion 
einer eigentlichen Raumkurve machen, weil man immer die Zahl @ so 
groB wihlen kann, daB fir » = 9+ v die Bedingung 


psn—-38 
erfillt ist. 


11. 


Aus dem Vorstehenden entnimmt man die Mittel fir einen Beitrag 
zu der von der Danischen Gesellschaft der Wissenschaften fiir das Jahr 
1902 gestellten mathematischen Preisaufgabe. Es handelt sich im wesent- 
lichen um die Frage, ob jede Familie von eigentlichen Raumkurven in 
ein System von Geraden, die nicht in einer Ebene liegen, ausarten 
kénne. — Einem Algebraiker sei zunichst die Bemerkung erlaubt, daB es 
rechnerisch verwendbare Kriterien des Zerfallens einer Raumkurve bisher 
nicht gab. Denn daB eine der sie ausschneidenden Flichen zerfallt, gentigt 
nicht. Der erzeugende Kegel kann zerfallen (Art. 9) oder in einen mehr- 
fachen niederer Ordnung ausarten, ohne dab die Raumkurve zerfiallt, und 
umgekehrt kann diese zerfallen (Art. 10), ohne daB der Kegel zerfallt. — 
Der Mangel wird so lange bestehen, als es an einer expliziten Darstellung — 
der Raumkurven, wie sie Halphen in der Einleitung (Nr. V) zu seiner 
Preisschrift (s. oben Einl.) wiinschte, fehlt. Wie nun in gewissem Sinne, 
nimlich soweit es die Theorie der ebenen Kurven zuliBt, durch unsere 
Gleichung Q = 0 der Raumkurve diese Liicke ausgefiillt wird, so ergibt 
sich auch eine algebraisch befriedigende Definition fiir das Zerfallen der 
Kurve in dem Zerfallen jener Gleichung 2=0 der Kegelschar. Die 
Antwort freilich auf die Frage, ob und wie ein Zerfallen erfolgen kann, 
ist damit nicht gegeben. Sie hingt mit der heikelen Aufgabe zusammen, 
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die Variation der Konstanten, welche das Zerfallen bewirkt, so einzurichten, 
daB alle Zwischenfalle itibersehbar werden. Fiir unsere Darstellung ins- 
besondere wiirde es sich um das Zerfallen der ebenen Kurve handeln, 
welche die Projektion der Raumkurve ist. An Sitzen hieriiber fehlt es 
jedoch fast ginzlich. 

Nun gewihrt aber der vorstehende Artikel die Méglichkeit, das Zer- 
fallen einer ebenen Kurve, welche Projektion einer Raumkurve von gleicher 
Ordnung ist, wenigstens in eine Gerade und eine Kurve von niichst 
niedrigerer Ordnung und von gleichem Geschlecht algebraisch zu iibersehen. 
Dieser Umstand erlaubt es dann weiter, der Frage nach der Zerfallbarkeit 
gewisser Raumkurven in Gerade niher zu treten und sie wenigstens fiir 
die Raumkurven mit den niedrigsten Geschlechtszahlen zu beantworten. 

Eine RY mit g-fachem Punkt auf der Hauptkante stellt sich nach 
Art. 10 dar durch das System von Gleichungen 


(1) O=A=—a,_,2"+4_.,,0"-'+---+4 


B N 
(2) a! eed 


n—o? 
y 


wo sich B und N simultan aus der Identitit ergeben: 
(3) B, AB= MA+a,NA, 
und die durch 

<= 0, B, = (0) 


gegebenenen Wertepaare + = &; ; = B® o Pole von . auf A be- 


. . zx . 
stimmen, die zu denen von — hinzutreten. 


Die Form B verschwindet (Art. 10) an allen m— 1 Verschwindungs- 
stellen, die irgend einer der Linearfaktoren von «, (auBer in z = t = 0) 
auf A hat, die Stelle ausgenommen, wo auch £,=0 ist. Sind nun in 
B noch geniigend viele (die Anzahl wird gleich bestimmt werden) Kon- 
stante verfiigbar, und bestimmt man diese so, dab B an den g Stellen 
«, B® verschwindet, so zerfallt die Raumkurve. 

In der Tat, verschwindet B auBer fiir jene m—1 Nullstellen von «, 
noch fiir die m*, so wird die Gleichung, die durch Einsetzen des Wertes 
«, = 0 in B=0O entsteht, und die in vom (m— 1) Grad ist, durch 


die m verschiedenen Wurzelwerte = , die den Schnittpunkten von «, = 0 


mit A= 0 (auberhalb z = ¢ =) entsprechen, befriedigt. B muB also a, 
als Faktor enthalten, und «,, wenn B fiir alle Stellen a, 6 ver- 
schwindet. Dann muf aber wegen der Identitit (3) auch M den Faktor 
«, haben, weil ihn A nicht hat, und die Identitit geht tiber in 


(4) 8,48 = MA+ Nx, 
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wo der Grad der Funktionen B, M je um g niedriger im z, ¢ ist, als 
der von B und M war, und wo die Form N sich dadurch von N unter- 
scheidet, daB sie fiir die @ Wertepaare «, 8 verschwindet. Die Form N 
muB hiernach alle Nullpunkte besitzen, die B, und A gemeinsam haben. 
Sie laBt sich daher nach dem Noetherschen Satz in die Gestalt a 


N=Ar+ B,N. 
Setzt man diesen Wert in (4) ein, so erhilt man 
B, 4B = (M+TA)A+ B,NA 
Hiernach muB auch M +T1A’ durch B, teilbar sein, und man hat, wenn 
der andere Faktor M ist, 
(5) AB =MA+NA, 
wo die Funktionen B, N von den Dimensionen » — 9, 6—o@+1 sind. 
Dabei hat die Mannigfaltigkeit der Formenscharen B und N, die der 
Bedingung geniigen, in den Punkten «, B® von A zu verschwinden, 
gegeniiber den Scharen B und N um héchstens g abgenommen, so dab 
ihre Mannigfaltigkeit noch mindestens gleich 
n—p+1l—e=—(n—e)—p+t+l 
ist, wenn An-¢ eine allgémeine Kurve ihres Geschlechtes ist. Daher 
stellen die Gleichungen (1), (5) und die aus (2) hervorgegangene 


(6) Y--F--F 


eine allgemeine und eigentliche (nicht ebene) Raumkurve dar, wenn 

(7) (n—e)—p+1l2a4 

ist*), und die R% mit g-fachem Punkt eine allgemeine Raumkurve ihrer 
Art war. Aus der Gleichung des verinderlichen Kegels 2 = 0 scheidet 


sich dann der Faktor «, aus, weil zugleich mit ‘ auch ; die g Pole 
«®, B® verliert, und den sich absondernden g Ebenen «, = 0 entsprechen 
die g in ihnen liegenden von dem Punkt «=2=—t=0 nach den Cnie 


&, - von A gehenden Geraden. Man hat also den Satz: 


*) Unter welchen Umstiinden man diese Einschrinkung fallen lassen kann, ergibt 
sich aus einer Bemerkung, die ich Herrn Valentiner verdanke, wonach die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafiir, daB eine ebene Kurve A?_ e (n—e)* Ordnung 
vom Geschlecht p, fiir die (n—e) — p + 1< 4 ist, Projektion einer Raumkurve R? von 
der n* Ordnung ist, darin besteht, da8 ihre h Doppelpunkte zusammen mit ¢ anderen 
Punkten (niimlich den oc, Bp) fiir eine Kurve (n—4—ge)** Ordnung nur h+e—1 
Bedingungen darstellen. Den Beweis fiihrt man auf dem von H. Valentiner und 
M. Noether in den angefiihrten Arbeiten betretenen Wege. 


Mathematische Annalen. LXIJIL 21 
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Eine eigentliche Raumkurve Ri. (n—)” Ordnung vom Gescilecht p 
lift sich immer als Zerfallprodukt einer eigentlichen Raumkurve RP? 
n’” Ordnung von demselben Geschlecht mit o-fachem Punkt auffassen, von 
der sich die @ Tangenten in diesem Punkt abgespalten haben. Und zwar 
trifft jede dieser Geraden die Ri_, noch in einem Punkt, in welchen 
namlich derjenige Punkt der Rf tibergegangen ist, der liings der Tangente 
dem g-fachen benachbart ist. Er entspricht einem der Pole «&, B® der 


Funktion 4. 


Umgekehrt zerfallt in der angegebenen Weise jede allgemeine Raum- 
kurve Ri mit einfachem Punkt (ge =1) auf der Hauptkante, fiir die 
p<n—23 ist, in eine allgemeine, eigentliche R._, und eine sie schneidende 
Gerade R,. Diese Ri_, laBt sich dann weiter, wenn auch p<n—4 
ist, nach Ausfiihrung einer Koordinatentransformation, durch welche die 
Hauptkante wieder zum Schnitt mit der Kurve gebracht wird*), in eine 
R%_2 und eine sie schneidende Gerade FR,’ spalten. Und zwar wird diese 
Gerade auBerdem noch die zuerst abgeschiedene Gerade F, treffen, wenn 
man als Projektionszentrum denjenigen Punkt wihlt, in dem die Gerade R, 
die Kurve Ri_, trifft. — Fiahrt man so fort, so laBt sich insbesondere 
jede Kurve R° vom Geschlecht Null in ein System von Geraden verwandeln, 
von denen jede spiiter ausgeschiedene die nichstvorhergehende trifft. Denn 


die Rf, bis zu der man wegen der Ungleichung 


p<n-—3 
fiir p= 0 noch herabgehen kann, ist an diese nicht mehr gebunden, weil 
ihr Zerfallprodukt selbst eine ebene Kurve ist, kann also in der an- 
gegebenen Weise weiter gespalten werden. 

Ebenso ist eine Ri in ein ebensolches System von Geraden und eine 
Ri zerfillbar, die von der zuletzt ausgeschiedenen getroffen wird, fiir 
p= 2 bleibt ebenso schlieBlich eine R5 iibrig, usw. 

Die weitere Zerfillung der iibrig bleibenden Rj, Ri, Re, --- abt 
sich nicht mehr durch Ausartung des Monoids bei unverindertem Kegel, 
d. h. bei umveriindertem Geschlecht des Zerfallprodukts, sondern nur 
durch Spaltung des Kegels selbst erreichen, wie sie in Art. 8 an den auf 
Flachen zweiter Ordnung gelegenen Raumkurven vorgenommen wurde. 
Zu diesen gehéren aber eben jene Ri, I?, gewisse R3 usw. Die An- 
wendung dieses Verfahrens auf die anderen Restkurven mu einer anderen 
Stelle vorbehalten bleiben. 


*) Dies geschieht, indem man z. B. z+ ox an Stelle von z einfihrt und die 
Konstante o passend bestimmt. 
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12. 


Als Beispiel zu dem vorletzten Artikel mége noch die Gleichung 
einer RY), die auf einer Flache dritter Ordnung liegt, mit Hilfe ihrer 
Projektion A®) von einem Kurvenpunkt aus gebildet werden. Wir nehmen an: 
(1) 0 = A= a, AP) = a, (a,a* + a,x* + dyna + b, x5), 
also n= 6, m=3, k=3, 9=1, Q=x,, d=2 und bilden zunichst 
die in der Identitét (3) des Art. 10 auftretende Form N analog der- 
jenigen (5) des Art. 7: 

N = po(4zt* + yx + dy) + Dyt + My 
die nun noch der Forderung zu geniigen hat, fiir x, —0, A=0O zu ver- 
schwinden. Mit dem Faktor von p, ist dies der Fall; p,, p, miissen noch 
je den Faktor x, haben. Indem man b,x, p,) in p, eingehen laBt, er- 
halt man 
(2) N = Po(My2* + 5) + Py Hy % + Pyity. 
Wahit man den Pol von 4 in demjenigen Schnittpunkt von «,=—0O mit 
A= 0, fiir den +7, = 0 ist, wo denn also die Binirform r,, fir — z 
in A eingesetzt, A= 0 macht, wenn «, = 0 angenommen wird, so hat N 
der weiteren Identitat zu gentigen ((4) Art. 10): 


(3) N(a +7.) =PA+a,N. 


Vergleicht man die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von , so erhilt 
man fir 


N=n,2?+n,2+ 
P =p, und drei in r, lineare Gleichungen, aus denen sich durch Elimi- 
nation von r, die folgenden ergeben (p,= 1 gesetzt): 
Dy ly + Py Hy — Py = Ms, 
(4) b, dy + Pi Ds = &,%), 


ba, — pybp + PE = & 0s, 
wo 


(4a) ty = ly + Py Hy 
gesetzt ist, und die GréBen v,, v5, 9g, ‘n (4) und 
Va%ym My My ~~ 4%, 
(4b) Uy Hy —= Ny Py Hy — Bs My, 
03% = My Py Hq + Wy My 
Binarformen sind, wahrend die p der Bedingung geniigen, daB die linken 
Seiten®in (4) fiir «, = 0 verschwinden. Bildet man nun mit Hilfe der p 
die Funktion ((5) Art. 10) 
(5) N _ 4g? + 4, + Py Hy + Py %y 


ju--— = 


A Oy My 
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oder auch 


— — 2° + (P, — by) % — d, 
(5a) y ae 


und eliminiert z und y aus (5) und 
o=idr+py; A=a,z*+a,2°+),4,24+5,2=0, 
so erhilt man, unter Beriicksichtigung der Relationen (4), die Gleichung 
einer auf dem Monoid dritter Ordnung (5a) gelegenen Raumkurve R3, 
die sich ohne Miihe bilden la8t. Wir wollen hier nur die Gleichung des 
Kegels Y angeben: 
Y = a, a,y° + (2a,b, + py as — 3 pay) y® + (ayQ5 + 2p, Y_%, — ¥5(2 p, — by) y 
+ Q3%3 — ¥3% = 9, 

wo die p, v, @ durch die Gleichungen (4) zusammenhiingen. Dies ist die 
Gleichung einer Kurve sechster Ordnung mit sieben Doppelpunkten, von 
denen iibrigens drei in dem dreifachen Punkt z= t=O vereinigt sind. 

Wenn die Projektion A dadurch zerfallt, dab b, gemeinsamer Faktor 
aller Koeffizienten a,, a,, b,, b, ist, so haben vermége der Relationen 
(4), (4a), (4b) den Faktor b, auch die Formen a, und p,, und wegen 
(4a) auch p,; dann haben ihn aber »,, v,, g,; doppelt. Damit scheidet 
sich b, auch aus Y einfach ab; der andere Faktor stellt eine Kurve 
fiinfter Ordnung mit einem dreifachen Punkt in y= 0, b, =O und zwei 


Doppelpunkten dar, und die Raumkurve R? spaltet sich in eine Ri und 
ihre dreifache Sehne y= 0, b, = 0. 
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Ganzzahlige Gleichungen ohne Affekt. 
(Aus einem Briefe an Herrn Hilbert.) 


Von 


MicuaeEt Baver in Budapest. 


I. 


Herr H. Weber hat in seinem Lehrbuche der Algebra einen ein- 
fachen Beweis der Tatsache geliefert, daB unbegrenzt viele ganzzahlige 
Gleichungen x‘ Grades ohne Affekt existieren. Sein Beweis stiitzt sich 
auf die Annahme, daB » eine Primzahl ist und daB zwei der Wurzeln 
imaginar, die iibrigen dagegen reell sind. DaB die erste Annahme un- 
wesentlich ist, war schon durch Ihre*) Abhandlung bekannt, in welcher 


zam ersten Male der Satz bewiesen ist. H. Weber hat jedoch auch die 
Vermutung ausgesprochen, daf auch die Annahme iiber die Realititsver- 
haltnisse der Wurzeln unwesentlich sei. 
Die Resultate meiner jiingst erschienenen Arbeiten**) lassen in der 
Tat sehr bequem erkennen, daB es wirklich so ist. 
1) Die Gleichung 
(1) +cat} +---+e,—0 
(ec, rational ganz) 
hat keinen Affekt, wenn ihre Puiseuxschen Zahlen in bezug auf gewisse 
Primzahlen gewissen Bedingungen geniigen. Man kann das auch so 
formulieren: Die Gleichung (1) hat keinen Affekt, wenn die Koeffizienten 
gewissen Bedingungen von der Gestalt 
c, = 0 (mod. A,), 
(¢,, B?) = B, 
geniigen. Man kann ohne weiteres auch den allgemeineren Satz aus- 
sprechen: Die Gleichung 
(I) Coe" + e,2"-'+--- +e, =—0 
(c; rational ganz) 


(i= 1,2,---,m) 


*) Crelles Journal Bd. 110, 8. 104—129. 
**) Crelles Journal Bd. 132, 8. 21—85. 
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hat keinen Affekt, wenn die Koeffizienten gewissen Bedingungen von der 
Gestalt 
(I*) 


geniigen und noch 


(I*) ‘ («, [[ 42) =1 
ausfallt. ” 
2) Es sei jetzt 
(1) PtHP" +--- +7, 20 
eine beliebige Gleichung, deren Koeffizienten reell sind, mit der einzigen 
Bedingung, dab die Wurzeln verschieden seien. Nun beweist man leicht, 


weil ¢, beliebig gewaihlt werden kann, daB Gleichungen von der Gestalt (I) 
existieren, fiir welche 


¢, =0 (mod. A), 


St oo 
(cy BY) = B, ( ") 


\%w— eo <9 


ausfallt, wo 4 eine beliebige positive Zahl ist. 
Es gibt also Gleichungen 


ee i ee 
3 


0 
ohne Affekt, deren Koeffizienten beliebig wenig von y, abweichen; deren 
Wurzeln infolgedessen dieselben Realitiitsverhiltnisse aufweisen, wie die 
Wurzeln von (II). (Beachtet man die Realititsverhiltnisse nicht, so kann 
(I) ganz beliebig sein.) 


Il. 


Die fundamentalen Siitze des Herrn Dedekind*) ,,Uber den Zusam- 
menhang zwischen der Theorie der Ideale und der Theorie der héheren 
Kongruenzen“ und sein Satz, der in einer Abhandlung von Herrn Frobenius**) 
mitgeteilt ist, geben auch ein Mittel, um die Existenz von Gleichungen 
ohne Affekt zu beweisen. 

1) Man konstruiere die Gleichung ~- 

(1) f(2) = # + e-'+---+e,—0, 
die folgende Eigenschaften aufweist. Es soll fiir zwei Primzahlen p,>n (i=1,2) 
eine Zerlegung von der Gestalt 


(2) f(2) = gu (2) J [ (@— ax) (mod. p) 


*) Géttinger Abhandlungen 1878. AuSer dem Hauptsatze vgl. noch p. 19. 
*) Berl. Sitzungsberichte 1896. S. 697. 
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gelten, wo g,,(2) (mod. p;) eine irreduzible Form ," Grades ist, und die 
ibrigen Faktoren (mod. p,) verschieden ausfallen. Diese Bedingungen 
kénnen offenbar erfiillt werden; wenn man (2) in bestimmter Weise vor- 
schreibt, sind dadurch die Koeffizienten von (1) nur (mod. p,p,) gegeben. 
Infolgedessen kénnen den Koeffizienten z. B. noch die Bedingungen 


c, =0 (mod. r) 
" A) =9 
auferlegt werden, wo r eine von p, verschiedene Primzahl bedeutet. 
2) Nun ist nach (3) die Gleichung (1) irreduzibel. 
Aus (2) folgt dann nach den Siitzen des Herrn Dedekind, dab die 
n-buchstabige Galoissche Gruppe der Gleichung auch solche Substitutionen 
enthilt, die aus einem n;gliedrigen Zykel bestehen. Wihlt man jetzt 


nm, = 2, My =; + <q<n, 


wo q eine Primzahl ist, so besitzt die Gleichung (1) keinen Affekt. (Ist 
die Zahl » eine Primzahl, so kénnen p, und n, von der Betrachtung ganz 
ausgeschlossen werden.) 





F. Juyxer. 


Die Differentialgleichungen der Invarianten und Semiinvarianten 
einer bindren (terniren) Form. 


Von 


F. Junker in Stuttgart. 


Die Invarianten g der biniren Form 
f= aye" + ($1) qa"-ty + ($) ayar-2y? + --- 
geniigen bekanntlich den vier partiellen DiGwentinighichanges 


(na, £ + (n—1) a, 2% + (n— 2)a, 5% +-+-=—ug, 


a, 50 + 2a, 5% + Ba, 5° +:+++-=ug, 


ayo + 2a, 2% + 3a, 52 fom O, 


oa, 





na, 2% + (n— 1) ay 5% + (n—2)a, 5% + ene” 


? 


die bereits von Cayley*) aufgestellt worden sind. Da dieses System ein 
vollstandiges ist, hat Clebsch in seinen ,,Biniren Formen“, p. 310, allgemein 
bewiesen. AuBer diesen partiellen Differentialgleichungen sind im all- 
gemeinen keine weiteren mehr vorhanden. Nur wenn es sich darum 
handelt, besondere Invarianten wie beispielsweise Diskriminanten und 
Resultanten zu charakterisieren, lassen sich noch andere Differential- 
gleichungen angeben, wie die Herren Brioschi**) und Néther***) gezeigt 
haben. 

Analoge Gleichungen gelten fiir die Kovarianten der Form f. 

Zur Berechnung des algebraischen Ausdrucks einer Invariante 


7 = Saararab---, 
WO ,, &, &, -*: unbestimmte Koeffizienten bedeuten sollen, sind die 
*) Crelles J. Bd. 47. 
**) Crelles J. Bd. 53 und Annali di Mathem. Bd. 2 (1859). 
***) Faa di Bruno, Theorie der biniiren Formen, tibersetzt von Walter, 8. 275. 
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beiden letzten GleicM&ngen des Systems (1), die gewéhnlich mit dg = 0 
und 6’9 =0 bezeichnet werden, ausreichend, wenn man die Bedingung 


hinzunimmt, daB eine Invariante isobarisch und vom Gewicht p = >ne 
ist, wobei 
QA ta tat 


w=1-4,4+2-4,4+3-4,4+--- 
das Gewicht der Invariante bedeuten soll. Die Anwendung der Gleichungen 
dg = 0, 0’ =0 auf den angeschriebenen Ausdruck fiir m gibt bekannt- 
lich ein System von linearen Gleichungen zur Berechnung der Koeffi- 
zienten «. 

In der vorliegenden Arbeit wird beabsichtigt, die vier Differential- 
gleichungen des Systems (1) auf drei aquivalente Gleichungen mit neuen 
Verinderlichen zu reduzieren und insbesondere die beiden letzten Glei- 
chungen von (1) dg =0 und d’g =0, die, wie soeben bemerkt worden 
ist, gewohnlich zur Darstellung der Invarianten dienen, durch eine einzige 
zu ersetzen. Dies wird dadurch erreicht, daB man, wie in § 2 bis § 4 
ausgefiihrt wird, die partikuliren Lésungen der Differentialgleichung dg = 0, 
namlich 


den Grad und 


_ Ag, Cy = Aya, — 4,", Cy = ay’, — Saya, a, + 2a,°, --- 
(2) C.= a,~*a,— (T)as-*a,4,_, + (3) ar-a,*a,_.— .* 
ond (—1)"-*($) agaz-a, + (—1)"-1(n—1)a,", 


die als fundamentale Semiinvarianten von f bekannt sind, an Stelle der 
ly, 4, My, °**, @, als Veriinderliche in die tibrigen Differentialgleichungen, ins- 
besondere in die Gleichung 6’g = 0, einfiihrt. Geschieht dies — und das 
ist meines Wissens noch von keiner Seite versucht worden —, so wird 
an Stelle der Gleichungen dg = 0, 6’ =0 eine einzige Differentialgleichung 
Dg =0 gewonnen (Formel (4*) und (6*)), deren Integrale simtlich In- 
varianten von f sind. Diese Gleichung aufzustellen und fiir einige Fille 
zu untersuchen, ist der Hauptzweck der vorliegenden Arbeit. 

Bis auf eine Potenz von a, lassen sich die GréBen C auch als 
Koeffizienten einer Form F(&y) darstellen, in welche die Originalform 


f(xy) durch die Substitution «= § — = "7, y= tibergefiihrt wird. 
Invariantentheoretisch betrachtet, sind sie bis auf eine Potenz von a, 
nichts anderes als die Leitkoeffizienten der von Hermite eingefiihrten 
»Schwesterformen* © (formes associées), durch welche bekanntlich alle 
Invarianten und Kovarianten von /, und umgekehrt, rational dargestellt 
werden kénnen. An Stelle der Schwesterformen Hermites kénnen, wie 
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Clebsch bemerkt hat, auch die Kovarianten zweitéh und dritten Grades 
von f treten, nimlich die geraden Uberschiebungen w von f tiber sich 
selbst und deren Funktionaldeterminanten 7 mit f, so daB alle Kovarianten, 
also auch die Hermiteschen Schwesterformen, durch diese Funktionen, und 
umgekehrt, rational dargestellt werden kénnen, wie bald darauf Herr 
Gundelfinger*) bewiesen hat. Diesen Gedanken hat spiter Herr 
Gordan*™) in seiner Arbeit iiber Bestimmung einer binéren Form aus 
Anfangsgliedern ihrer Kovarianten“ weiter ausgefihrt und zugleich die 
weiteren Aufgaben gelist, die Koeffizienten einer biniren Form f als 
rationale Funktionen der beiden ersten und der Leitglieder der ~ und  , 
sowie als rationale Funktionen der beiden ersten und der beiden Anfangs- 
koeffizienten der y darzustellen. 

Beziehen sich diese grundlegenden Arbeiten also mehr auf die Frage 
nach der gegenseitigen Darstellbarkeit dieser verschiedenen Formen durch- 
einander, so ist wenigstens im folgenden ein neuer Weg gekennzeichnet, 
durch Integration einer einzigen Differentialgleichung die unabhingigen 
In- und Kovarianten von f direkt als Funktionen der C darzustellen. 

Endlich gibt die Einfihrung der C auch AnlaB zu einer einfachen 
Darstellung der Syzygien zwischen den Grundformen von /. 

In § 6 bis § 8 werden schlieBlich noch die Differentialgleichungen 
der Invarianten des terniren Gebiets einer analogen Behandlung unter- 
zogen und wird bei dieser Gelegenheit bewiesen, da die Bedingungen des 
Zerfallens einer Ternirform in Linearfaktoren im allgemeinen als Semi- 
invarianten anzusehen sind. 


ct. 
Eigenschaften der Funktionen C. 


Setzt man in den Lésungen C iiberall a, = 0, so geht eine solche, 
z. B. C,, bis auf eime Potenz von a, = C, in den entsprechenden Koeffi- 
zienten, z. B. a,, von f tiber. Um daher eine Invariante oder Semiinvariante 
—(a,4,a,---) von f als Funktion der partikuliiren Lésungen C darzustellen, 
geniigt es, in dem or fiir g tiberall a, 0 und in den ibrig 





bleibenden Gliedern a, = o »&= a a= at ; zu setzen; es gilt 
daher identisch die Beziehung : 

C; Cc 
(3) P (Ay 4, Ay Gs -- “a a) _— 9(1, 0, & Cy ? é. ee Geni)» 


auf die schon Herr Macmahon***) aufmerksam gemacht hat. 


ae Seunh. f. Math. 74, S. 405—409 oder Math. Ann. 3, 8. 265—267 (1871) 
**) Math. Ann. 40, S. 503—526, 
**) Quart. Journ. (1883), S. 387—341. 
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Setzt man ferner in den Lésungen C simtliche Koeffizienten der ur- 
spriinglichen Form f 

a = a, =a, = ++ a,—1, 
so geht beispielsweise C, tiber in 
/ i \n— n— : 
O,—1—(2) + (3) — = + 1-2(3) + Cit @—9), 
oder da das letzte Glied 
(—1)"-* (n—1) = (—1)"-* (7) + (— 1)" 
ist, tiber in 

O,=1—(f) + (3) —--- + Ca(t) + Ci = —1)" = 0. 

Es folgt hieraus, daB die algebraische Summe der Zahlenkoeffizienten 
stimtlicher Lisungen C gleich Null ist. Da nun jede andere Semiinvariante, 
also auch jede Invariante, von f durch die partikuliren Lisungen C dar- 
gestellt werden kann, so gilt allgemein der Satz, der sonst auf andere 


Weise bewiesen zu werden pflegt: Die algebraische Summe der Zahlen- 
koeffizienten einer Invariante oder Semiinvariante ist gleich Null. 


§ 2. 
Die Differentialgleichungen der Invarianten. 
Fiihrt man mit Beriicksichtigung, daB fiir a, = 0 
Gy = Cy, a, = C,Cy*, ag = C,C>*, ---, a, = C,Cr**! 
ist, die Lésungen C der Differentialgleichung dg = 0 an Stelle der Koeffi- 


zienten a als Verinderliche in die Gleichungen (1) ein, so erhalt man 
fiir a,= 0 zuniichst: 








6c, ec, oc, 6C,, 
éa, = 0, da, =—__ 3C,, da, = 4C;, *e *» 0a, = nC,_ 
und 
ec, 00, ac, 
ee. k=-1 k+1 _— k+2 a sce ‘sm 
Oa, Cn" Ga, Ca, 0, 


wobei k = 2, 3, 4,---,m zu setzen ist. 
Damit gehen die beiden ersten der Gleichungen (1) unmittelbar 
tiber in 
a ("ato ag 56, + (W—8) 0, 2% +o — ag, 
) 


20,2 + 30, 2 + 


wihrend die dritte illusorisch wird und die vierte und letzte die Gestalt 
annimmt: 


é 
40,50. t= Hg, 
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Dg = (n—2) 6, 36, + {(n—3) C,—3(n—1) C,?} 5G, 





(4*) + {(n—4) 0, —4(n—1) ©, C,} +4 “— 


7] 
+ (C,— (01) GC, 52 — M1) G0, og = 0. 


“160, 

Damit ist das System (1) von vier Differentialgleichungen auf ein 
solches von drei, (4) und (4*), zuriickgefiihrt. An Stelle der beiden Be- 
stimmungsgleichungen dg = 0, d’g = 0 fiir die Invarianten von f tritt 
somit nur noch eine einzige, nimlich Dg = 0, deren Integrale nur noch 
Invarianten sein kénnen und die deshalb als Differentialgleichung der In- 
varianten bezeichnet werden soll. 

Als homogene partielle Differentialgleichung zwischen »—1 unab- 
hangigen Verinderlichen C,,C,,---,C, hat diese Gleichung im ganzen 
n—2 unabhingige partikulire Lésungen g,, ¢,, ---, 9,2, die nichts anderes 
als die unabhiingigen Invarianten von f darstellen kénnen. Hieraus er- 
geben sich die Folgerungen: 

Eine binére Form f von der Ordnung n hat n—1 unabhiingige 
Semiinvarianten, niimlich C,,C,, +--+, C,,, die sich als partikulére Lisungen der 
Differentialgleichung dq = 0 ergeben, und n—2 unabhiingige Invarianten 
G1) Poy**yPn—g, Ue als partikuldre Lisungen der Differentialgleichung Do =0 
gewonnen werden. 

Um diese letzteren zu ermitteln, geniigt es, das System von gewéhn- 
lichen Differentialgleichungen erster Ordnung anzuschreiben und zu inte- 
grieren: 











eS @@« dc, 7 _ dC, _ mA 
. | 0 (n—2)C,  (w—3)C,—8(n—1)6,* (mw —4)C, —4—-1)6,0, 
(9) | dC,_, dc, 
Bie C.— (n—1)*C,C,_, = —n(n—1)C,C,_, 
§ 3. 


Die Invarianten der Formen zweiten, dritten und vierten Grades. 


Fiir » = 2 lauten die Differentialgleichungen (4*) bzw. (5) 
@ d dc. 
Do =0- a0, =, bzw. = =, 
welche integriert 
C = C, = Const. 
geben, d. h. 


C; = aya, — a,*, 
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oder die Diskriminante ist, wie zu erwarten war, die einzige Invariante 
von f. 
Fir » = 3 erhalt man die Differentialgleichung 
0g 0g 
Do = C, ac, ~ 6 C,? aC, = 0. 

Die binire Form dritter Ordnung hat somit eine unabhingige In- 

variante, die sich als Integral der gewéhnlichen Differentialgleichung 
dc, «a0, 
Gq” —tq? 
ergibt. Man erhialt aus 
120,?dC, + 2C,dC, =0 
durch Integration 
9, = 4C,° + C,?. 

Dies ist die Diskriminante der biniren Form dritter Ordnung vom 
Grad 3 und dem Gewicht 6, wie man sich sofort tiberzeugt, wenn man 
an Stelle von C, und C, deren Ausdriicke in den Koeffizienten von f setzt. 

Fiir n = 4 hat man als fundamentale Semiinvarianten C,, C, und C,. 
Zur Bestimmung der Invarianten erhilt man die partielle Differential- 
gleichung 

Dy = 20, 2% +(€,—90,%) 2% — 120, 0, 2% =0 
P= oy ac, 4 2/30, 2°38 30, ? 
deren partikulire Lésungen durch Integration der beiden gewdhnlichen 
Differentialgleichungen 
ac, dc, dc, 
20, 0,—90,* —120,¢, 
aG, dG, ogy 
gewonnen werden. Aus 5 0, ~ =120,6, olgt 


dC, + 60C,dC, =0 
und hieraus durch Integration 
9, = C, + 38C,%. 

Dies ist die Invariante i vom Grad g = 2 und dem Gewicht u = 4. 
dc, dc, 
30, 0,—20, 

(C,—9C,*) dC, —2C,dC, = 0 
den Wert von C, durch C, = o, — 3C,*, wo g, als Konstante aufzufassen 
ist, so folgt 


Ersetzt man in der Gleichung ; oder in 


(py, — 120C,")dC, — 20, dC, =0 
und durch Integration 


9,C, —4C,°— C2 = 9, 
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Damit ist aber als weitere unabhiingige Invariante die Invariante j 

vom Grad g@ = 3 und dem Gewicht u« = 6 gewonnen: 
G2 =j = 0,0, — C°— CP. 

é und j sind aber bekanntlich die unabhingigen Invarianten der Form 
vierter Ordnung, durch welche sich alle tibrigen Invarianten darstellen 
lassen miissen. So ist beispielsweise die Diskriminante R vom Gewicht 
uw = 12; sie wird also von der Form sein: 

R= g;° + aps”, 
wo « ein Zahlenkoeffizient ist, der durch die Differentialgleichung Dy =0 
bestimmt wird. Man erhilt « = — 27, so daB R dargestellt ist durch 
R= 9,°— 279,° 
oder durch 
R = (C, + 30€,*)8 — 27(C,C, — C5 — C,*)*. 


§ 4. 
Die Kovarianten der Form /. 
Wie schon in der Einleitung bemerkt worden, geht durch die Sub- 
stitution 7 = § — a “, y=, deren Determinante A=1 ist, jede Ko- 


variante g (a,a,@,---; 2,y) der urspriinglichen Form f in eine solche der 
transformierten F’(€, 7) tiber, deren Koeffizienten Semiinvarianten von f 
sind. Da nun fiir a, = 0 nach § 1: 

a= Cy, a, = C,C>', a, = C,C>?, oe a, = C,Cr**!, z= &§, ad 
wird, so folgt: 

Um eine gegebene Kovariante oder Semikovariante  (a,4,4,---; xy) der 
urspriinglichen Form f in eine solche der transférmierten Form F iiberzu- 
fiihren, deren Koeffizienten Semiinvarianten von f sind, geniigt es, in dem 
Ausdruck fiir p iiberall a,=0,x2=—&, y= und an Stelle der Koeffizienten 
Gg, @y, My ,°--, a, die eben angefiihrten Ausdriicke C,, C,C>+,C,C>*,---, 6, Cr "+4 
Zu setzen. 

So sind beispielsweise die Kovarianten der biniren Form dritter Ord- 
nung dargestellt durch 


f= C+ 3C,84? + C7, 
A= CL + CE an C,° 1’, 
Q = C,8 — 60°54 — 30, C,E4? — (C,? + 20%), 
worin C,=a,= 1 gesetzt ist. 
Fiihrt man ebenso wie in §2 an Stelle der Variablen a,,a,,a,,---; x,y 
die GréBen C nebst &, als Veriinderliche in die fiir die Kovarianten gel- 
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tenden Differentialgleichungen ein, so nehmen die beiden ersten derselben 
die Gestalt an: 


é = iid ; 
nC, Fe, + (n—2)C, 50, + (n—3)C, g +++ — 85% = 29, 


(6) “te 
eg C@ c@ cg 
2C350,+ 30,56, + 4C, 00, T° °° I Fy OP 


wihrend die dritte ebenso wie die entsprechende des Systems (1) illuso- 
risch wird und die vierte tibergeht in 


(6*) Dig ~ §5% — (n—1) Cyn 5? — Dy = 0, 


wo Dg den von § 2 her bekannten Ausdruck bedeutet, so daB man 
also auch hier sieht, daB sich die Kovarianten einer biniren Form als 
Integrale einer einzigen Differentialgleichung (6*) darstellen lassen. Da 
dieselbe » +1 unabhingige Verinderliche, naimlich § 4; C,, C,,---,C,, be- 
sitzt, so sieht man auch hieraus, daB eine bindre Form n” Ordnung 
n unabhiingige Kovarianten besitet, die sich durch Integration des Systems 
von gewoéhnlichen Differentialgleichungen 


dg dy dé dc, dc, 
- on § ”—@-D45" ~=— 9G” ~—SO —-9)0",—386-—Da"” 
7) aC, 
“= n(m—1)C,C,_, 


ermitteln lassen. Unter diesen Lisungen sind, wie im voraus zu er- 
warten war, auch die Invarianten enthalten, sofern diese eben als Ko- 
varianten von der Ordnung v = 0 anzusehen sind. 


§ 5. 
Syzygien. 

Endlich sei noch darauf hingewiesen, daB die Kovarianten in der 
transformierten Gestalt ein Mittel darbieten, die Relationen (Syzygien) zu 
bestimmen, durch welche die irreduziblen Grundformen einer gegebenen 
Urform verbunden sind. Erhialt man nimlich fiir eine solche Urform t 
irreduzible Kovarianten oder Invarianten, so miissen diese, da nur ” von 
ihnen als unabhiingig anzusehen sind, durch t — » identische Relationen 
oder Syzygien untereinander verbunden sein. Zwischen je » +1 Ko- 
varianten muB also stets eine solche Relation bestehen. Nun laBt sich 
nach Sylvester und Perrin jede dieser Relationen durch eine solche 
zwischen den Leitgliedern eindeutig ersetzen. Um sie zu ermitteln, ge- 
niigt es daher, nur die Leitglieder der Kovarianten anzuschreiben und aus 
den erhaltenen Gleichungen die GréBen C,, C,,---, C, nebst der Verinder- 
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lichen § zu eliminieren. Diese Elimination gestaltet sich dadurch einfach, 
daB unter den Kovarianten von f neben dieser Form selbst noch n—1 
weitere Grundformen zweiten und dritten Grades, niimlich die geraden 
Uberschiebungen der Form tiber sich selbst und deren Funktionaldeter- 
minanten mit f, vorhanden sind, welche hinsichtlich der héchsten darin 
vorkommenden Funktion C,, vom Gewicht uw des Leitkoeffizienten linear 
sind. Bezeichnet man deren Leitglieder mit dem Buchstaben A,, wo der 
Index » das Gewicht des Leitkoeffizienten angeben mige, so sind diese 
bekanntlich dargestellt durch 


A, =f = §, 
(3) |“ CLE" *, As = Cy8°"-*, Ay = (OC, 4+ 3C,*) 8-8, 
A, = (C, + 20,C,)&"-™, A, = (C,+ 150, C,— 10C,?*)§2"- ¥, 
A, = (C,+90,C,—5C,C,)§"-™, ---. 

Aus diesen Gleichungen kann man der Reihe nach die GréBen 
E, C,, C,,---, C, durch die Leitglieder A ausdriicken, durch deren Index u 
die zugehérigen Kovarianten eindeutig bestimmt sind. Durch Substitution 
der gefundenen Werte in die Leitglieder der iibrigen t — m Kovarianten 
erhalt man ebensoviele Relationen, die voneinander unabhingig sind, da 
jede folgende ein Leitglied oder, was dasselbe ist, eine Kovariante ent- 
halt, die in der vorhergehenden nicht enthalten ist. 

Die folgenden Beispiele mégen das Verfahren niiher erliutern. 

Fiir » = 3 hat man vier irreduzible Grundformen, deren Leitglieder 
A,=f=§, 4,=-4=C,8, 4,=Q=C,8 und 4,—=R=C,?+ 4) 
sind. Aus den drei ersten erhilt man 

§—A4,?, C,— 4,454, C, = 4,4,', 
so daB wir nach Substitution dieser Werte in die vierte Form unmittel- 
bar die Relation dritten Grades erhalten: 
Ay = (A,?+4.4,9) 45? 


@ — Rf? + 44° =0, 
eine Gestalt, welche sie schon von Cayley erhalten hat. 

Fiir » = 4 erhilt man fiinf irreduzible Grundformen, nimlich f, H, 7, i 
und j, die demnach ebenfalls durch 5—4=1 Relation verbunden sind. 
Die Leitglieder dieser Formen sind: 

A,=f= %, A,= H= C, 5, A, = T= C,&, 

A,=J,=i=C,+3C,) und A, =J,=j = 0C,C,— C— C,’, 
woraus folgt: 


g=ft, C, = Af ', 0, =Tf t, C,=—J,—38Hf-’. 


oder 








(9) 
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Die Substitution der gefundenen Werte in das Leitglied A,—J, fihrt 
schlieBlich zu der Relation vierten Grades: 


— Tf’? =J,f* + 4H — J,f?H, 
die ebenfalls schon von Cayley angegeben worden ist. 

Ebenso einfach lassen sich auch die Syzygien der Formen finfter 
und sechster Ordnung angeben, sobald nur die Leitglieder in Funktion 
der Semiinvarianten C dargestellt sind. Dabei zeigt sich, daB sich die 
Relationen von héherem als dem dritten Grad mit Hilfe der vorher ge- 
fundenen auf solche niedrigeren Grades zuriickfiihren lassen. 


g 6. 
Die Invarianten und Semiinvarianten des terniiren Gebiets. 


Die Invarianten der terniiren Form 


f = age" + (T) "hf, + (3) fA +-- +h, 


wo f,, fe -**, f, biniire Formen erster, zweiter, - - -, n* Ordnung bedeuten 
sollen, geniigen nach Forsyth*) sechs charakteristischen Differential- 
liao 


D,=na, ae + (nt) (a4 22 oa, + Ay 5 2) + (n—2) (ay. 9° da, . ao ‘ 





und befriedigen auBerdem in identischer Weise noch die beiden folgenden 
a 9 
Dy—noy ge, + 0-1) 5g. +02) ta 56, + (0-2) tu a 
+(n— 8) ay, 7? +(n—4) ay “9 a . 


(9*) | 
D.= a, £% — a, ¢ +2 a 5 ~— 20s 5a 








ya ao 
agai sae + Aaa lath 


*) Am. J. XII, 8S. 1—60, 115—160 (1889) (Ternarianten). 
Mathematische Annalen. LXIIII. 


op 
dil airs (eat aot +29 502 + pee 
a 


Dimonts, +o asa +8 Ths 5a ce) 4 (n— (om a +: --) += 





2 0 
D;= ws + Oy 2 +00 96, + Oy 50 +2 Oss go io TB Fe +---=—0, 


D.= a, 25 2 + Oy A? + 2a, 5-7 + Ose 5 + 20yx— 507 +3a OO ee 
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Neben D, = 0 existiert noch eine zweite Gleichung D,’= 0, die aus dieser 
durch Vertauschung der Indizes hervorgeht. 

Bezeichnet man nach dem Vorgang im biniren Gebiet alle Funktionen 
g(a) der Koeffizienten von f, welche den beiden Differentialgleichungen 


D,=0 und D,=0, 
nicht aber zugleich den beiden folgenden 
D,=90 und D,=0, 
gentigen, als Semiinvarianten von f, so erhilt man neben C, =a, noch 
m—1 Gruppen von gemeinsamen partikuliren Liésungen der beiden 
Gleichungen D, = 0 und D, = 0, nimlich 
(Cy, = aya,, — a,’, 
Cyy = Agdyy — 4,4, 
Cry = Ay y, — 4’, 
Cry, = M974, — 3a,0,4,, + 2a,’, 


’ 2 6 2 
Cyyg = Mg" Ayyg — Ay @y 4, — 2a, ay, + 2a,*a,, 


2 6 3 
Cyoog = Ag" ggg — Bg Gy Ay. + 2a, 





deren Anzahl im ganzen 6 = erden! betrigt. 

Die Lésungen jeder Gruppe gehen aus der ersten in derselben ent- 
haltenen, die mit der entsprechenden Funktion C des biniren Gebiets 
tibereinstimmt, mittels des Differentialprozesses D, oder aus der letzten 
mittels des Prozesses D; in (9) hervor. Dabei gelten fiir die Gruppe 


vom Gewicht k die Beziehungen 


1 . 
Quis = k D,(C,.0); 


1 
C,_2,2 ee 


’ 1 Y 
C,_s,3 eed D(C,_2,2); 


5 Ds(Gr-1,1)) 





Cox 6(Co.n-1)> 
Wie leicht zu erkennen, verschwinden simtliche Lisungen C identisch, 
sobald man die Koeffizienten a der Form f einander gleichsetzt. Da sich 
alle tibrigen Semiinvarianten und Invarianten von f durch die C darstellen 
lassen, so gilt auch hier der Satz: Die algebraische Summe der Zahlen- 
koeffizienten einer Invariante und Semiinvariante ist gleich Null. 

Da ferner fiir a, = a, = 0 jede Lésung C bis auf eine Potenz von a, 
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in den entsprechenden Koeffizienten von f tibergeht, indem man hierfiir 
erhalt . 

Co = Moy Cyr = Moy, Cry = Mpa, Cop = Gy Age, ** *; 
so gilt fiir jede Semiinvariante oder Invariante in identischer Weise die 
Beziehung 


’ Cr ©, 
(12) (Gq G1, G95 Gary Aya» My95 °° *) = 9 (Co; 0, 0; a ©,” G3 +). 
Fiihrt man die Originalform f(zyz) durch die Substitution 


t—mt,y=n, e—b— oE— 2M, 


deren Determinante A = 1 ist, in die Form F(&, 7, €) mit verschwinden- 
den zweiten Koeffizienten iiber, so stimmen die Koeffizienten bis auf 
Potenzen von a, mit den Funktionen C,, C,,, C,,, Cys, --+ tiberein. 

In den Liésungen C der Differentialgleichungen D, = 0 und D, = 0 
ausgedriickt, nimmt beispielsweise die Invariante D der terniren Form 
zweiter Ordnung 

D = G7 Ay, + 474, — 20, Gy Qyy + My( 4, Mp9 — 4,3) 
die einfache Gestalt an 
D = Cy *(Cy, Cyg— Cj). 

Eine Semiinvariante g von f, d. h. also eine gemeinsame Lisung 
der Differentialgleichungen D, = 0 und D, = 0, geht in eine Invariante 
von f tiber, sobald sie auBerdem noch den iibrigen Gleichungen (9) und 
(9*) geniigt, oder sobald sie isobarisch und vom nimlichen Gewicht 
# =u, = a, hinsichtlich a Indizes 1 und 2 ist und die Bedingung 
befriedigt: u =u, =", = Fon, wo @ den Grad der Invariante und n die 
Ordnung der Form / bedeutet. 

Fihrt man in die Differentialgleichungen (9) an Stelle der Koef- 
fizienten a von f die Lésungen C als Verinderliche ein, so werden die- 
selben auf die folgenden zuriickgefiihrt: 


D, = (n—1)(G8, + Gy24,) + (n—2) (C. 8 26, + Cus 5¢- + Om a6, ) +. - 
D, = (n—1) (C38, +C, 8,) + (n— »(6 wt 30, + Cum Ae +O ge x0.) +-~ 

i= = On 50 + 2 5 + Cun Been + 2Cus i + 3 C2 Oe as 

Di= Cn x6, + 20s 30 + Om 26 + 2C js i + 3Cs ge devil 

D, =n, <4 o + (2n— Eng c,, + (2n— 8)C,5 2, Gn + (2n— 4) Cn oe- +:- 


D,=2C,, es — 2Cy 7 + Ci ie + Cys sO: 
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wo C,=a,=1 und 
o = —(8Cu zen a Oe i, + Gx s0-,) 


— (46 6% ~ +3 Cus 5 ae”, + 2G so + Cup 50° Jae 


1222 
gesetzt ist und d, aus as durch Indizesvertauschung hervorgeht. 

Die vorstehenden Gleichungen bieten das Mittel dar, den algebraischen 
Ausdruck einer terniiren Invariante zu berechnen. So nimmt beispiels- 
weise, als Funktion der C dargestellt, die Invariante vierten Grades der 
terniren Form dritter Ordnung (von Aronhold*) im Jahre 1858 berechnet) 
die Gestalt an, worin C, = a, = 1 gesetzt ist: 

Sa Cyr Cre Cora + Coa Cia Cr itr Cy Cree —C 22 Chis ‘ut CC Cyza 

+ Oya Cy12Cyag + Cr 2+ ¢ Tt Ox ys 2030 ‘11 Cog 
oder 
Cys 
Cie v 
C. 


C C. 2 


il 12 


Y ’ 
Cir Cee 
222. 


g 7. 
Die Bedingungen des Zerfallens einer terniiren Form in 
Linearfaktoren. 


In seinen friiheren Arbeiten**) iiber symmetrische Funktionen hat 
der Verfasser die Bedingungen ermittelt, durch welche das Zerfallen einer 
Terniirform in Linearfaktoren gewiihrleistet wird, und gewisse Differential- 
gleichungen fiir dieselben aufgestellt, ohne damals den Zusammenhang mit 
der Invariantentheorie herzustellen und zu entscheiden, ob jene Bedingungen 
als Invarianten oder Semiinvarianten aufzufassen wiiren. Dieser Teil der 
Aufgabe soll im nachfolgenden gelist und gleichzeitig jene Bedingungen 
fiir die einfacheren Fille in Funktion der Lésungen C dargestellt werden. 

Die ternire Form n‘* Ordnung 


f=2+ (7) 2"-"(a,2-+a,y) + (3) 2°-3(a,.2? +2q,,2y + any") dieses 


zerfallt in die Linearfaktoren 
s+ a, 2% + By, a+ gL + By, de Te a2 + BnY, 
wenn die Bedingungen erfillt sind: 


*) Crelles J. 1858, S. 116. 
**) Math. Ann. 43, 8S. 226—270 und 45, S. 1—84. 
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-(f)a, > br _ (T) a5 
2) a1 , > “bs =2(3) a2, >, BiB: = a3 


,05—= (3) du, > 4 %Bs" 3(3) au» +++ >" BiBsBs = (§) anaes 





| “14h = G09 > 0" B=, 1 15°**) By Be >> By, = A,» 


Sei nun (a, dy 4,,4,9% -::) = 0 eine der Bedingungen des Zer- 
fallens der Form f, so geht dieselbe alsbald in eine Identitit tiber, 
wenn man darin an Stelle der a mittels der Beziehungen (14) deren 
Ausdriicke in den Koeffizienten «,, 6, setzt und zwar unabhingig davon, 
welche Werte man diesen letzteren GréBen auch beilegen mag. Es gilt 
daher identisch 


n\? (n\? a .” n\? (nm 
(i) (@)) @) 2) G) 
Wenn dies aber der Fall ist, so folgt weiter, daB die partiellen Ab- 
leitungen von @ nach simtlichen Koeffizienten «,, 6, ebenfalls identisch 
verschwinden miissen; es ist daher auch 
c@ eg og 
i" Fa, 7 9° 1 Fg % 
(16) cg eg eg 
wie man leicht sieht, wenn man in » die Koeffizienten «,, 8, um gewisse 
GréBen 4;, 4, wachsen oder abnehmen laBt und die veriinderte Funktion » 
mittels des Taylorschen Satzes nach Potenzen und Produkten von 4,, u, 
entwickelt. 

Von den Gleichungen (16) ausgehend, gelingt es nun im Verein mit 
den Beziehungen (14) leicht, fiir die Funktion die Differentialgleichungen 
D,=0, D,=90 

sowie 


D,=0 und D,=0 


nachzuweisen und auf diese Weise zu zeigen, daB die Bedingungen im 
allgemeinen wohl den Charakter von Semiinvarianten, nicht aber den von 
wirklichen Invarianten besitzen. Denn durch Addition der Gleichungen (16) 
ergibt sich einerseits 

" é é 
(17) an7” 38 ’ 
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und wenn man jede der Gleichungen vorher noch mit den entsprechenden 
Koeffizienten «, oder £, multipliziert, andererseits 


é@ 0g , 
(17*) “a,=0, a8, B, = 0. 


Ca; ° 

Dies sind aber dieselben Gleichungen, die der Verfasser schon friher fiir 
die Bedingungen g auf anderem Wege aufgestellt hat. Diese gehen sofort 
in die Differentialgleichungen D,=—0, D,=0 bezw. D,=0, D,=0 iiber, 
wenn man vermittels der Beziehungen (14) die Koeffizienten a an Stelle 
der a, 8 als Verinderliche einfiihrt. Da sich wohl diese Gleichungen, die 
fiir die Semiinvarianten charakteristisch sind, nicht aber die folgenden 
D,=0, D,=0 nachweisen lassen, durch welche die Invarianz von 
erwiesen wire, so folgt, daB die Bedingungen des Zerfallens der Form f in 
Linearfaktoren, im allgemeinen betrachtet, nicht als Invarianten, sondern 
als Semiinvarianten von f aufzufassen sind, ein Resultat, auf das auch 
schon aus dem Umstand geschlossen werden kann, daB die Bedingungen p 
hinsichtlich der Indizes 1 und 2 verschiedene Partialgewichte u, und u, 
besitzen und infolgedessen auch nicht der Bedingung » =u, =u, = ; on 
geniigen, die fiir eine Invariante erfiillt sein mub. 


§ 8. 
Besondere Fille. 
Im nachfolgenden ist der Koeffizient a, — C, = 1 gesetzt worden. 
a) Die ternire quadratische Form 
f=2 + 22f, +h 
zerfallt in Linearfaktoren, wenn die Bedingung dritten Grades erfiillt ist: 
II, = D = CC, — Ci, = 9, 
die zugleich auch die einzige Invariante der quadratischen Form ist. 
b) Die ternire Form 
f= 2+ 32*f, + 32f, + fy 
zerfaillt in Linearfaktoren, wenn die Bedingungen vierten Grades erfiillt sind: 
11 gg = Cy, Cixg — 2Cy2 Cura + Cre = 9, 
TTT, = Cx yxy — 2 Cp Crzg + Cr Cree = 9, 
Tg = Cig — Cy11 Cre + 4 Oy Loe =, 
TT, = Cy Cy22 — Cyr Crag + 8 Cyg Lg = 9, 
TTT, = Ch, — CoaaCyx2 + 4 Coy Lo = 0, 


die simtlich Semiinvarianten sind, da sie weder den Gleichungen D, = 0, 


D,=0, noch der Bedingung u = pu, =| pen geniigen. 
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c) Fiir das Zerfallen der ternairen Form vierter Ordnung gelten die 
Bedingungen finften Grades: 
TV g = Oy, Cyrag — 2Cy2 Cys + Cz Cun —- 3(Cis— Cr C129) ane Cy Tyg =0, 
IVs, = 20,1 Cropp — 40,2 Cyrzp + 2 Coe Cyrsy — 3 (Crag Cia2 — Cras Coss) 
— 12¢,, II, = 9, 
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IV;, a Cu C128 —2 Cus Crs +2 Cis Cris 
—9 Cr (Cy, Cr —3 Cr Cus +} Cys C131) —_ 0, 
IV; =2 Cu Ci 229 —§% Cr12 Cra + Cres Criss —6 C,,(2 Crs Cis + Crp C1) 


—8 Cy (C,, Crse + Cys Cys) =0 
und auBerdem noch 


1V,,=0, IV,,—0, IV, =0, 
die aus den vorhergehenden durch Vertauschung der unteren Indizes 
hervorgehen. 


Stuttgart, im August 1906. 





G. A, Mitcer. 


The groups which contain less than six cyclic subgroups of 
the same order. 


By 


G. A. Munier of Urbana, U.S. A. 


It is sometimes possible to determine the largest number of the 
cyclic subgroups of the same order that can occur in a given group. 
The considerations in regard to such a group would be greatly simplified 
by a knowledge of some properties of all the groups containing a given 
number of cyclic subgroups. While this problem becomes quite complex 
for large numbers the small numbers of possible cyclic subgroups present 
no serious difficulties. Incidently the following investigation establishes 
several theorems of considerable interest. Among these are the following: 
There is no group which contains one and only one cyclic and also one 
and only one non-cyclic subgroup of the same order. If a group of 
order 2 contains exactly four cyclic subgroups of the same order which 
transform two of their number into themselves and permute the other two, 
the order of the group is 32. The symmetric group of order 24 is completely 
defined by the fact that it is generated by three cyclic subgroups of 
order 4 which are non-invariant and do not contain a common subgroup 
of order 2 nor generate other operators of order 4. 


$ 1. 
Preliminary considerations. 


Let the order of a cyclic subgroup (C) contained in any group ((@) 
be represented by c= pi" py’ --- pi", where p,, p.,---, p, are distinct 
primes and p, <p,<---<p,. We shall first prove that G contains at 
least p, cyclic subgroups of order c whenever it contains more than one 
eyclic subgroup of this order. If G contains less than p, + 1 such sub- 
groups each is transformed into itself by every other one and hence they 
generate the direct product of Sylow subgroups. As at least one of these 
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must be-non-cyclic, its order is py: +', where «, > 1.*) That is, if a group 
contains exactly p, cyclic subgroups of order c the order of the group is 
divisible by p,* and these cyclic subgroups generate one of two known groups 
of order cp, when either p,>2 or a, >2. When a, =p, =—2 there is 
only one such group and there is no such group when «, = 1 or 0. 

Suppose that G contains less than p, cyclic subgroups of order c. 
We proceed to prove that its Sylow subgroup whose order is a power 
of p, is cyclic. If this were not the case G would contain an operator 
whose order would be a power of p, and which would not be contained 
in any of the cyclic subgroups of order ¢. As such an operator would 
transform each of these cyclic subgroups into themselves it would be 
commutative with all of their operators whose orders divide pj" ps* -- - p7471. 
Hence there would be at least p, cyclic subgroups of order ¢ which is 
contrary to the hypothesis. That is, if G contains less than p, > 2 cyclic 
subgroups of order ¢ its Sylow subgroup of order pit is cyclic. 

It will now be assumed that G contains only one cyclic subgroup C 
of order ¢ and at least one non-cyclic subgroup of this order. We 
proceed to prove that it contains at least p, non-cyclic subgroups of 
order c. There must be at least one operator s in a Sylow subgroup 
of the given non-cyclic subgroup of order ¢ such that s? is in C while s is 
not in C. The subgroup of order c/p in C together with s generates a 
group of order c. This is non-cyclic since s cannot be commutative with 
all the operators of C whose orders are prime to p, otherwise there 
would be more than one cyclic subgroup of order ¢ in G. The subgroup 
which has just been found does not involve the operators of C whose 
order is the highest power of p which divides c. The remaining p—1 
non-cyclic subgroups of order ¢ may be found by using in place of s 
the products of s into the first p—1 powers of an operator of the 
highest power of p contained in c. 

From the preceding paragraph it follows that if G contains only 
one cyclic and p, non-cyclic subgroups of order c¢ than must these p, +1 
subgroups af order ¢ have the Sylow subgroups of orders pj, ---, p** in 
common and generate a group of order cp,. This common subgroup and 
the cyclic subgroup of order p® in C constitute two invariant subgroups 
having only the identity in common. Hence this group of order cp, may 
be constructed by establishing a (p%, pf --- p%)-isomorphism between 
the Sylow group of order p= *' and the non-cyclic groups of order 
p%, pg: +--+ p which contain the cyclic group of order pf: --- pf in- 
variantly. The number of the latter is clearly equal to the number of 


*) Transactions of the American Mathematical Society, vol. 7 (1906), p. 228. 
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combinations of the primes p,,---, p, which are congruent to 1- mod p,. 
As the non-cyclic groups of order p*' contain a cyclic subgroup of 
order p*: there is just one such group when «,=1. When «, >1 and 
p, > 2 there are two such groups, when p, = 2 there are 3 or 5 groups 
as «,=2 or «,>2. The preceding systems are composed of all the 
possible groups which involve only one cyclic and p, non-cyclic subgroups 
of order ¢ and are generated by these subgroups. 

The main results of the precedings paragraphs » sy be stated as 
follows: There is no group which contains one and only one cyclic and 
also one and only one non-cyclic subgroup of the same order. If a group 
contains more than one cyclic subgroup of a given order c the number 
of these subgroups is at least equal to the smallest prime p, which 
divides ¢, and when this number is p, these subgroups generate a group 
of order cp, which involves only one non-cyclic subgroup of order ¢ 
and ¢ is divisible by p,*. If a group contains only one cyclic subgroup 
of order ¢ it contains either none or at least p, non-cyclic subgroups of 
this order. If such a group contains exactly p, non-cyclic subgroups of 
order ¢ these generate a group of order cp, and p, divides the remainder 
obtained by diminishing at least one of the other prime factors of ¢ 
by unity. 

It is now easy to determine all the groups which contain exactly 
two cyclic subgroups of order ¢ and are generated by these subgroups. 
From the above theorems it follows that ¢ is divisible by 4. When c=4m 
where m is any odd number there is one and only one such group for 
every value of m. This group is clearly the direct product of the abelian 
group of order 8 and of type (2,1) and the cyclic group of order m. 
Moreover every such direct product contains just two cyclic subgroups 
of order 4m and is generated by them. When c= 2*m, a> 2, there 
are just two such groups for every value of m. The order of these two 
groups is 2*+'m and one of them is abelian while the other is non- 
abelian. They are again direct products of the cyclic group of order m 
and the non-cyclic groups of order 2“+' which involve two cyclic sub- 
groups of order 2“. 

As these are the only groups which can be generated by two such 
subgroups it follows that every group which contains exactly two cyclic 
subgroups of the same order contains one of the given groups of order 8m 
or 2“*+*m as a characteristic subgroup. For instance, there is one such 
group of each of the orders 8, 24, 40,--- while there are two of each 
of the orders 16, 32, 48,---. These infinite systems of elementary solvable 
groups are therefore completely defined by the fact that they contain 
exactly two subgroups of order ¢ and are generated by these subgroups. 
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§ 2. 
. ® 
Groups containing exactly three cyclic subgroups of the same order. 


When this order ¢ is odd it must be of the form 9m, where m is 
any odd number. It has been proved above that there are two groups 
for every possible value of m which are generated by the three cyclic 
subgroups of order Ym. The order of these two groups is 27m and one 
is abelian while the other is non-abelian. The groups are generated by 
the cyclic group of order 9m and an operator of order 3 which is com- 
mutative with each operator in the subgroup of order 3m. If this 
operator is also commutative with the remaining operators of the cyclic 
subgroup the resulting group is abelian; if this is not the case it is 
non-abelian. 

The group H generated by the three cyclic subgroups of order ¢ 
either transforms each one of them into itself or it transforms them 
according to the symmetric group of order 6. The former condition is 
satisfied in all the direct products obtained by using the groups of the 
preceding paragraph as one factor and the cyclic group of order 2%, 
where « is arbitrary, as the other. Moreover, if the Sylow subgroup of 
order 3‘ in H is non-cyclic that of order 2’ must be cyclic*) and hence 
the above gives all the possible groups when the three cyclic groups of 
order ¢ are invariant under H and the Sylow subgroup of order 3* is 
non-cyclic. 

When the Sylow subgroup of order 3* is cyclic that of order 2 
may clearly be either the four group or the quaternion group. That is, 
H may be the direct product of any cyclic group of odd order and either 
the four group or the quaternion group. It is easy to see that these 
are the only values of H when its cyclic subgroups of order ¢ are com- 
mutative. That is, if a group contains exactly three cyclic subgroups of the 
same order and these are commutative they generate either the direct product 
of the fowr group or the quaternion group into a cyclic group of odd order, 
or they generate the direct product of a cyclic group into one of the non- 
cyclic groups of order 3* which involves operators of order 3*-', k > 2. 

It remains to consider the case when H transforms the three cyclic 
subgroups of order ¢ according to the symmetric group (S) of order 6. 
In this case p, = 2 and the subgroup of C which corresponds to the 
identity in S is of order c/2. The subgroup of order ps: --- p% contained 
in C is common to the three cyclic subgroups of order c, otherwise these 


*) Proceedings of the London Mathematical Society, vol. 2 (1904), p. 142. 
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three cyclic subgroups would not be conjugate under H. Moreover, the 
eyclic subgroup of order 2%~-', a, >3, is also common since only one 
cyclic subgroup of order ¢ can correspond to a subgroup of order 2 fh S. 
When «,>3, it is therefore only necessary to consider the group 
generated by two operators of order 2“ which have a common square. 
Since each of these operators transforms into its inverse the product of 
one into the inverse of the other*) and since all the operators of odd 
order in H are commutative with this product it follows that the order 
of this product is of the form 3 - 2. 

If k>1 the two operators of order 2" would generate a group 
involving more than three cyclic subgroups of order 2“. If k = 1 these 
operators may be so chosen as to make k=0. Hence we may assume 
that k= 0 and there is one and only one such group for every value 
of a,. That is, if the three cyclic subgroups of order ¢ are conjugate under 
H and if «,>3, then H is the direct product of any cyclic group of odd 
order and the group of order 3-2% generated by two operators of order 
2% which have a common square. 

When the generators s,, s, of two subgroups of order 2“ in the 
cyclic groups of order ¢ do not have a common square they may be of 
order 4 or 8. In the latter case their squares generate the quaternion 
group. This must be invariant under H since each operator of the 
cyclic group of order ps: --- p* is invariant under H and hence H can 
involve only three cyclic subgroups of order 8. The product s,s>' is 
transformed into sy;'s, by s, or s,. Since sy's, = s>*(s,s;1)-'s*, it 
follows that the given quaternion group and s,s; generate a group 
which is transformed into itself by s, and s,. It also follows that 
sy} (8, sy 1)"s, = t(s,sy*)-", where ¢ is an operator of the above quaternion 
group. If n=12 each member of this equation is (s,s;')". Hence 
(s,sy*)*= 1, since this operator is of odd order and s, is commutative 
with every operator of odd order that corresponds to the identity in S. 
In fact, each of these operators of odd order is invariant under H. 

The order of s,s>' cannot be 12 since s,s;' is not commutative with 
the operators of order 4 in the invariant quaternion group which corresponds 
to the identity in S, and this quaternion group includes all the operators 
of H whose orders are powers of 2 and which correspond to the identity 
in S. It may therefore be assumed that s,s; is of order 3 and that 
8,, 8, generate one of the two groups of order 48 which involve just 3 
cyclic subgroups of order 8 and are generated by these subgroups. One 
of these is the group of isomorphisms of the non-cyclic group of order 9. 





*) Archiv der Mathematik und Physik, vol. 9 (1905), p. 6. 
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Hence H is the direct product of one of these two groups and any cyclic 
group of odd order whenever its three cyclic subgroups of order ¢ are 
noncommutative and involve subgroups of order 8 which do not contain 
a common subgroup of order 4. 

It remains only to consider the case when the three non-commutative 
subgroups of order ¢ involve operators of order 4 which do not have a 
common square. Just as in the preceding case it follows that only three 
subgroups of the order s,? correspond to the identity in S and that these 
subgroups involve all the operators of an invariant group under H. In 
the present case this is the four group and s,s;' is of order 3. Hence 
the two operators s,, s, of order 4 which are in two of the three cyclic 
subgroups of order ¢ generate the symmetric group of order 24. This 
symmetric group is therefore completely defined by the fact that it is 
generated by three non-invariant cyclic subgroups of order 4 which do 
not contain a common subgroup of order 2 and that it contains no other 
operators of order 4. 

Combining these results we have the following theorem: Jf a group 
contains exactly three cyclic subgroups of order c and is generated by them 
it is either the direct product of its Sylow subgroups or it is the direct 
product of a cyclic group of odd order and one of the following: the 
group of order 2% -3 which is generated by two operators of order 2* having 
a common square; the symmetric group of order 24; or one of the two 
groups of order 48 which contain just three cyclic subgroups of order 8 and 
are generated by these subgroups. 


§ 3. 
The groups which contain exactly four cyclic subgroups of the 
same order. 


We shall first consider the case when each of these four cyclic 
subgroups is transformed into itself by the other three, that is, when 
each of three subgroups is invariant under H. That such an H is the 
direct product of its Sylow subgroups follows directly from the fact that 
if a cyclic group whose order is a power of a prime is transformed into 
itself by an operator whose order is a power of a larger prime then each 
operator of the cyclic group is transformed into itself. As the number 
of cyclic subgroups of any order in a non-cyclic Sylow group of order 
p", p> 2, is at least equal to p*), it follows that c is divisible by 2 
or 3, and that H has either a non-cyclic Sylow subgroup of oder 2” or 
one of order 9. 





*) Proceedings of the London Mathematical Society, vol. 2 (1904), p. 142. 





350 G. A. Muzer. 


Hence it remains only to determine the groups of order 2” which 
contain exactly four cyclic subgroups of order 2 and are generated by 
these subgroups. If such a group is abelian it is either of type (m— 2, 2) 
or of type (m—2,1,1). Both of these groups exist for every value of 
m>4. When m= 4 the former does not exist and neither is possible 
for smaller values of m. When the group of order 2” is non-abelian 
and is generated by two of its operators of order 2% the fourth powers 
of these operators generate the same cyclic subgroup, but their squares 
do not have this property. In this case there are also two possible 
groups when m>5. When m=5 there is only one such group and 
for smaller values of m there is none. These two groups are conformal 
with the abelian group of type (m — 2, 2). 

Finally, there are two non-abelian groups of order 2", m> 4, in 
which the four invariant cyclic subgroups of order 2“ have 2“-' common 
operators. One of these involves invariant operators of order 2 while 
all the invariant operators of the other are of lower orders. The latter 
does not exist when m=4. Hence there are six groups of order 2", m> 95, 
which involve exaxtly four cyclic invariant subgroups of order 2% and are 
generated by these subgroups. In each of these groups m= «,+ 2. When 
m = 5 there are only five such groups and their number reduces to two 
when m= 4. Since the number of operators of order 2 in any group of 
even order is odd there is no such group whem m < 4. 

The group H may be the direct product of any one of these six 
groups and any cyclic group of odd order. If this is not the case H must 
be the direct product of the non-cyclic group of order 9 and a cyclic 
group whose order is prime to 3. Hence there are at most seven distinct 
groups of a given order such that each group involves four invariant 
cyclic subgroups of the same order, is generated by them, and does not 
involve any operators of this order besides those which are contained in 
these subgroups. All of these seven groups are only possible when the 
order of H is of the form 9h, where h is both prime to 3 and divisible 
by 64. The smallest order for which all exist is therefore 576. There is 
no such group unless the order is either of the form 16k or of the 
form 9h, where h is prime to 3. This completes the determination of 
the group when each of the four cyclic subgroups of order ¢ is invariant 
under H. 

When the four cyclic subgroups of order ¢ form a single set of 
conjugates under H they are transformed by H according to a transitive 
substitution group of degree four, which is generated by its substitutions 
whose degree is less than four. This could not be the symmetric group 
since a cyclic group cannot have an («, 1) isomorphism with the sym- 
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metric subgroup of order 6 nor could one of the four cyclic groups of 
order ¢ correspond to a subgroup of order 2 in this symmetric group. 
Hence H transforms the four conjugate subgroups of order ¢ according to 
the alternating group of degree 4. We shall represent this alternating 
group by S. 

The operators of order 2° in one of the four subgroups of order ¢ 
transform each of the others into itself since no such operator could 
correspond to an operator of order 2 in S. Hence each of these opera- 
tors is commutative with every operator of H. This statement follows 
directly from the following elementary theorem: If a cyclic group of order 
p", p being a prime, is transformed into itself by an operator s whose 
order is prime to p then s is either commutative with each of the operators 
of this cyclic group or the orders of all the products obtained by multiplying 
s into these operators are prime to p. From this it follows that the sub- 
group of H which corresponds to the identity in S is composed of its 
operators which are invariant under H.*) Moreover, H is the direct 
product of the group generated by its operators whose orders are of the 
form 2%3%, «, > 0, and a cyclic group whose order is prime to 6.**) 

It remains to determine the groups generated by two operators s,, s, 
of order 2“3% which generate a group having an (a, 1) isomorphism 
with S and which has exactly four cyclic subgroups of order 2% 3%, 
Since only one cyclic subgroup of order 2“ 3% can correspond to a sub- 
group of order 3 in S, it may be assumed that s,°—s,°. We are there- 
fore concerned with a special class of the groups which are generated 
by two operators having a common cube. Since the operators which 
correspond to the identity of S are invariant under H it may be assumed 
that the order of s,s;' is a power of 2. We proceed to prove the in- 
teresting fact that this order is either 2 or 4. To do this, it will be 
merely necessary to consider the conjugates of s,s>' under s,, viz. the 
three operators s,sy1, sy's,, sy'sy‘s,*. From the fact that the product 
of the last two is sy*s,*— s,s;*s,? = s, sy! = the inverse of s,s; ', it follows 
that this product is of the same order as s,s;>'. Moreover, (s,s; ')’ corre- 
sponds to the identity of S and hence is commutative with s,. That is, 
the three operators s,s>', sy1s,, sy'sy's,* have a common square. Each 
of them is transformed into a power of itself by the others since the 
abelian Sylow subgroup of order 2“+! which corresponds to a subgroup 
of order 2 in S cannot have more than 2 cyclic subgroups of 2% and if 
there are two, one of them corresponds to the identity in 8. 


*) Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 7 (1901), p. 360. 
**) Transactions of the American Mathematica] Society, vol. 1 (1900), p. 66. 
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From the considerations of the preceding paragraph it follows that 
the commutator subgroup of the group generated by s,s;', sy's,, s;'s;'s,? 
is either of order 2 or the identity.*) As these operators have a common 
square the product of the fourth powers of any two is equal to the 
fourth power of their product. Hence their order cannot exceed 4 when 
the product of two is of the same order as one of them. In fact it 
follows directly that s,s;', sy's,, s;'sy's,* generate either the four 
group or the quaternion group. 

Suppose that s,sy', sy's,, sy'sy's,? generate the four group. In 
this case H contains this invariant subgroup and also the invariant sub- 
group generated by s,°. As these have only the identity in common, H 
contains the direct product of these groups. To obtain H it is only 
necessary to extend this direct product by means of s,, which transforms 
it into itself and has its cube in it. All of these groups may also be 
obtained by etablishing a (4, 2 3%~-')-isomorphism between the alter- 
nating group of order 12 and the cyclic group of order 2%3%, It is 
also clear that one and only one such group exists for every value of «, 
and for every value of «, > 0.**) 

When s,s;', sy's,, s;'sy's,? generate the quaternion group and the 
order of s, is odd, H is again formed by extending the direct product of 
this quaternion group and s,* by means of s,. When the order of s, is 3 
the resulting group is the only subgroup of order 24 in the group of 
isomorphisms of the non-cyclic group of order 9. In general, there is 
one and only one such H of order 2°3% for every value of a, >0. The 
same system results if we assume «,—=—1. In fact, each of the groups 
in this infinite system contains exactly four cyclic subgroups of each of 
the orders 3% and 2-3" and is generated by these subgroups. This 
system may also be obtained by establishing a (8, 3%~")-isomorphism 
between the given group of order 24 and the cyclic group of order 3%. 
There is evidently one and only one such group for every value of 
a, > 0. 

When the order of s, is divisible by 4 the given quaternion sub- 
group and the group generated by s, have exactly 2 common operators. 
As the latter is composed of invariant operators the group which they 
generate is completely determined, and there is one such group for every 
value of «, >1 and «, >0. The group H is obtained by extending it 
by means of s, and hence is also completely determined by the values 
of «, and «,. This system includes the preceding if we merely assume 


*) Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 6 (1900), p. 337. 
**) Bulletin of the American Mathematical Society, vol. 3 (1897), p. 218. 
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«,>0O and a, >0. In this case there is again one and only one group 
for every pair of values of a, a. 

What precedes proves that if a group contains exactly four conju- 
gate cyclic subgroups and is generated by them it is the direct product 
of a cyclic group whose order is prime to 6 and a group belonging to 
one of the systems determined above. It is therefore possible to select 
generators s,, 8, of any two of these subgroups such that s,°=— s,° and that 
the order of s,s;‘ is either 2 or 4. In the former case the group can be 
obtained by establishing a (4, /)-isomorphism between the alternating 
group of degree 4 and the cyclic group of order 31; in the latter case, 
it contains the quaternion group invariantly and may be derived as ex- 
plained in the preceding paragraph. 

When one of the four cyclic subgroups of order ¢ is invariant 
under H while the other three are non-invariant, the latter are trans- 
formed by H according to the symmetric group of order 6. Hence the 
four cyclic subgroups of order c must have all their operators of odd 
order in common and «,>1. It is therefore possible to select two 
generators s,, s, of two cyclic subgroups of order ¢ so that they gene- 
rate H and that s,? = s,? and s,s;' is of order 3. The group generated 
by the invariant cyclic group of order ¢ and s,s; is abelian. As s, may 
transform the former in two distinct ways if its order is divisible by 
8 while it transforms s,s; into its inverse, there are just two such groups 
of every order which is divisible by 48, while there is only one for every 
order which is an odd multiple of 24. The possible group of order 24 
may be obtained by extending the cyclic group of order 12 by means of 
an operator of order 2 which transforms each operator of this cyclic 
group into its fifth power. In this case c = 4. 

If two of the cyclic subgroups of order c are invariant under H the 
other two must also have this property whenever «, >3. If this were 
not the case one of these two invariant subgroups, C,, would transform 
the two non-invariant subgroups C,, C, among themselves. Hence C, 
and C, would generate a group of order 4c. It could not be of order 
2c since C, does not transform C, into itself. The subgroup of order 
2c which is generated by C, and the square of a generator of C, is 
transformed into itself by this generator. As the order of the commu- 
tator subgroup cannot exceed 4 and as this commutator subgroup is in 

C, it must also be in C, whenever ¢ is divisible by 16. As the groups 
of orders 16 and 32 are so well known it appears unnecessary to exa- 
mine the cases when c is not divisible by 16*), and we have the result 








*) The case when a, = 8 will be considered incidentally in what follows. 
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that if a group contains exactly four cyclic subgroups of order c and is 
generated by them each of these subgroups is invariant whenever at least two 
of them have this property and «, > 3. 

It remains only to consider the case when none of the four cyclic 
subgroups C,, C,, C,, C, is invariant under H and they do not form a 
single set of conjugates. In this case they are conjugate in pairs. We 
shall assume that C,, C, form one pair. The group generated by C,, C, 
is of order 2c and is invariant under H. Let s,, s,, s,, 8, represent a 
set of generators of C,, C,, C,, C, respectively. Since s,* = s3* it follows 
that s,* is in {C,, C,}; otherwise the group generated by C,, C,, s,? 
would involve four cyclic subgroups of order ¢ without containing s,. 
Hence H is of order 4c, and H is the direct product of a cyclic group 
of odd order and a group of order 2“+*?. The two groups {C,, C,} 
and {C,, €,} have all their operators whose orders are less than 2% 
in common. 

If s,2— s,? the order of s,s; is either 4 or 8.*) In the former case 
each of the two groups {C,, C,} and {C,, C,} is abelian while each of 
these groups is non-abelian in the latter case. Each of these two groups 
exists for every value of «, >3 and they are the only possible groups 
when s,*=s,*. When «, =3 the order of s,sy' is 4 and there is only 
one possible group of this kind. 

When it is impossible to select s,, s, so that s,*—s,* they may be 
selected so that s,* —¢ts,*,¢ being an operator of order 2 in {C,, C,}, 
which is not a power of an operator of higher order. The two operators 
8,851, s;'s, form a complete set of conjugates under H whenever both 
of the subgroups {C,, C,} and {C,, C,} are abelian and vice versa. In 
this case there are just two groups for every value of a, >2. In one 
of these the product s,sy' is of order 2 and in the other it is of order 4. 
These two groups may also be distinguished by the fact that the opera- 
tors whose orders are less than 2" constitute the abelian subgroups of 
types («,—1,1,1) and («,—1, 2) respectively in the two groups of 
order 2%+3, 

If s,sy' has only two distinct conjugates under s, and four such 
conjugates under s, then {C,, C,| is abelian while {C,, C,} is non-abelian. 
The commutator subgroup of H is the cyclic subgroup of order 4 in 
{C,, C,} which is not contained in a larger cyclic subgroup of {C,, C,}. 
There is one such group for every value of «, <3. When «, = 3 the 
two subgroups C,, C, are invariant. This is the only case when a group 
of order 2” contains exactly four cyclic subgroups of the same order, is 


*) Archiv der Mathematik und Physik, vol. 9 (1905), p. 6. 
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generated by them, and transforms exactly two of them into themselves. 
Hence the theorem: If a group contains exactly four cyclic subgroups of the 
same order which transform two of them into themselves while they permute 
the other two these four subgroups generate the direct product of a fixed 
group of order 32 and a cyclic group of odd order. 

It remains only to consider the case when s,s;' has four distinct 
conjugates under both s, and s,. In this case both {C,, C,} and {C,, C,} 
are non-abelian. The commutator subgroup is the non-cyclic group of 
order 4 in {C,, C,| and there is one possible group for every value of 
«, > 2. Hence there are six groups of order 2", m > 5, which are gene- 
rated by four cyclic subgroups of order ¢, involving all the operators of 
order c, and which transform these four subgroups so that there are 
two pairs of conjugates. In two of these groups each of the four cyclic 
subgroups involves the same subgroup of half its order. In two of the 
remaining ones the generators of each of the two pairs of conjugate sub- 
groups are commutative, while one such pair or no such pair are com- 
mutative respectively in the remaining two groups. The group H must 
therefore be the direct product of one of these six groups and a cyclic 
group of odd ofder. 


§ 4. 
Group containing exactly five cyclic subgroups of the same order. 


If these five subgroups (C,, C,, C,, C,, C;) of order ¢ from a single 
set of conjugates under the group H which they generate, they are trans- 
formed by H according to the metacyclic or the semi-metacyclic group 
of degree 5. We shall represent these two substitution groups by T. 
To the identity of 7 there correspond all the operators of odd orders in 
C,, C,, C,, C,, C,. Hence these five subgroups have the operators of 
odd order in common. To each subgroup of order 2 or 4 in TJ there 
corresponds one and only one cyclic subgroup of order 2% in H. The 
five cyclic subgroups of order 2% in H have a common cyclic subgroup 
of order 2-1 or 2%~-* as five such subgroups could not correspond to 
the identity in 7. Hence H is generated by two operators s,, s, of 
order ¢ such that s,?— s,* or s,4= s,*. 

In the latter case a subgroup of half the order of H is generated 
by two of its operators having a common square. If these operators are 
represented by ¢,, ¢, we may assume that the order of ¢,¢, is 5. Hence 
H contains an invariant subgroup of order 5 and also an invariant sub- 
group generated by s,* or s,* as the order of T is 10 or 20. From this 
it is clear that if the five cyclic subgroups of H form a single set of con- 

23° 
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jugates H may be constructed by a (5,k)-isomorphism between T and a 
cyclic group. Moreover every such isomorphism gives rise to one of the 
groups in question. 

When each of the subgroups C,, C,, C,, C,, C, is invariant under H, 
Hi is the direct product of its Sylow subgroups. It is therefore the direct 
product of a cyclic group whose order is prime to 5 and one of the two 
groups of order 5" which contains just 5 cyclic subgroups of order 
5"-1*), since this is the only Sylow group which contains exactly 5 in- 
variant cyclic subgroups of the same order and is generated by them.**) 
If only C, is invariant under H the other four are transformed by H 
according to the intransitive group of order four since all of them have 
the operators whose orders are powers of 3 in common. Such an H is 
therefore the direct product of a group of order 2” involving just five 
cyclic subgroups of the same order and a cyclic group of odd order. As 
the group of order 2” is also generated by these five cyclic subgroups 
it is either the octic group or the group of order 16 which contains 
just 5 subgroups of order 4.***) 

The supposition that more than one of these cyclic subgroups is 
invariant leads to the fact that H is the direct product 6f its Sylow sub- 
groups and hence to one of the groups given above. The only case that 
remains to be considered is when there would be two sets of conjugates 
containing 2 and 3 of these cyclic groups respectively. This case cannot 
oceur since the two conjugates would have all their operators of odd 
order in common and hence generate a direct product of Sylow sub- 
groups. Hence there are just three classes of groups which contain 
exactly five cyclic subgroups of order c and are generated by them. In 
one of these all these subgroups form a single set of conjugates, in the 
other each of them is invariant, while in the third there are two sets of 
conjugates each set involving two groups. The groups of the last two 
classes are direct products of their Sylow subgroups while those of the 
first are isomorphic either to the metacyclic or to the semi-metacyclic 
group of degree five. 


*) Transactions of the American Mathematical Society, vol. 7 (1906), p. 228. 
**) It may be observed that any group which is generated by a series of abelian 
subgroups such that each is transformed into itself by all the others is the direct 
product of its Sylow subgroups. 
***) Transactions of the American Mathematical Society, vol. 6 (1905), p. 58. 
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Criteria for the irreducibility of groups of linear homogeneous 
transformations. 


By 


Henry Taser of Worcester, U. 8. A. 


§ 1. 


In what follows G will denote an arbitrarily given group of linear 
homogeneous transformations in variables, and A the general trans- 
formation 


(1) U,) = Oy By + Oy Ty + +++ + 4,42, (x«=1, 2, +++, m) 
of G. The group can be either continuous or discontinuous. I shall 
demonstrate a theorem (theorem 1 below), embodying conditions ne- 
cessary and sufficient for the irreducibility of a group of linear homo- 
geneous transformations, and supplementary to H. Maschke’s well known 
theorem, that such a group is reducible if some one or more of the 
non-diagonal coefficients of the group are zero throughout in all trans- 
formations of the group.*) Further, I apply the theorem in question to 
show, when G is generated by infinitesimal transformations, that certain 
conditions not involving a knowledge of the invariants of the group, or 
necessarily its finite equations, are sufficient for irreducibility. See 
theorem 3. Finally, I show by the aid of the latter theorem that no 


group in » variables z,, x, ---, Z,, generated by r infinitesimal trans- 
formations 


X,= §, () on + bis (2) oe $--°+ Esa (2) go (¢=1,2,---,r), 


whose constants of multiplication are ¢,,, (i,j,k—1,2,---, 7), contains 
a subgroup invariant to the adjoined of G, if an integer i can be 
found, for each pair of distinct integers j and k from 1 to m, for 
which ¢;,,-+- 0, and if, at the same time, the adjoined contains an infini- 


*) Math. Ann., vol. 52 (1899), p. 368. 
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tesimal transformation P 9; &; e in which the coefficients g,, g,, ---, 9, 
i=l 
are all distinct. See theorem 4. 

Conformally with the notion set forth by Cayley in his ‘Memoir on 
Matrices’*), linear homogeneous transformations, or their matrices, will 
be regarded as capable of being subjected to the fundamental operations 
of algebra; and, in general, a linear homogeneous transformation will be 
identified with its matrix. 

We may consider equations (1) as representing a group of deforma- 
tions (linear homogeneous strains) of n-fold space; and G is termed 
reducible if there is a v-flat (0<»< m) invariant to G, otherwise irre- 
ducible. When G is reducible, but not otherwise, the matrices of the 
collective transformations of G, for a proper choice of coordinates, take 
the form 
@) amr |, 

ain 
where A,, and A,, are square matrices of order vy and n — v respectively, 
and A,, is a rectangular matrix with »—v rows and » columns; and, 
thus, we have 
(3) A=CA'C-', 
where C represents the transformation of coordinates in question.**) 

The collective coefficients of the group G may be restricted to an 
arbitrarily given domain of rationality. In this case, G is said to be 
reducible with respect to R if there is a v-flat (0 < v<m) invariant to G, 
the coefficients of whose equations belong to R; otherwise, irreducible 
with respect to R. If G is irreducible with respect to R, but not other- 
wise, we have as above A= CA’C-', for a properly chosen transfor- 
mation C of coordinates (which may be so taken that its coefficients all 
belong to R), where now all the coefficients of A’ belong to R.***) 
If G is reducible with respect to R, it is reducible with respect to the 
domain of all scalars real and imaginary, that is, is reducible according 
to the foregoing definition. 

In what follows I shall denote by 7;,; (i,j—1,2,---,m) the trans- 
formation 
(4) a= 0, ---+, ai = 0, ri = 2; Zi41 = 0, ---, a =O, 
the coefficients of whose matrix are all zero, except that in the i” row 


*) Phil. Trans., 1858, p. 17; see also ‘Memoir on the Automorphic Linear Trans- 
formation of a Bipartite Quadric Function’, ibid., p. 39. 

™) Cf. A. Loewy, Trans. Am. Math. Soc.., vol. 4 (1903), p. 44. 

***) Cf. A. Loewy, loc. cit., p. 59. 
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and j* column, which is equal to unity. This transformation may be 
represented by the bilinear form z,y,. The n* transformations which we 
obtain by giving to i and j all integer values from 1 to m are linearly 
independent; and we have 

(5) Tj ;T y= Ty, Ti5Ty,=9 (i, 5,h, k= 1, 2,---, 5 hJ). 
Every linear transformation whatever in » variables may be expressed 
linearly in terms of these »* transformations; and, in particular, for the 
general transformation of G, we have 


(6) A= >’ >'4,7,,. 

i=l j=l 
I shall denote by m the maximum number of linear independent trans- 
formations of G; and by A,, A,, ---, A,, where A, (i=1,2,---, m) is 
defined by 
(7) a, =a 2, +a%2,+---+a% x (x= 1, 2,---, n), 
any arbitrarily chosen system of m linearly independent transformations 
of G. From (6), it follows that the maximum number m of linearly in- 
dependent transformations of G cannot exceed n*. Every transformation of 
G is expressible linearly in terms of A,, A,, ---, A,,; since, otherwise, 
G would contain more than m linearly independent transformations. For 
the general transformation A of G we have 


(8) A= 0, A, + A, +--+ 0,4, 

that is, 

(9) 0, = @, 07, + Hay + + tear) | (% A= 1, 2,---,m). 
Moreover, we have 

(10) AA, = 945; Ay + %j2343+°°°+ %ijm4m (4 F=1,2,-°+,7), 


since A, A, is a transformation of G for every pair of values of i and j 
from 1 to m. From (5) and (6) we obtain 


(11) T,,AT,, = 4,;T,; (i,j = 1, 2,---, m); 

therefore, in particular, 

(12) T,,A,T,,=a))T,, (i,j=1,2,---,m; h—=1, 2, ---, m). 
The totality of linear homogeneous transformations 

(13) WM =a, A, + 0,4, +---+0,,4,,, 

where 4,, a, ---, @,, are arbitrary scalars, constitutes a group; since, if 

(14) B=b,A,+6,A,+---+5,A,, 


we have, by (10), 


(15) a= YY Sadr). 


j=l jol kw 
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Since A,, A,, ---, A,, are linearly independent, this group contains m 
éssential parameters. Every transformation of G is a transformation of 
this group. Therefore, if G contains r essential parameters m > r. 

By a theorem of W. Burnside’s, the group G is irreducible if, and 
only if, m= n*, that is, if, and only if, it contains n* linearly independent 
transformations.*) In what follows I shall establish, by the aid of 
Burnside’s theorem, a theorem supplementary to Maschke’s theorem 
referred to above. Namely, I shall show that the group G is reducible 
if, and only if, either some one, or more, non-diagonal coefficients, of G are 
zero throughout in all transformations of G, or if the n transformations 

a= 0, ---, 2 


, 
=0, = 2,, %,,=0,---, 2 =—0, 


i-1 
for i= 1, 2, ---, m, cannot all be expressed linearly in terms of the trans- 
formations of G. 

Let us first assume that G is irreducible. Then, by Burnside’s 
theorem, m =n’, that is, G contains n* linearly independent transformations 
A,, Ay, ---, Aw. By (6), the transformations A,, A,, ---, A,» are ex- 
pressible linearly in terms of the n* linear transformations 

T;, (i, j=1,2,--+,n 
namely, the n’ transformations 


(16) 2 = 0,--+, f= 0, 2 = 
1 1 


z;, So. _ 0, 
(4) =1, 2, ae n); 

and, since the former are linearly independent, the latter, in particular 

the » transformations 7,,, for i=1,2,---,, cam be expressed linearly in 

terms of A,, A,, ---, Aw. Thus, let 


(17) T,,= DA, +O A,+--- +A,  (i,j—1,2,---,n). 
If possible, let some one coefficient a,, of the general transformation A 
of G be zero throughout in all transformations of this group for some 


definite pair of values of h and k (lLohin,1<k<n). Then in 
particular, 


‘+, 2 =O 


(1) (2) (n*) " 
a, =O; 


and, therefore, by (5), (12), and (17), 
Ty = Tanta Ty, 


= yan A,T,, 
@ 4 
~ Sh hk Y 


i=1 


*) Proc. Lond. Math. Soc., 2™ ser., vol. 3 (1905), p. 433. 
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which is impossible. Therefore, if G is irreducible, the » transformations 
T,, (i=1, 2,---, ) are expressible linearly in terms of transformations 
of G, and no coefficient of G is zero throughout. 
Let us now assume that each of the » transformations 

T;, (¢=1, 2,---, ) 
is expressible linearly in terms of transformations of G; in which case, 
by (8), each of these » transformations is expressible in terms of any 
system A,, A,,---, A,, of the maximum number of linearly independent 
transformations of G; thus let 


(18) T,,= CDA, +P A, +---+e&MA, (i= 1,2,---,m). 
Let us also assume that no non-diagonal coefficient of G is zero throughout; 
in which case, for each pair of distinct integers i and j from 1 to m, an 
integer k can be found (1 << k< m) such that a) + 0. For, otherwise, 
if for a assigned pair of values of i and j (j + 4), 


(1) (2) (m) 
G;, =O, =---=a,, =O, 


then, by (9), a,, = 0, that is, some one coefficient of G, outside the dia- 
gonal, is zero throughout in each transformation A of G, which is con- 
trary to supposition. Therefore, for each pair of integers i and j from 1 
to n, j +i, we have, by (12) and (18), 


1 
(19) Dy = oy Ts Ae Ts, 
#j 


m m 
1 ’ (4) .@ 
— > > , A, A, A, 


‘J Awl i=1 


m m m m 
1 (h) 
~ a > ye >. a a He VarpV pig Ay? 


‘j hel t=1 p=1 g=1 


by (10). Thus, the ? linearly independent transformations 7, , (i,j—=1,2,---,m) 
are expressible linearly in terms of the m transformations A,, A,,---, A,, 
Whence it follows that m= n*; and, therefore, by Burnside’s theorem, 
G is irreducible. 

We have, therefore, the following theorem: 

Theorem 1. An arbitrarily given group G of linear homogeneous 
transformations 

©, = Oy, Ly + Ayy ty +--+ + 4,40, (x= 1, 2, ---, m) 

in n variables is irreducible if, and only if, each of the n transformations 
a | i+1 


for i=1, 2,---,, is expressible linearly in terms of transformations of 


’ , , , 
a, =0,---+, @_,=0, m=z, @,,=9,--+, 2 =, 
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the group, and if, at the same time, no one, or more, non-diagonal coefficients 
of G are zero throughout in all transformations of G. 

Let now G be any group whatever of linear homogeneous transfor- 
mations whose coefficients lie in an arbitrary domain R. If G@ is irre- 
ducible with respect to the domain of all scalars real and imaginary, 
a fortiori, it is irreducible with respect to R. Therefore, from theorem 1 
we obtain the following theorem: 

Theorem 2. Let G be any group of linear homogeneous transfor- 
mations in n variables whose coefficients are all contained in the arbitrarily 
given domain R of rationality. Then, G is irreducible if no non-diagonal 
coefficient of G is zero throughout, and if each of the n transformations 
= 0, “* *) x = 0 


for i=1, 2,---, m is expressible linearly in terms of transformations of G. 
We may apply this theorem to show very readily that the subgroup 
of proper orthogonal substitutions in » > 2 variables whose coefficients 
lie wholly in an arbitrarily given domain F is irreducible. It suffices to 
prove this theorem for R=1. Let G denote this subgroup. The coeffi- 
cients of a proper orthogonal substitution in » variables are functions, 
rational in the domain R = 1, of +n (n—1) parameters; and, therefore, 
each system of rational values of the parameters gives a transformation 
of G. Moreover, no coefficient of a proper orthogonal transformation is 
zero for all values; and, therefore, no coefficient is zero for all rational 
values of the parameters. Wherefore, for each pair of integers i and j 
from 1 to m, there is a rational system of values of the parameters, and, 
therefore, a transformation A of G, for which a,,+ 0. Whence it follows, 
that no coefficient of G is zero throughout; and therefore, we have only 
to show, for n > 2, that each of the » transformations 7,, (i=1,2,---,») 
can be expressed linearly in terms of transformations of the group. To 
establish this, let S, denote the identical transformation, and let 
S,_4 (i= 2, 3, ---, m) 
denote the proper orthogonal substitution 


, , , , 
a, =0,---, 2, =9, %,—2,, 2, 


-1 éi+1 


ita” “i4n? 
The » substitutions S,,S,,---,S,_, are all transformations of G. If now 


GS, + ¢,S,+---+¢,_,5,_,=0 


X= —2,, T= 2, °°) H_ = 2,_,, = —2,, 2 x 1, 2 =a. 


then 


C— %—&@— +e 
and, for k = 2, 3,---,n—1, 

Cotte FG r— Gta ts +410. 
But the resultant of this system of equations is equal to (— 1)"2"~-'(n— 2), 


ho 0, 
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being the determinant whose constituents in the principal diagonal and 
in the first row are all equal to —1, except that in the first row and 
column, which, and also the remaining constituents, is equal to +1. There- 
fore, if n>2, the transformations S,, S,,---,S,_, are linearly independent; 
and since these transformations are expressible linearly in terms of 
T1145 Tx, +++) Tan» the latter, if m > 2, can be expressed linearly in terms 
of S,, S,, ---, S,_,;, and, thus, in terms of proper orthogonal substitu- 
tions, which was to be proved. 


§ 2. 

By the aid of theorem 1, I shall establish certain criteria for the 
reducibility of a group of linear homogeneous transformations generated 
by infinitesimal transformations. Let G be generated by the r (r < m) 
independent infinitesimal transformations X,, X,, ---, X,, where 


(20) x- > Ss Ie (i= 1,2, ++, 9). 





z=l iz 
I shall denote by B, the matrix of X, (i=—1, 2,---,r): thus, 
ot , Oa” ee o, | 
® 2@ ( 
(21) B, =| Ya Mar a bE (¢=1, 2,---,r). 
| . . . ' | 
i, i", ” Or 


Then for the general transformation A of G we have 


Si B; r r r 
(22) Ame =14+ S'4.B.4+5 >) S413 B+: 
4,=1 &=1i,=1 
where ¢,, ¢,, ---, ¢, are arbitrary scalars. The matrices B,, B,, ---, B, 
are linearly independent, being the matrices of independent infinitesimal 
transformations of G. In what follows, it is not necessary to distinguish 


between an infinitesimal transformation and its matrix. 
If 22% is not an infinitesimal transformation of G, then m 


is at least as sii as r+1. In the first place, if re is an 
x=1 
infinitesimal transformation of the group, the matrix unity is walt 


linearly in terms of B,, B,,---, B,; and conversely. For, if 1% 


is an infinitesimal transformation of G, we have — 
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é 

> 3x, 71%; os Y—Xq +--+. +y7,X,, 

x=1 
which is equivalent to 

€,= 7,020 + 7,09 +---4+ 7, 0°) (x, A= 1,2,---,) 
where ¢,,=—1, ¢,,=—0 (A+~x); and this system of equations is equi- 
valent to 
1 = ,B, + 7p By +---+7,B,. 


Next, let 
(23) A= O% = 14 0B + Se Bit+---  (i=1,2,--47), 
where g is an arbitrary scalar; and, if possible, let 
(24) G& +44, +44,+---+¢,4,=—0 
for all values of g; that is, for all values of g let, simultaneously, 
(25) C8, + 6,0) + ee +c,a®, = 0 (x, 4 = 1,2,--+,n), 


where ¢ = 1, ¢,,=0 (A+), the scalars a‘, (i—1,2,---,r) being the 

coefficients of A;. Since these coefficients are transcendental integral 

functions of 9, if equations (25) have a solution other than 
Q=4=—---=¢,=0, 

we may take ¢, ¢,, ---, ¢, to be integral functions of 9; and, thus, we 


may put 
(0) 


(26) C=C, +o + seer +-.. (¢=1,2,---,r), 
in which case equation (24) becomes 


on [e+Zele((erSe)ssen| 


i=1 


+te[(e+Se)+2Seas Son] -o 
f=1 i=1 i=1 


on substituting for A,, A,, etc., their expressions in terms of B,, B,, etc. 
Since this equation holds for all values of 9, we have, in particular, 


(28) ey + >) ef? =0, 
i=1 
(29) ( oY 4 >) + = ce B.=0, 
. i=1 i=1 


(30) (@ +» ) +25" B+ >? B =O. 


i=1 i=1 


i=1 
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We have 


(31) dP + >" d? = 0, 

t=1 
since, otherwise, by (29) the matrix unity is expressible linearly in terms 
of B,, B,, ---, B., which is contrary to supposition. Therefore, since 
B,, B,,---, B, are linearly independent, co = 0 (i = 1, 2, ---,r); whence, 
by (28), c& —0. Thus we have 


(32) CO) = CO) ae... = AO) me 0), 
Further, 
(33) CD me Cl) am... = ol) = 0, 


For, from (30) and (32), we derive 


( +> | +25" d? B,=0; 
\ i=1 i=1 


whence follows 
(34) of + Sic? — 0, 
i=1 


since, otherwise, the matrix unity is expressible linearly in terms of 
B,, B,,---, B,. Therefore, since B,, B,,---, B, are linearly independent, 
cf) = 0 (¢=1, 2,---, r); whence, by (31), we have c =0. Again, by 
the aid of the preceding equations and those obtained by putting equal 
to zero the terms in (27) involving 9°, we have 


(35) C2) = C2) a. .- = ol?) = 0; 
etc., etc. Wherefore, 
(36) ==: =¢,=0 


for all values of 9; and, thus, A,, A,,---, A,, and the identical transfor- 
mation are linearly independent; that is, m>r-+ 1. Consequently, if 
r=—n*—1, and G does not contain the infinitesimal transformation 


> xz, oe the group is irreducible, by Burnside’s theorem, since in 
x=1 
this case m = n’*. 

If r =n’, since m>r, we have m =n’, and G is irreducible, which 
is otherwise evident, since in this case G is the general linear homo- 
geneous group. 

Let us assume that no non-diagonal coefficient of the matrices of the 
collective infinitesimal transformations of G is zero throughout for all the 
infinitesimal transformations of this group. That is, let us assume that 
no non-diagonal coefficient is zero in each of the matrices B,, B,,---, B 


r 
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of the respective infinitesimal transformations z,, z,,---, z, of G; and, 
therefore, for each pair of distinct integers i and j from 1 to n, we can 
find an infinitesimal transformation B, (1<k <r) for which b{ +0. 
Or, otherwise expressed, let us assume that 


~~ oe 0, _ =e 0, ae6 i r) = 0, 
ir 
pi») + 0, oi» of 0, -, 0M r) of. 0, 


where k,, (p,q = 1, 2,---,7; ‘anil a: are rhein: not less than 1 nor 
greater than r. Let i wr j be any definite but arbitrary pair of distinct 
integers from 1 to ; and let 


(37) A= = 14 0B, + Bi +-:, 


where @ is an arbitrary scalar. For o@ sufficiently small, the non-diagonal 
coefficients of A’ will differ as little as we please from the corresponding 
non-diagonal coefficients of B,. Therefore, since ” + 0, we have a,,+-0 
for @ sufficiently small. Whence, since A’=e*** is a transformation of 
G, it follows that no non-diagonal coefficient of G is zero throughout. 
Therefore, by theorem 1, if also each of the m transformations 
T,, (i=1, 2,---,m) can be expressed linearly in terms of transformations 
of G, this group is irreducible. 

Let us next assume that r>n—1 and that G contains n — 1 in- 
finitesimal transformations 


(38) r- >, X,— Bw, oe 4 We, 2. te 


1¢a, "33, 2 “8 02, 


(i=1, 2,-+-,n—1), 


such that 

| o(?) e-) 

Ss ei prt e | 

| of?) se- 2) 

| 1, e?,--,¢ (+0. 
alas 

(1) (n—1) 
re A. en cee, af 


Let B, (i=1,2,---,n—1) aaite the matrix of Y,; and let 
(0 
|, 0 ,--+,0 
| 


@, = ¢*! 


0, e7,-+ 0 | (j—1,2,-+,98—1). 


0 | 
0, 0 ,-+5¢6* | 


The transformations U,, U,,---,U,_, are transformations of G, being 
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generated by infinitesimal transformations of G; and, together with the 
identical transformation (which is also a transformation of G), are linear 
in 7;,;, Tx, +++, T,,- Moreover, U,, U,,---, U,_,, and the identical 
transformation, are linearly independent. For, if 

G+ o%,+---+¢,_,%,_,=90, 
we have, simultaneously, 

6(1) g"- 0) 

Gtage* +---+¢,_,e% =—O (x= 1,2,--+,m), 
which is impossible, since the resultant of these equations is, by sup- 
position, not equal to zero. Therefore, in the case supposed, the m 
transformations 7,,, 7;,,---, T,, are expressible linearly in terms of 
transformations of G. 

We have, therefore, the following theorem. 

Theorem 3. Let G be any group of linear homogeneous transformations 
in n variables generated by r independent infinitesimal transformations 
X,, X,, +--+, X, where 


n n 
() 7 . 
X,— > 08 2, (i=1,2,--.,7). 
x=1A4=1 - 


Then G is irreducible if r= n*—1 and >” 2, ~~. is not an infinitesimal 


transformation of the group. Further, G is irvedusible if no non-diagonal coef- 
ficient is zero in each of the matrices of the respective infinitesimal trans- 
formations X,, X,,---, X,, that is, if an integer k (1<k<r) can be found, 
corresponding to each pair of distinct integers i and j from 1 to n, such 
that 0’ +0, and if, at the same time, each of the n transformations 
= 0, +++, ai =O, = a, Li41 = 0, ---, 2 =O, 

for i=1,2,---,m, can be expressed linearly in terms of transformations 
of G. Therefore, in particular, G is irreducible if, corr ing to each 
pair of distinct integers i and j from 1 to n, an integer k can be found 
such that 0 +0, and if, at the same time, G contains n — 1 infinitesimal 
transformations 


: i 7 , 
Y= > 2, 35 (i= 1,2,---,m—1), 
x=1 
such that 
l a) (2 | 
| 3 et, sy 
p» pt) 
3. e? »* © ) e 2 | 


‘a 





5) pi" —-) 
1, g* +94 6" 
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We can determine whether or not the group G, generated by in- 
finitesimal transformations, is reducible, as soon as we know its invariants 
general and special; namely, we have only to ascertain whether among 
these invariants is a v-flat(0<»<n). It is to be noted that the above 
theorem does not require a knowledge of the invariants of the group. 
To illustrate the application of this theorem, it may be applied to the 
proper orthogonal group in m variables. As is well known, this group 
has no finite invariant flat (except the origin) when » > 2 and, thus, for 
n> 2, is irreducible. The r= ; n(n—1) infinitesimal transformations 
of this group are 


é é . = . 
X,; = 2; _ (i=1,2,---,m; j= i+1,i+2,---,n). 
‘ I 


Therefore, no coefficient in the collective infinitesimal transformations of 
the group is zero throughout. Moreover, as shown pag. 362, when n> 2, 
there are m linearly independent transformations S,, S,,---, S,_, of the 
group of the form 
y= 01%) Hy = O23) °°) Ly = Onn 

and, therefore, the transformations 7,, (i=1,2,---,m) can be expressed 
linearly in terms of transformations of the group. Whence, by theorem 3, 
the group is irreducible if x > 2. 

Finally, let G be any group in » variables generated by r independent 
infinitesimal transformations 


° , yy 6 é rs 
B= ba(@) ge tha) get tbe G=1,2,--49), 


whose constants of composition are ¢,,, (i,j,k=1,2,--:,r). The infini- 
tesimal transformations of the adjoined of © are 


r r 
é , 
E,=->5 > i540 Be, (¢=1,2,--,1); 
j=l k=1 , 


and, if this group contains no invariant v-flat (v<r), that is, if the 
adjoined is irreducible, there is no subgroup of © invariant to the ad- 
joined. It is to be noted that the adjoined will contain r — 1 infinitesimal 


transformations P 
1 Oe, 


() @,. @ @™. @ : . 
I, € + 9s “ie te TY, *, Ge, (¢=1,2,--.,r—1), 
for which ' fo fr-0 

| * G++ € | 
| 


oft) (r—1) | 
1, €%,+++,€% | 0, 


a7 -) 


g®) 9 


1, Pg P26 
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if it contains an infinitesimal transformation 
é 7) 0 
Ane 0e, + 2% Ze + ere t rer Fe 


in which no two of the g’s are equal. We have now, as a consequence 
of theorem 3, the following theorem: 

Theorem 4. Let © be any group in n variables generated by the r 
independent infinitesimal transformations X,, X,, ---, ¥,, where 


E,— ba 2) ge + bal@) ga to + ba@) ge C= 12,--42), 


whose constants of composition are ¢,,, (i, j,k=1,2,--+,1r). Then & 
contains no subgroup invariant to the adjoined group, if, for each pair 
of distinct integers j and k from 1 to r, an integer i (1Si<r) can be 
found such that ¢,;,+-9, and if, at the same time, each of the r trans- 
formations 
e = 0,---, 6-1 = 0, ee =e, G41 = 0,---,& =0, 

for i=1,2,---, 7, can be expressed linearly in terms of transformations 
of the adjoined. The latter condition is satisfied if the adjoined contains 
r — 1 infinitesimal transformations 


“@. @ @, @ , @ . 
9% 0e, + Is % de, +---+@ 4 be, (¢=1,2,---,r—1) 
such that 
(1) (r—1) 
9 g 
| | et meey e 1 
(1) (r—-1) 
9 9g 
1, e7,--, 6% +0; 
‘a) (r-1) 
1, er ga" Fe e 





and, therefore, in particular, if the adjoined contains an infinitesimal trans- 
formation 


a é a 
NG Ge, + 92% de, * seh F Ines Ge 


for which the coefficients g,, 9.,--+, 9g, are all distinct. 
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Die Lagrangesche Multiplikatorenregel in der Variationsrechnung 
fir den Fall von gemischten Bedingungen und die zugehdrigen 
Grenzgleichungen bei variabeln Endpunkten. 


Von 


Oskar Bouza in Chicago. 


In den Géttinger Nachrichten fiir 1905 hat Herr Hilbert*) einen 
durch Strenge und Einfachheit ausgezeichneten Beweis der Lagrange- 
schen Multiplikatorenregel gegeben fiir den Fall, dab die Nebenbedingungen 
simtlich Differentialgleichungen sind. 

Im folgenden beabsichtige ich, die Hilbertsche Methode auf den 
Fall gemischter Nebenbedingungen und variabler Endpunkte auszudehnen, fir 
welche meines Wissens ein den heutigen Anforderungen an Strenge ge- 
niigender Beweis der Multiplikatorenregel und der Grenzgleichungen iiber- 
haupt noch nicht erbracht worden ist. Dabei wird sich zugleich in einem 
nicht unwesentlichen Punkt eine Vereinfachung des Hilbertschen Beweises 
ergeben. 


§ 1. 
Das Problem und seine Voraussetzungen. 


Indem wir die zulissigen Kurven in Parameterdarstellung**) voraus- 
setzen, betrachten wir die Aufgabe, das Integral 


F=f *° 9 Gas % 5 oe Y, ) at 


zu einem Minimum zu machen mit der Nebenbedingung, dab die zulassigen 
Kurven 





*) Hilbert, Zur Variationsrechnung, Gittinger Nachrichten 1905, p. 159 und 
Mathematische Annalen Bd. 62, p. 351. Wegen der sonstigen Literatur iiber den 
Gegenstand verweise ich auf die Encyklopiidie IIA 8 (Kneser), Nr. 8, 10 und TA8a 
(Zermelo und Hahn), Nr. 4. 

™) Vgl. dazu Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung, p. 228; v. Escherich, 
Wiener Berichte, Abt. Ila, Bd. 110 (1901), p. 1361. 

















Lagrangesche Multiplikatoren bei gemischten Bedingungen. 


é y; = 9,(t) i=1,2,---m 
p Differentialgleichungen nh "tinh tae 
(1) PalYir** > Yas °°) =O a=1,2,--.,p 
und g endlichen Gleichungen 
(2) V5(Yiy**y ¥,) =O b= 1,2,--+¢ 


gentigen sollen, wobei p+ q = m <n — 1 vorausgesetzt wird. 

Die Funktionen f und g, sollen in y,’,---,y,’ positiv homogen sein 
und zwar f von der Dimension +1. Dann sind die Relationen (1), sowie 
der Wert des Integrals J von der Wahl des Parameters ¢ unabhingig. 

Die Koordinaten (¥9,---;¥%,o)> (Yir»***» Yai) der beiden Endpunkte 
der zulaissigen Kurvenbogen sollen r Bedingungsgleichungen 


(3) y(Yr0» ++) Yn03 Yass * Yar) = O y=1,2,--49r 
geniigen; iiberdies miissen sie natiirlich die aus (2) folgenden Bedingungen 
(4) ¥5(Yio» ***y Yao) = 9, U3 (Yury **> Yui) = 0 

b= 1,2,--+¢ 
erfiillen. 


Wir setzen voraus, daB die zuliissigen Funktionen y,(¢) stetig sind 
und stetige erste Ableitungen besitzen. 

Wir nehmen an, wir hitten eine den Bedingungen (1), (2) und (3) 
geniigende Kurve gefunden 

G: 4-H, VIZ = 8 = 1,2, ym, 

welche fiir das Integral J einen kleineren (oder gleichen) Wert liefert als 
jede andere, in einer gewissen engeren Umgebung Ul’ von ©, gelegene zu- 
lassige Kurve. Der Einfachheit halber nehmen wir an, daB auch die 
zweiten Ableitungen der Funktionen y,(¢) in (t)¢,) existieren und stetig sind. 

Es wird weiter vorausgesetzt, daB die Determinante 


0%, 99%, eg, | 
| 0%, 2%, dy, | 
5 0 en & 
ve |e, 9%) 99p| T° tans Se 
| OY, OY, O’m 


a=1,2,--,p; B=1,2,--+9, 


und daB die Funktionen /, g,, ¥, samt ihren ersten, zweiten und drittem 
partiellen Ableitungen in dem Bereich W’ stetig sind. Ebenso sollen die 
Funktionen z, in der Umgebung der Stelle (Hros tery Yaos } Yar) 
nebst ihren ersten Ableitungen stetig sein, wenn (%jo,---, Yo) und 
(Yar> “**> Yar) die Koordinaten der Endpunkte des Bogens ©, bedeuten. 

24* 
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Zar Vereinfachung der Schreibweise setzen wir fiir die Folge noch 
fest, daB die verschiedenen Indizes ganz bestimmte Zahlenreihen durch- 


laufen sollen, nimlich \ . 
i=1,2,---, n, 


h, k=1, 2,---, m, 
a=1,2,---,p, 
B= 1, 2,-- »W> 
y=1,2,---, 7, 
go=1,2,---,n—m, 
o=1,2,---,8, 
j=1,2,--->m+s. 


§ 2. 
Herstellung zulissiger Variationen. 


Es handelt sich jetzt in erster Linie darum, einen analytischen Aus- 
druck von hinreichender Allgemeinheit fiir zulissige Variationen der 
Kurve ©, zu finden. 

Wir wollen zunichst Variationen konstruieren, welche den Differential- 
gleichungen (1) und den aus (2) durch Differentiation nach ¢ hervor- 
gehenden Differentialgleichungen 


fee ail é vs , 
(6) r= > dy, & = 
geniigen. 
Zu diesem Zweck wiahlen wir (xn—m)s Funktionen 


“ny ) 
willkiirlich, abgesehen von der einen Bedingung, daB sie samt ihren ersten 
Ableitungen im Intervall (¢,¢,) stetig sein sollen. Die Wahl der ganzen 


Zahl s behalten wir uns fiir spiiter vor. 
Alsdann definieren wir 


-_ r , ate 
(7) A ent? Cis $40) — Yn so @) + 2! 8 m+a a | ) 


o=1,2,---,n—m, 
o=1,2,---,8, 


und betrachten nun das System von m Differentialgleichungen 

(8) Pr(", "**y Ym, Yn+1) ie Y,, "i, -— we Yins Yn+1) Tay Y,) = 0 

mit den m unbekannten Funktionen y,, y,.,---,y,,- Die linken Seiten des 
Systems (8) sind Funktionen der Variabeln ¢, y,,---,y,,, ¥5°**,¥,, und 
der s konstanten Parameter ¢,,,,,---,&,4,» die wir mit 
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@,(t, Ya °*> Ys Yrs * ry Ym Emaar’ *r Smee) 
bezeichnen. Da 
(9) Fnse(ts 0,---,0) = Ins, 
so kennen wir fiir ¢,,,,—0,---, &,,,=0 eine Lésung dieses Systems, 
namlich 

= vy; (t), 

da ja die Kurve ©, den Bedingungen (1) und (2), und daher auch den 
Differentialgleichungen (6) geniigt. Ferner ist wegen (5) 


tm+a=9 
0 
0(®, ,%,,---,,,) | =H 0 
OY Yar ***s Ym) ae 
da nach (6) 
| 296 294 ee | 
‘10 C (Py > Pes°* *s Pm) Oy,’ Oys’ *OYm | a=1,2,--+,p 
(10) Cir %ay Ym) | OH, 8 é : 
inte tm) 2% 20g 2% B= 1,2 4G. 
| Oy,’ Cy,’ O’m 
Da iiberdies die Funktionen ®, die erforderlichen Stetigkeitseigenschaften 
besitzen, so folgt aus einem Existenztheorem tiber Systeme von Differen- 
tialgleichungen, welche konstante Parameter enthalten, dessen Beweis wir 


in § 8 nachtragen werden, daB es stets ein System von m Funktionen 


Ye = Vu(ts fy °° +> Sr Emats’* *» Sta) 
gibt, welche fiir alle hinreichend kleinen Werte der Parameter ¢, den 
Differentialgleichungen (8) gentigen und itiberdies folgende Eigenschaften 
besitzen: 


1) Wenn simtliche ¢, verschwinden, reduziert sich Y, auf Y, (0), 
d. h. es ist identisch in (f,¢,) 


(11) ¥,(t; 0,---,0) = h(). 
2) Die Funktionen Y, geniigen den Anfangsbedingungen 
(12) Vy (tos 15° +) Emge) = Yeo + & 


fiir alle hinreichend kleinen Werte der «,. 
3) Die Funktionen 
y. 2% 2% 2% 
Ot? G8,’ dtée, 
sind stetig in dem Bereich 
H<t<h, |e | <4, 
wo d eine hinreichend kleine positive GréBe bedeutet. 











374 Osxar Bouza, 


Schreiben wir der Gleichférmigkeit halber Y,, , , (¢; &,---4m»€ 


statt Y.,.o(t; fa4ir°**s &m4e)» 80 Stellen die » Gleichungen 
(13) y= Y,(¢; fy", € 
eine (m-+-s)-parametrige Kurvenschar dar, welche die fiir unsere Zwecke 
erforderlichen Stetigkeitseigenschaften besitzt und den m _ Differential- 
gleichungen 

(14) P(N, ++ Ya, Yyy-+ YX) = 0 

fiir alle hinreichend kleinen Werte der Parameter ¢, geniigt. Sie geniigt 
aber im allgemeinen den Gleichungen (2) nicht, sondern nur den nach (6) 


aus den letzten gq der Gleichungen (14) durch Integration folgenden 
Gleichungen 


nats’ on ee) 


) 


m+s 


Ue(Fiy s+) Ya) = Cys 
wo die GréBen C, von ¢ unabhiingig sind. Wenn wir jetzt aber die 
GréBen e, der Bedingung unterwerfen, daB sie den q Gleichungen 


(15) ¥5( Vi (6), -- +» Vall) = 90 
geniigen sollen, so wird C, =; also befriedigen die Funktionen Y, dann 
allemal im ganzen Intervalle (f,¢,) die q Gleichungen 


(16) ¥3(¥,(0,---, ¥,O) = 0. 
Hieraus ergibt sich das Resultat: 


Fiir jedes hinreichend kleine Wertsystem der m+ 8 Konstanten ¢,, 
welches den q +r Gleichungen 


(15) ¥3( Ti (6), ‘++ ¥,@)) = 9, 
(17) 1(%@), ae Y,(4); Y,(¢), oe Y,,(t)) = 0 
geniigt, stellen die n Gleichungen 


hs Y,(¢; Rap *'*%y Ease) h<ot=t, 
eine suliissige Variation der Kurve ©, dar. 


§ 3. 
Eigenschaften der Funktionen 5) . 
Wir bezeichnen*) jetzt as 


ey, i 

(3.'),- OP 
wobei der Index 0 anzeigen soll, daB nach Ausfiihrung der Differentiation 
alle «, gleich Null zu setzen sind. Da tiberdies aus (7) folgt, dab 


*) Bei den folgenden Entwicklungen hat man sich stets der am Ende von § 1 
iiber die Bedeutung der Indizes getroffenen Verabredung zu erinnern. 
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a 2y, 
__ ™te) — ag 8) es oF? 
( Oe ),= 0, (3. ), Tmo (4s 


m+oa 
so gilt allgemein die Gleichung 
oY; j 

(18) (52), —% 
wenn wir noch definieren 
(19) Tneo(t) = 0. 
Aus (12) folgt weiter 

1 fiir j=k 
20 j(4) = | 
( ) ny, (to) 10 fir j+k. 


Wenn wir die Differentialgleichungen (14), welche Identititen in 


t, &,°**,&m4, Garstellen, nach «, differentiieren und dann alle ¢, gleich 
Null setzen, erhalten wir 

CM, 5 0, 5 
aa) Dons) =o, 


wobei die Argumente der Ableitungen von g, sind: 


Hy => Hay th’ Oy +5 Ha 
Nachdem iiber die Funktionen be eine bestimmte Wahl getroffen 
ist, lassen sich die Differentialgleichungen (21) fiir einen bestimmten Wert 
von j als ein System von m linearen Differentialgleichungen fir die 
m Funktionen 


(22) "i, "i, nite "2, 
auffassen. Da die Determinante des Systems nach (5) und (10) im ganzen 
Intervall (¢,t,) von Null verschieden ist, so sind die Funktionen (22) 
durch die Differentialgleichungen (21) und die Anfangsbedingungen (20) 
vollstiindig bestimmt. Wir finden also das fiir die Folge wichtige Resultat: 
Die Funktionen 
My gy ** "9 Tm 

mit dem. oberen Index j hiingen nur von der Wahl der Funktionen 

J j j 

Um+1? “Nm+2? °°? Un 


mit demselben oberen Index j ab. 
Insbesondere folgt daher aus (19), daB die Funktionen 


k k k 
Tyo Nex °°"? Uy 


iiberhaupt von der Wahl simtlicher Funktionen <3. unabhiingig sind.’ 
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g 4. 
Die Hilbertschen Multiplikatoren J. 
Wir setzen zur Abkiirzung 


4 
T(E &a5°* *s Em ae) —{7(%, ++) ¥,, Yy5-+-, ¥) dt, 
ty 


0 

ele, fg," "' ~ = v(Y, (to)y* Y,(4)), 

X(&, fay" *"y Sn+s) = 4,(% (ty) os Y(t); Y, (t), lat Y,(4)). 
Da nach (7) und (9) 

J(0, 0, oes 0) — Je,; 

so folgt aus unserer Voraussetzung, dab die Kurve €, das Integral J unter 
den angegebenen Nebenbedingungen zu einem Minimum macht, zusammen 
mit den tiber die Kurvenschar (13) erhaltenen Resultaten, daB die Funktion 
J(&,, 85° **y &my,) fir &, = 0, & = O,---,¢,,,— 0 ein Minimum besitzen 


muB mit den g +r Nebenbedingungen 


0 
Vel» &2 >" *y &m4e) = 9, 
23 ' 
‘ ) a Cn ? En.) = 9. 
Wir wihlen die bisher willkiirlich gelassene Zahl s so groB, dab 
(24) m+s>q+r, 


damit in den Nebenbedingungen (23) die Anzahl der GréBen ¢, gréber 
ist als die Anzahl der Gleichungen. 

Es gibt daher nach der Theorie der gewéhnlichen Extrema mit 
Nebenbedingungen g + 7+ 1 von den «, unabhiingige Konstanten*) 


ly, l 


9“q+r? 


welche nicht alle gleich Null sind und den m + s Gleichungen 


0 
, Od ov; ex, 
(25) W(zz,),* D's(aat),* Deere), = 
gentigen. 
*) Indem wir nach Hilberts Vorgang die Konstante J,, die auch gleich Null 


sein kann, einfiihren, umfassen wir zugleich den Ausnahmefall, in welchem die 
simtlichen Determinanten (q-+-1r)'" Grades der Matrix 


1 =1,2,---, 
|(@%) (*) les : 
’ | y=1,2,--++7 
| ée,/o Ge, 0|| d 


j=1,%--,m+s 


verschwinden. 














Lagrangesche Multiplikatoren bei gemischten Bedingungen. 377 


Nun ist 
(*), -fBheed )a 
(26) | (0) — 2% dew, 








(32) - 7» es wilh) + 522 h(t}, 
\ 0 


wobei das Substitutionssymbol |° die Substitution ¢= 4%, andeuten soll, 
ebenso wie spiiter |’ die Substitution ¢=¢,. Die Koeffizienten einer der 
Gleichungen (25) mit einem bestimmten Index j hiangen also nur von 
den Funktionen 7, mit demselben oberen Index j ab, und diese wieder 
sind, wie wir gesehen haben, durch die Wahl der » —m Funktionen 1; +e 
volistiindig bestimmt. 


Fiir einen gegebenen, der Ungleichung (24) geniigenden Wert von s 
sei jetzt N, der Rang der Matrix 


> 
a ed ov, ex, | 

(27) (;2). (2), (3 ‘| | 

von m-+s Reihen und g+r+1 Kolonnen, in dem Sinne, daB alle 

Determinanten der Matrix vom Grad N,+ 1 verschwinden, wie auch die 


Funktionen ee gewahit sein mégen, wihrend es méglich sein soll, diese 


Funktionen so zu wihlen — und sie seien tatsiichlich so gewahlt — 
daB mindestens eine Determinante vom Grad N, von Null verschieden iat, 
Aus dem gleichzeitigen Bestehen der Gleichungen (25) folgt, daB 


(28) N,<a +1. 


Es seien j,, jg, -+*, jy, die Indizes derjenigen Zeilen der Matrix, 
welche in der von Null verschiedenen Determinante, D, vorkommen. 
Dann kénnen wir aus den entsprechenden Gleichungen des Systems (25) 
N, der GréBen 7 als homogene lineare Funktionen der iibrigen q +r +1—VN, 
berechnen. Die Koeffizienten dieser linearen Funktionen hinge nach 


dem oben Bewiesenen nur von der Wahl derjenigen Funktionen 7’ +p a, 


deren obere Indizes eben j,, jg, ---, jx, sind. Den willkiirlich gebliebenen 
q+r+1—N, GréBen / legen wir irgend welche festen numerischen 
Werte bei, die nur nicht simtlich gleich Null sein sollen. Wird das auf 
diese Weise erhaltene Wertsystem /,, /,, ---, 1, ,, in die tibrigen m+ s—N, 
Gleichungen des Systems (25) eingesetzt, so werden dieselben von selbst 
mit erfiillt. 
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Denken wir uns die Funktionen y},,, mit den oberen Indizes j,, j,)-~sim, 
festgehalten, dagegen diejenigen Funktionen Cou deren obere Indizes von 
jis * yj, verschieden sind, durch beliebige andere ersetzt, so bleiben die 
Determinante D und die Gripen ly, 1,,---, l,,, unvertindert, wiihrend die 
séimtlichen Gleichungen (25) bestehen bleiben, wie wir auch die letzteren 
Funktionen wiihlen migen.*) 

Unter den von j,, jg, ---, jy, verschiedenen Indizes j ist stets min- 
destens einer, welcher > m ist, vorausgesetzt, daB die ganze Zahl s hin- 


reichend groB gewihlt worden ist. Dies tritt z. B. sicher ein, wenn 
sSqat+rt+l 
gewahlt wird, da dann wegen (28) 
N,<s, 
woraus folgt, daB die Indizes j,, j,, ---, jy, nicht alle s Werte 


m+1,m+2,---,>m+s 
erschépfen kénnen. 
Wir bemerken schlieBlich noch, daB die erhaltenen Resultate auch 
im Fall N,=0O bestehen bleiben, indem man alsdann fiir simtliche 
GréBen | beliebige feste numerische Werte setzen kann. 


§ 5. 
Die Multiplikatoren v, und die Lagrangeschen Multiplikatoren 4,., u;. 
Bezeichnen wir die Funktion y,(Y,@, ---, Y¥,@), als Funktion der 
GréBen «, betrachtet, mit Y,(¢,, &,---,&,4,), 80 ist, wie wir in § 2 ge- 
zeigt haben, fiir einen bestimmten Wert des Index #: 


(29) (Gs 85° *y Egy.) =O 

fiir alle hinreichend kleinen Werte der Gréfen ¢,, welche der Gleichung 
0 

(30) Ys (4, fgy°**y Eng.) =O 


mit demselben Index # geniigen, und zwar gilt dies fiir alle Werte von ¢ 
im Intervall (f,¢,). Uherdies werden nach (9) und (11) beide Gleichungen 
fiir «,=—0, «&—0,---, &,,,=0 erfillt, da ja die Kurve ©, den Glei- 
chungen (2) und (4) geniigt. 


*) In dem Nachweis der Invarianz der Faktoren 1,,1,,---, 1 


o+r> der unter den 


einfacheren Voraussetzungen von Hilbert sehr einfach zu fihren ist, besteht die im 
Eingang erwihnte Vereinfachung des Hilbertschen Beweises, da hierdurch der letzte 
Teil des Hilbertschen Beweises iiberfliissig gemacht wird. 
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Da ferner nach (26) und (20) 
(31) (ae ) = sel 





oe, Ou, 


av 
so folgt tiberdies aus (5), daB nicht simtliche Ableitungen ( x ai), ver- 
A 


schwinden. Daher gibt es einen von den GréBen ¢, unabhiingigen Multi- 
plikator v,, welcher den m +s Gleichungen 


av cw 
(82) (5°), + % (52),- 0 a I, 2, m+s, 


geniigt. Wir greifen eine dieser Gleichungen heraus, in welcher der 
Index j einem k gleich ist, fir welches 


av, 
(E),+9 
Dann kénnen wir die betreffende Gleichung nach v, auflésen und erhalten 
fir v, eine im Intervall (f,¢,) stetige Funktion von ¢, welche von der 


Wahl der Funktionen 74"*° unabhingig ist, da nach den in § 3 bewiesenen 


m+o 
C av 
Resultaten die Funktionen y* und daher auch die GréBen (G £ ), und 
° k 
ov 
(72 ), von der Wahl dieser GréBen unabhingig sind. Dieser Wert von 
- 
v, geniigt dann zugleich simtlichen tibrigen Gleichungen (32). 
re acer: lauten die ee (32): 


va - 
(33) : we h(t) + 44 (0 Dy oe a(t) 
Setzen wir darin ¢ = ¢,, so erhalten wir noch die weitere Gleichung 
Ow, |! Ow 
(34) By. | Hh) + %9(4) > 9° "illh) = 
i i 


Die Gleichungen (33) und (34), sowie die bereits in § 3 bewiesenen 
Gleichungen 


(212) Ze j + eH’) =0 


kombinieren wir jetzt mittels der Multiplikatorenmethode mit der Glei- 
chung (25), wobei in simtlichen Gleichungen dem Index j ein und der- 
selbe Wert beizulegen ist: 

Wir multiplizieren die Gleichungen (21a) mit vorliufig unbestimmten 
Funktionen 4, von ¢, integrieren von ¢, bis ¢, und summieren nach a; 








380 Oskar Bouza. 


ebenso multiplizieren wir die Gleichungen (33) mit unbestimmten Funk- 
tionen w, von ¢, integrieren von ¢, bis ¢, und summieren nach #; endlich 
multiplizieren wir die Gleichungen (34) mit unbestimmten Konstanten /,* 
und summieren nach f. Siamtliche erhaltenen Resultate addieren wir zu 
Gleichung (25), die wir zuvor unter Benutzung von (26) in voller Form 
ausschreiben. SchlieBlich wenden wir noch die bekannte Lagrangesche 
partielle Integration an. 
Setzen wir dann 


(35) Q= lof + > 4.9. + > bss 
a 2 


und 
i 
u,° - l, ?. f 43% dt + Fy v(t), 
to 
so erhalten wir das folgende Resultat: 


é d 62 j j 
(36) Pt f (@ — de Gy) M+ D> Be uit) + SH Wilt) = 0, 


wo 


+ ay al + Dhevan, 
H}= +; 5? "3 ‘ntl + ‘Binds: 


Solcher Gleichungen (36) haben wir, den verschiedenen Werten von j 
entsprechend, m +s; in allen haben die Konstanten 1), 1,°, 1, Lig, und 
die Funktionen 2,, us, v, dieselben Werte. 


(37) 


g+yY 


§ 6. 
Die Lagrangeschen Differentialgleichungen. 


Wir greifen jetzt unter den Gleichungen (36) eine heraus, in welcher 
der Index j = j, einen der Werte m+ 1, m+ 2,---, m+ hat und zu- 
gleich von den in § 4 definierten Werten j,, j,, ---, jx, verschieden ist; 
daB es mindestens einen solchen Wert von j gibt, ist in § 4 gezeigt 
worden. Die zu diesem Wert j, gehérigen Funktionen 7° bezeichnen wir 
einfach mit 1,. 

Wir wiahlen nun die willkiirlichen Funktionen ,, , e 80, dap sie in ty 
und t, verschwinden: 


(38) Nm +(e) = 0, Ym+o(ts) =0 
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und beachten, daB nach (20) 
1 (to) = 9, 
da jo +k. Dann reduziert sich die betreffende Gleichung (36) auf 


d dQ ) 
(39) f Duley oe — Toy) att+ > Hi n(t) =0. 
k 


Nun bestimmen wir die m Funktionen 4,, 4, und die ¢ Konstanten /,' 

durch die m Differentialgleichungen 
OQ d 02 

7. ; "ak 
und die m Gleichungen 
(41) Hi} =0. 
Hierdurch sind in der Tat diese GréBen vollstindig bestimmt. Denn zu- 
nichst lauten die Gleichungen (41) ausgeschrieben: 


e9,|* Oval a FEF Oxy 
D+ (4) ay, +24 dy + ayy +2 2+7Oy. 


Wegen der Tiana (5) lassen sich diese m Gleichungen nach den 
m=p+q GréBen 
4,(4), A;(t), vee, 4,(t,)5 1, l,', ae lt 

eindeutig auflésen und die gefundenen Werte sind von der Wahl der 
Funktionen 7,,;, unabhingig, da nach § 4 die Gréfen |,, 1,,, wegen der 
Annahme j, +),, jg, °**» jv, Von der Wahl dieser Funktionen unab- 
hangig sind. 

Andererseits haben die Differentialgleichungen (40) ausgeschrieben 
die Form: 


7 a , 
Dig ae, t= Prt Diet ‘a? 
@ 8 


wobei P,, Q,,, Funktionen von ¢ bedeuten, welche im Intervall (¢,¢,) stetig 
sind. Auf Grund derselben Voraussetzung (5) kénnen wir diese m Glei- 
chungen nach 
ay’, Ags Ay; My, Mey °°", My 

auflésen und erhalten so einerseits p lineare Differentialgleichungen fiir 
die Funktionen 4,, welche zusammen mit den durch die Gleichungen (41) 
vorgeschriebenen Anfangswerten 4,(¢,) die Funktionen 4, vollstindig be- 
stimmen, und zwar als Funktionen von ¢, die im Intervall (¢,¢,) stetige 
erste Ableitungen besitzen; andererseits erhalten wir die Funktionen m, 
durch die so gefundenen Funktionen 4, linear ausgedriickt. 

Die auf diese Weise bestimmten Funktionen 2,,, sind von der Wahl 
der Funktionen %,,,, wnabhiingig, da sowohl die in den Differential- 
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gleichungen (40) vorkommende GriéBe /, als auch die Anfangswerte 4,(t,) 
davon unabhiangig sind. 

Nachdem die Funktionen 4,, u, und die Konstanten J, in der an- 
gegebenen Weise bestimmt sind, reduziert sich die Gleichung (39) auf 


SSeole- it yn-,) t= °- 


Daraus folgt aber wegen der Willkiirlichkeit der Funktionen 7,,,, nach 
dem Fundamentallemma der Variationsrechnung fiir Probleme ohne Neben- 
bedingungen, daB 
(42) 
sein muB. 
Hiermit ist aber die Lagrangesche Multiplikatorenregel bewiesen, welche 
aussagt, daB die Konstante /, und die Funktionen 4,, uw, sich so wihlen 
lassen miissen, daB die Funktionen y,(¢) auBber den Bedingungsgleichungen 
(1) und (2) noch den n Differentialgleichungen 


eg da @Q 
CYm +o dt On +o 


=0 


E2 d @Q 
(48) dy, at ay; ~° 


geniigen miissen. 

Infolge der iiber die Funktionen /, gp, gemachten Homogenitiits- 
voraussetzungen ist eine der Differentialgleichungen (43) eine Folge der 
tibrigen und der Gleichungen (1) und (2). Denn wie man durch eine 
leichte Modifikation des von Kneser*) fiir den Fall, wo simtliche Be- 
dingungsgleichungen Differentialgleichungen sind, gegebenen Beweises zeigt, 
besteht fiir jedes den Bedingungen (1) und (2) geniigende Funktionen- 
system y; die Relation 


(44) > ¥ (és. — a ty;) ~° 


§ 7. 
Die Grenzgleichungen. 


Um nun weiter die Bedingungen zu erhalten, welche von den End- 
punkten der gesuchten Kurve erfiillt sein miissen, kehren wir zunichst zu 
derjenigen Gleichung (36) zuriick, deren Index j den im Anfang von § 6 
charakterisierten Wert j, hat, lassen aber die spezielle Annahme (38) iiber 
die willkiirlichen Funktionen 7,,,, fallen. 


*) Vgl. Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung, pp. 241, 242. 




























Lagrangesche sananae bei gemischten Bedingungen. 383 


Den Funktionen 4,, by und den Konstanten 1,’ geben wir dabei die 
durch (40) und (41) bestioneniie —— was das "Bestehen von (42) zur 
Folge hat. Da auch jetzt 7,(¢,)=0, so reduziert sich die betreffende 
Gleichung (36) auf: 


(45) > Fes e%ne (h) +e A +e Mme (h) = 0. 
¢ 
Wegen der Willkiirlichkeit der Datwate Tim +¢('o)s m+ o(4) folgt hieraus, daB 
(46) E..=9, Ha, 9 
sein mub. 


Hierzu kommen aber noch weitere m Bedingungen, die wir folgender- 
mafen erhalten: Schreiben wir die Gleichung (36) fiir einen Index j = k 
an, aber immer mit denselben Werten der Gréfen 2,, u,,1,', so reduziert 
sich dieselbe infolge der bereits bewiesenen Bedingungen (42) und (46) auf 


p A,’ (to) = 9 
h=1 
und dies reduziert sich wegen (20) weiter auf 
(47) HY = 0. 
Somit gibt es Konstanten /,°, J,', 1,,,, fiir welche gleichzeitig die 
2n Gleichungen 
(48) HH? = 0, H} =0 
bestehen. 
Dies Resultat kiénnen wir jedoch noch auf eine andere Form bringen, 


indem wir die Gleichungen (48) mit willkiirlichen Faktoren dy,,. resp. dy,, 
multiplizieren und addieren: 


(49) > (Hi bio + Hi dy) = 0 
é 


Bezeichnen wir jetzt 


éy,|° 
Di ny 9 Hig = OV3(Yro, ° *» Yno)> 


0, |? 
ay | (6%, = O¥5(%1, ** +5 Yur)» 


ox 
> rE bat 5 Oi 2 dy.) = = 94,(Yio» ***yYu03 Yrs °° *» Yar) 
é 


so lautet die Gleichung (49), wenn wir die Werte von H, H; aus (37) 
einsetzen: 
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GQ |! aQ 0 
2 (5571 8% — oy, 8¥40) + 21 44(H0, ++) Uno) 
+ D> bv (Yu, ***) Yar) + hy Sty» "5 Uno} Yase**» Yar) = 9 
B Y 


fiir beliebige Werte der GréBen dy,,, dy,,. Daraus folgt aber das 
Resultat: 
Es muB 
aQ\1 AQ |0 
(50) > (sy: 8% — gy,| 240) = 9 


sein fiir alle Werte der Gripen dy,,, dy,,, welche den 2q+4r Gleichungen 


(51) 9¥5(Yi0> “**y Ino) = 9, Ov5(%1) *") Yai) = 9, 
92, (Yior ***» Ynos Yar» ***» Yar) = 9 
Das sind aber gerade die Grenzgleichungen, wie sie sich aus der 
mechanischen Anwendung des Lagrangeschen Variations-Algorithmus er- 
geben wiirden. 


§ 8. 


Beweis des Hilfssatzes iiber Systeme von Differentialgleichungen, 
welche konstante Parameter enthalten. 


Wir haben jetzt noch den Hilfssatz*) tiber Systeme von Differential- 
gleichungen mit Parametern, von dem wir in § 2 Gebrauch gemacht haben, 
nachzutragen. Derselbe lautet folgendermaBen: 

Es sei ein System von m Differentialgleichungen gegeben, welche 
s konstante Parameter «,, a, ---, «, enthalten: 


(52) F, (t; Yi>***s Vm % tee 4.3 °* «,) = 0 


. 2 
k = 1,2,---,m, 


wobei die Funktionen F, samt ihren ersten partiellen Ableitungen nach 
siimtlichen 2m + s+ 1 Argumenten in einem Bereich & im Raum der 
Variabeln 

b5 Yar °°» Yur Yrv**2 Ynd My *s & 
stetig sein sollen. 


*) Hilbert verweist an der entsprechenden Stelle auf Picard, Traité d’Analyse, 
t. III, ch. VIII. Bei unseren allgemeineren Voraussetzungen kénnen wir von jenen 
Siitzen keineu unumittelbaren Gebrauch machen, auch nicht von den Siitzen, welche 
Kneser (Lehrbuch der Variationsrechnung, p. 231) und Hahn (Monatshefte fiir 
Mathematik und Physik, Bd. 14, p. 334) fir abnliche Zwecke entwickelt haben. 
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Fiir ein spezielles Wertsystem der « 


0 
a, = a, o=1,2,---,s 
sei eine Lésung der Differentialgleichungen (52) 
% = W(t) k=1,2,---,m 


von folgenden Eigenschaften bekannt: 
1) Die Funktionen y,(¢) nebst ihren ersten Ableitungen sind stetig 
in einem Intervall (¢,¢,). 
2) Fiir jeden Wert von ¢ im Intervall (4¢,) liegt das Wertsystem 
iu w(t), % = u(t), «= a, 
k=1,2,---,m; o=1, 2,--+,8 
im Innern des Bereiches Y. 
3) Setzt man in der Funktionaldeterminante 
O(F,;, Fy, +++, F,,) 
Oi» Yas" **s Ym) 
0 7 Oy 9 
w=UO), R=~n O, = Hy 
so ist die entstehende Funktion von ¢ im ganzen Intervall (¢,¢,) von Null 
verschieden. 
Endlich sei t, irgend ein Wert von ¢ im Intervall (f,¢,), und es werde 





(53) Ye(to) = Bt 
gesetzt. ; 
Alsdann gibt es ein Lisungssystem 
(54) ¥, = G,(t; By, +++, Bins My ort, &, 
k= 1, 2,---, m 


von (52) von folgender Beschaffenheit: 

1) Die Funktionen G, sind samt den Ableitungen 

0G, 0G, 2G, #6, 26, 
“Ot? Oa,’ OB,’ Otda,’ OtaB, 
stetig in dem Bereich 
t<t<=i, \a,—%,| Sd, |p, — B,| Za, 

wofern die positive Grife d hinreichend klein gewihlt wird, und die 
Funktionen G, geniigen fiir alle diese Werte der Gripen t, «,, B, den 
Differentialgleichungen (52). 

2) Es ist 
(55) Gy lt; Bis -> > Bai ay *** &) = Hl) im (byt). 


Mathematische Annalen, LXIIII. 25 
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3) Fiir t=, ist 
(56) G (5 Bis +++, Bm3 %» °°» %) = By 
fiir alle ' 

o' — — 
B.— B, <d, | &g — «| < d. 

Zum Beweis lésen wir zunichst die m Gleichungen (52) auf Grund 
des erweiterten Satzes iiber implizite Funktionen, den ich in Bd. 63 dieser 
Annalen, p. 249, bewiesen habe, nach y,’,---, y,, auf. Dabei entspricht 
der dort mit © bezeichneten Punktmenge die Menge 

GC hVtShs n—HO, WHO, Ho % 
k=1,2,---,m; 6=1,2,---,8, 
welche simtliche dort von der Menge © vorausgesetzten Eigenschaften 
besitzt. 

Daher li8t sich zu jeder hinreichend kleinen positiven GréBe @ eine 
zweite, 0, angeben, derart, daB fiir jedes Wertsystem ¢, y,,---, Y,,5 %,°**, & 
in der Umgebung*) (4) der Menge 

x: ty <t<t,, x= nb), y= hy 
k=1,2,---,m; ¢6=—1, 2,---,8 
im Raum der Variabeln ¢, y,,---, ¥,,, @,»°**, @, die Gleichungen (52) eine 
und nur eine Liésung 


(57) "% = f(t, Wir ***s Umi Gr ** 2 «,) k=1,2,---,m 
besitzen, fiir welche der Punkt 
ty His ** "> Yns Hy *** Yous Gy," ty & 


in der Umgebung (g¢) der Menge © liegt. 

Die hierdurch fiir den Bereich (6), eindeutig definierten Funktionen f, 
sind in diesem Bereich stetig und besitzen stetige erste Ableitungen nach 
allen Argumenten. 

Figen wir den m Differentialgleichungen (57) noch die weiteren, 
wegen der Konstanz der GréBen «, selbstverstiindlichen Differential- 
gleichungen 


(58) to = 0 emt, 2-9 


bei, so stellen die Gleichungen (57) und (58) zusammen ein System 
von m+ s Differentialgleichungen mit den m + s unbekannten Funktionen 


Yir***» Ynys > °° *, &, dar, welehes durch das Funktionensystem 


n= %(), = thy k=1,2,---,m;o=1,2,---,8 


*) Wir sagen, ein Punkt liege in der Umgebung (0) einer Punktmenge X — 
kiirzer ,,in (6), —, wenn er in der Umgebung (6) mindestens eines Punktes der 
Menge X liegt. 
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befriedigt wird, und welches alle Voraussetzungen eines zuerst von 
Kneser*) fiir analytische Funktionen gegebenen, sodann von Lunn**) 
auf nicht-analytische Funktionen ausgedehnten Existenztheorems erfiillt, 
das man passend das ,,Einbettungstheorem“ nennen kénnte, und das un- 
mittelbar zu dem oben ausgesprochenen Satz fiihrt. 


Chicago, den 17. Dezember 1906. 


*) Lehrbuch der Variationsrechnung, § 27. 

**) Chicagoer Dissertation 1904; einen andern Beweis dieses fiir die Variations- 
rechnung fuBerst wichtigen Satzes habe ich in den Transactions of the American 
Mathematical Society, Bd. 7, p. 464 gegeben. 








Berichtigung 
zu meinem Aufsatz: ,,0. Bolza, Ein Satz tiber eindeutige Abbildung und seine An- 
wendung in der Variationsrechnung“, Bd. 63, Seite 246 ff.: 
p. 249, Z. 27 von oben: lies © statt &,* 
Z. 82 ,, » : Streiche (resp. Y), 
Z. 38 ” » ? ” (resp. den W5"* -,y,~ Raum), 
p. 250, Z. 9 von unten: lies »,,, statt o,, 
we »n 3 9» Jf stat i. 





W. Mycuer-Leseperr. 





Die Theorie der Integralgleichungen in Anwendung auf einige 
Reihenentwicklungen.*) 


Von 


Wera Myutier-Leseperr in St. Petersburg. 


Die linearen Integralgleichungen, deren Bedeutung aus der mathe- 
matischen Physik seit langem bekannt ist, sind in der letzten Zeit von 
Fredholm*™) und Hilbert***) systematisch untersucht worden. Die 
Resultate lassen sich kurz folgendermaBen zusammenfassen. 

Die inhomogene lineare Integralgleichung 


f(s) = (s) — 4, K(s,t) y( at, 


deren Kern K(s,?¢) eine in s und ¢ symmetrische, in der (st)-Ebene stetige 
Funktion ist, hat stets eine und nur eine Lisung, wenn der Parameter 4 
keine Wurzel 4“ einer gewissen transzendenten Gleichung 4(2) = 0 ist. 
Im letzteren Falle aber existiert wenigstens eine Lisung y“)(s) der homo- 
genen Integralgleichung 


y(s) = 2% [ K(s,t)y(@) at. 


Diese Funktionen ys) und die ihnen entsprechenden Werte 4“) des 
Parameters sind von Hilbert zum Kerne K(s,¢) gehérende Eigenfunktionen 
und Eigenwerte genannt worden. 

Es existiert im allgemeinen — ausgenommen den Fall, dab K(s,¢) 
als eine endliche Summe Yon Produkten darstellbar ist, deren Faktoren 
nur von je einer der Variabeln s,¢ abhiingen — eine unendliche Anzahl 
von zum selben Kerne gehérigen Eigenfunktionen, da die Gleichung 6(4) =0 
eine unendliche Anzahl von Wurzeln 


*) Auszug aus einer Inaugural-Dissertation, Gittingen 1906. 
**) Acta Mathematica Bd. 27. 
***) Gottinger Nachrichten 1904, 1905, 1906, 
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AM), 4@), 4@, .. 
hat, welche bei den oben dem Kerne auferlegten Bedingungen eine im 


Unendlichen gelegene Hiaufungsstelle haben. Die EHigenfunktionen sind 
zueinander orthogonal, d. h. es ist 


f¥(9) ws) ds = 0 oder 1, 


je nachdem h +k oder h =k ist, und kénnen zur Entwicklung einer will- 
kiirlichen Funktion f(s) in die Reihe von der Form 
Fis) = 4¥(8) + G(s) +> 
in Fourierscher Weise gebraucht werden. 
Die Bedingung, welche f(s) erfiillen muB, damit eine solche Entwick- 
lung méglich ist, lautet in der von Erh. Schmidt*) vereinfachten Form 
folgendermaBen: LaBt sich eine stetige Funktion g(s) finden, welche die 
Darstellung von f(s) in der Form 


f(s) =| K(s,t)g(t) at 


erméglicht, so ist f(s) in eine nach Eigenfunktionen fortschreitende Reihe 
entwickelbar, und die Reihe konvergiert im Intervalle a << s <b absolut 
und gleichmaBig. 

Es liegt die Frage nahe: Wie verhalten sich dieser Theorie gegeniiber 
verschiedene bisher bekannte und vielfach wntersuchte Systeme von Funk- 
tionen, welche zueinander orthogonal sind und eur Entwicklung willkiirlicher 
Funktionen benutzt werden? Ordnen sie sich der Theorie unter, und welche 
Methoden fiihren diese Unterordnung herbei? 

Die groBe Bedeutung dieser Frage ist klar. Denn ist die Zuriick- 
fiihrung auf die Integralgleichungen méglich, so hat man eine einheitliche 
Methode, um diese Entwicklungen zu behandeln. 

Hilbert hat die Theorie der Integralgleichungen auf trigonometrische 
Funktionen sin maz, cos max, Besselsche Funktionen J(xV4™), 
Legendresche Polynome P™(z) und Kugelfunktionen héherer Ordnung 
Py (x) angewandt. Die Methode, die er benutzt hat, um den Kern dieser 
Funktionen aufzustellen, beruht darauf, daB die vorgeschriebenen Funk- 
tionen Lésungen einer Differentialgleichung zweiter Ordnung 


djd 
Zo) +@+au-0 
fiir gewisse Werte 4“) des Parameters 4 sind. Diese Werte 4”) sind die 


*) Erhard Schmidt, Inaugural-Dissertation, Géttingen 1905, siehe auch Math. 
Ann. Bd. 62, S. 452. 
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zu den vorgeschriebenen Funktionen zugehérigen Eigenwerte. Die Trans- 
zendente 6(2), deren Nullstellen sie sind, wird in eindeutiger Weise aus 
der Differentialgleichung abgeleitet. 

Der gesuchte Kern ist im wesentlichen die Greensche Funktion der 
Gleichung Rd 

u 

dz (p as) + qu = 0. 

Darunter versteht man eine Liésung dieser Gleichung, welche gewisse 
Randbedingungen (dieselben wie die vorgeschriebenen Eigenfunktionen) er- 
fillt, in z und einem Parameter  symmetrisch ist, und deren Ableitung 
an der Stelle z = € den Sprung —1 aufweist. Die wirkliche Aufstellung 
einer Greenschen Funktion fiir die gegebene Differentialgleichung bietet 
aber manchmal Schwierigkeiten. Es gibt Fille, wo keine Greensche 
Funktion fir die fraglichen Randbedingungen existiert; dahin gehért z. B. 
schon der Fall der Legendreschen Polynome. Obwohl Hilbert diesen Fall 
durch eine leichte Modifikation des soeben definierten Begriffes der 
Greenschen Funktion erledigt hat, ist dennoch auch diese Modifikation 
nicht in allen Fallen anwendbar. 

Der Zweck der vorliegenden Arbeit ist, in gewissen Fiillen und eben 
dort, wo sich die Aufstellung der Greenschen Funktion als schwierig erweist, 
einen anderen Weg zur Ermittlung des Kernes der vorgeschriebenen Funk- 
tionen zu zeigen. 

Die Methode wird im ersten Kapitel an dem Beispiele der Polynome 
von Hermite*) durchgefiihrt. Diese Polynome P, (x), welche auch Tsche- 
byscheff**) betrachtet hatte, sind durch die erzeugende Funktion 


en~tha— eh ya x P,(2) 
n=0 


oder auch als Naiherungsnenner der Kettenbruchentwicklung des Integrales 


+> 
f : du 
r—wt 


definiert und besitzen die Orthogonalitiitseigenschaft im nach beiden Seiten 
hin unendlichen Intervalle: 





+2 


| e~* P(x) P(x) dz = 


0 nm 
1 n=m. 


*) Comptes Rendus t. LVIII, p. 93, 266 (1864). 
**) Mémoires de l’'Académie de St. Pétersbourg 1860. 
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Wihrend Hilbert die gewdhnliche Differertialgleichung der vor- 
geschriebenen Funktionen betrachtet, wird hier eine partielle Differential- 
gleichung, namlich die Gleichung der linearen Wirmeleitung, heran- 
gezogen. 

Ein Verfahren, dessen Idee einer Arbeit von A ppell*) entnommen ist, 
fiihrt leicht zur Integralgleichung. Als Kern von 


a 


v"(2) = 6 * P,(2) 


erscheint die Funktion 
— by ote ‘ail 
ear - die “5 (+P) +7 #8 


Ke — Wye 


wo ¢ und r zwei willkiirliche Konstanten tr < 0, ¢— 1+ < 0 sind. 
Es wird die Bedingung der Entwickelbarkeit einer Funktion f(x) in 
z 


die nach den Eigenfunktionen y")(z) =e * P,(a) fortschreitende Reihe 
untersucht, wobei die Hilbertschen Entwicklungssitze, welche fiir ein end- 
liches Intervall aufgestellt sind, auf ein unendliches Intervall tibertragen 
werden. Die Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach den Polynomen 
von Hermite fiihrt zur Lésung des Problems der Wirmeleitung in einer 
unendlichen Geraden bei vorgeschriebenem Anfangszustande. 

Im zweiten Kapitel werden nach derselben Methode gewisse Poly- 
nome Q,(x) behandelt, die von Laguerre**), Tschebyscheff***) und 
Blumenthal?) untersucht worden sind. Sie entstammen der Kettenbruch- 
entwicklung des Integrales 0 


ed 
z—uU 
und haben Orthogonalitiitseigenschaft im Intervalle — co < x < 0: 
0 


fe Q, («) Q,,(«) da = : m+n 


m=n. 
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¢ os 





Sie fiihren zur sae” bgp. 


Als Kern fiir (x) =e? Q a —_ sich die Funktion 


7 eth . Vira 
K (a, 8) = phe eI" gai MERE), 


*) Sur l’équatio —— —5=0, Journ. de Liouville, 4. sér., t. 8. 
**) Oeuvres I, p. 428. **) Mém. de St. Pétersbourg 1860. 


+) Inaugural-Dissertation, Géttingen 1898. 
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~ 
wo J die Besselsche Funktion nullter Ordnung und ¢,r zwei willkiirliche 
Konstanten ¢ < tr < 0 sind.*) 

Es wird eine Verallgemeinerung der Laguerreschen Polynome be- 
trachtet, welche in der Einfiihrung von zwei Parametern m, n besteht und 
welche auf die partielle Gleichung 

az m+iléde nds _ 0 
02* 2 on «dt 
fihrt, die von Kepinski**) untersucht worden ist. 

Im dritten Kapitel werden einige Verallgemeinerungen auf zwei 
Variable z,y gemacht, wobei die Entwicklungen nach Aggregaten von 
Produkten Hermitescher Polynome und die Wirmeleitung in einer unend- 
lichen Ebene***) zur Sprache kommen. 


Erstes Kapitel. 


§ 1. 
Durch die partielle Didiwrentiaigivichang 
oe? 
(1) Lw) = $5 — G4 =0 


wird der Wairmezustand eines homogenen, geraden, eindimensionalen Fadens 
definiert, wenn x die Linge, von irgend einem Punkte des Fadens 
gerechnet, u die Temperatur und ¢ die Zeit bedeuten. Die zu L(u) =0 
adjungierte Gleichung ist 
(2) M(v) = "+ Om. 

Die Identitat 


ie AIG * *) dt+ uvda| 


ist ein ‘Specialfall der folgenden i Formel 


oP 
Sz ewe 
A (s 


wo P, Q Funktionen von z,¢ bedeuten, und das zweifache Integral iiber 
einen Bereich A in der (z,t)-Ebene, das einfache Integral tiber die Be- 
randung S von A im positiven Sinne zu erstrecken ist. 

Sind u, vo resp. Lésungen der Gleichungen (1), (2), so folgt aus (3) 


(4) Jt ce — uc’) dt +uvdz|—0 
( 





*) Die bisher genannten beiden Klassen von Funktionen fiihrt auch Stekloff 
(Crelles Journal, Bd. 125) an. **) Math. Annalen Bd. 61 (1905). 
***) Vergl. Lacour, Annales de Toulouse IX, 1895. 
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Als Bereich wahlen wir zuniichst ein Rechteck, welches durch die 
Geraden =x’, r=", t=t,, t=t, (LL <t,<0) begrenzt wird und 
welches nachher, indem wir xz” unendlich wachsen, x’ unendlich abnehmen 
lassen, zu einem unendlichen Streifen gemacht wird. 

Es sei u = f(x, #) eine solche Liésung der Gleichung (1), welche samt 
ihrer ersten Ableitung gf fiir alle ¢ und fiir alle endlichen z im gegebenen 
Bereiche endlich ist, im Unendlichen sich aber so verhilt, daB identisch 
in ¢ fiir irgend welches positive k* 
ss lim (f(a, )e~**),240 = 0, lim (f(@, fe~**),--. = 0 
ist. 

Als Lésung vo der adjungierten —— sei die Funktion 

- 
Sa . 
. 2V¥xVr—t 
gewahlt, welche zwei willkiirliche Parameter t und & enthiilt: € kann alle 
Werte im Intervalle — co <<§<+ oo annehmen, rt sei durch die Be- 
dingung t >, beschrinkt. Es ist dann 


[“se—*Gab-.--° [*5e-°Gah-. 
und die Formel (4) gibt 
fuet)o@tde— fu(a,t) 0(a4) ae. 


Das heiBt: das Integral 


+7 + 0 _@- & 
(5) fu@bowpaz = {fet ayeyeai® , Me=9 dx 
ist von ¢ unabhingig, solange ¢<r bleibt. Wir wollen den Grenzwert 
dieses Integrales fiir ¢=— + finden. Zu dem Zwecke fihren wir die neue 
Integrationsvariable w durch die Gleichung « — § = — 2wYVr—tein. Wenn 
wir im Integral (5) fiir einen Augenblick die Grenzen 2 und 2” sein 
lassen, so transformiert sich (5) in 





2”"—§ 
_2Ve-t 
_ f(t —2wVe—4, t—(e—-#)) e-“ dw. 
1t Va 
- 2Vent 


Wir lassen t—¢=—0 und zugleich z= — oo, 2” = +00 werden. 
Bei einem festen § (—00 <§ < + oc) ist (2 —E)wo40>0, (a —§)y 2-0 <0. 
Die Grenzen werden also — oo, + oo und es ist 
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-5 . 


lim (res, aya ea = 6 te 9 az) = f(é, ) {jgoe ae =f (&, 1). 


Infolge der Unabhingigkeit des Integrales (5) von ¢ ist somit bewiesen, 
daB fiir jedes ¢< rt 


(2-5? 
6) sroox ez de = 169) 
gilt. 
§ 2. 

Wir werden die Formel (6) auf besondere Lésungen der Gleichung (1) 
anwenden, nimlich auf polynomische Lésungen V,(z,¢), welche homogen 
in x und Vt sind. Zuniichst sei einiges tiber diese Polynome voraus- 
geschickt. 


Die V,(z,¢) kénnen mittels der Methode der unbestimmten Koef- 
fizienten erhalten werden. Indem man 


u = a,2"+ a,_,2"-*Vt+-+-+a,2(Vt)-*+ a(Vt | 
setzt und in die Gleichung (1) eintrigt, bekommt man eine rekurrente 
Beziehung fiir die Koeffizienten a,. Dieselben Polynome werden als 
Koeffizienten der Entwicklung 


(7) ester SOV, (st) 


erhalten. Da e**+@* bei jedem Werte der Konstanten a die Gleichung (1) 
befriedigt, so befriedigen auch V, (a, ¢) dieselbe Gleichung. 
Durch den Ansatz 


V,(2,#) = (-#)* P,(-> 75) 
wird man auf Polynome P, von einer Variabeln § = — — gefiihrt, 


2y—¢t 
welche in € der gewdhnlichen Differentialgleichung 


a*P,(@) aP,® 
air — 284 + 2 PG) = 0 


geniigen. P, sind diejenigen Polynome, welche Hermite*) und Tscheby- 
scheff**) untersucht haben. Hermite hat sie fiir mehrere Variable durch - 
ihre erzeugende Funktion e~9@+*,7+%,-) definiert, wo m eine positiv’ 


*) Comptes Rendus, t. LVIII, p. 93, 266 (1864). 
**) Mém. de l’Acad. de St. Pétersbourg 1860. 
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definite quadratische Form ist. Fiir eine Variable reduziert sich e~% auf 
e~@+, und die Polynome P, werden durch die Entwicklung 


e~ (+h? = e-# P P,() x 


definiert, was mit (7) fir h=a/—t, 2=— - = iibereinstimmt. 
Hermite hat auch die Rekursionsformel 
Piait 222, + 2nP,_,=0 


aufgestellt, aus welcher folgt, daB P,(z) der n® Niherungsnenner des 
Kettenbruches 


(8) = 


ist. AuBerdem hat Hermite die Integraleigenschaften 


+0 


wa 0 man 
Je Pi) Pa()42—sievz mae 


angegeben. 
Dieselben Polynome hat auch Tschebyscheff als Beispiel betrachtet, 

indem er von Interpolationsfragen ausging. Die P, sind bei ihm als 

Niherungsnenner der Kettenbruchentwicklung des Integrals 


+s 
-w 
e 
f. du 
/ «—u 


definiert, was mit (8) tibereinstimmt. 


Da die Polynome V,, (x, t) = (—?#)* P, (-; =r den von f(z,?) im 
§ 1 verlangten Bedingungen geniigen, so wenden wir auf sie die Formel (6) 
an. Sie gibt 


+2 


i we _(e- 
».-Se)- =: [2Sante oO" de. 


(—1)*° 





Fiihren wir durch die Gleichungen — $ = 


zx 
’s, --— =f neue 
sy¥—- °* sy—# 


Variable s,r ein, so folgt 


+2 


a Ts (sV¥—e-ry-2)* 
Ps) = V (5) * [20 TA of 
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sg? 
und nach Multiplikation mit e ? 
+e 


é cham e — t+t 2Vit 
-— t\" _ am f —— (g? 4 7?) + sr 
©) Pa VO fot ry VA aaron Ee ay 





s? 
Es erscheinen also die Funktionen w™(s)=e * P,(s) als die zum 
symmetrischen Kerne a 
_Y-t Pn eee - 
Vz Vr—t 


gehirigen Eigenfunktionen, denen die Eigenwerte 1 — (=) entsprechen. 

Der Kern sowie die Eigenwerte enthalten zwei willkiirliche Para- 
meter ¢ und t, welche den Bedingungen rt < 0, ¢ — tr < 0 geniigen miissen. 
Die Eigenfunktionen und der Kern erfiillen dieselben Randbedingungen: 
sie verschwinden fiir s+ oo. Die Eigenwerte wachsen mit wachsen- 
dem  iiber alle Grenzen und hiaufen sich im Unendlichen. 





(10) K(s,r) = 


§ 3. 

Die Hilbertschen Entwicklungssiitze diirfen trotz des unendlichen 
Intervalles angewandt werden. Wir zeigen das, indem wir uns der Ein- 
fachheit halber auf die Darstellung von Schmidt beziehen. 

Die Méglichkeit der Entwicklung willkiirlicher Funktionen ist durch 
den folgenden Satz*) ausgedriickt: Jede stetige Funktion g(s), welche mit 
Hilfe einer stetigen Funktion p(s) in der Form 


9(s) =f K(s,t)p(@) at 


dargestellt werden kann, laBt sich in die nach den Eigenfunktionen y”)(s) 
von K(s,¢) fortschreitende Reihe 


9(8) = ¢,¥'(8) + ys) +--- 
entwickeln, wo die Koeffizienten c, in Fourierscher Weise bestimmt werden. 
Die Reihe konvergiert fir a<s <b absolut und gleichmibig. 
Die Aufstellung dieses Satzes beruht 1) auf der Voraussetzung, dab 


der Kern K(s, ¢) eine im Gebiete a<s<b, a<t<b nach s integrable 
Funktion ist, fiir welche die Ungleichung 


b 
{ (Ko,0)'ds < A = const. 


*) E. Schmidt, Dissertation § 9; Math. Ann. Bd. 62, 8. 452. 
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fir a<t<b gilt; 2) auf einem Konvergenzsatze*), welcher besagt: Hat 
K(s, t) die oben angegebenen Eigenschaften und ist p(s) eine im Gebiete 
a<s<b stetige Funktion, so konvergiert die Reihe 


) b’ b 
> [ or) vn) ar - [ K(s,4) ¥(s) ds 
v=la a 
fir a<t<b absolut und gleichmibig. 


Die Forderung fiir den Kern ist in unserem Falle im Gebiete 
—coo<lti<+ov erfillt. Es ist 


+2 


+2 = 
ttt. "ett 2, 4Vie L: tt. 
(K (a, §))* dx = ce™-! gut et eater, 
—o - 





t—t 


was infolge der Bedingung s4t~9 fir —coo<§<+oco kleiner als 
die konstante GréBe c’ bleibt. 

Der erwihnte Konvergenzsatz bleibt zwar im allgemeinen nicht in 
unverinderter Form bestehen, da fiir ein unendliches Intervall die Stetig- 
keit von p(x) allein nicht ausreicht. Er modifiziert sich aber dahin, 
daB die Integrabilitat von p(«) und von p?(x) im Intervalle —co<xz<+oco 
verlangt werden muB. 





2 
Somit lautet der Entwicklungssatz, fir die Funktionen e ? P,(s) fol- 


gendermaBen: Jede im Intervalle — co <s<+ oo stetige Funktion g(s), 
welche mit Hilfe einer stetigen und im Intervalle —co <s<+ co inte- 
grablen Funktion p(s), deren Quadrat auch in demselben Intervalle inte- 
grabel ist, in der Form 


9(8) =,[ K(s,r)p(r) dr 


dargestellt werden kann, wo K(s,1r) irgend einer aus der zweiparametrigen 
Schar (10) von Kernen ist, lipt sich in die in Fouriers Weise gebildete 
Reihe 


° 2 
9(8) = > ee * P,(s) 
n=1 
entwickeln, wo die P,(s) Polynome von Hermite sind. Die Reihe konvergiert 
fir —co<s<+ co absolut und gleichméfig. 
Dieser allgemein fiir jede Integralgleichung mit unendlichen Grenzen 


*) Schmidt § 2. 
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geltende Entwicklungssatz ]aBt sich in unserem Falle durch einen anderen, 
bequemeren ersetzen. Zu diesem Zwecke soll die inhomogene Glei- 
chung L(u) = (a, t) betrachtet werden. 


§ 4. 
Wir bezeichnen durch f(z, ¢) eine Liésung der inhomogenen Gleichung 
(11) Lif) = 54 —F- 9,0, 


dx* ot 
die samt ihrer ersten Ableitung sf im Gebiete — co << r< +00, —co<t<0 
endlich und stetig bleibt; v sei dieselbe Lésung der Gleichung M(v) = 0, 
die im § 1 betrachtet war. Die Greensche Formel gibt 
+o t, t 


J froin —rmw atas — foe pep ae + f vetzas, 


—ot, 
wo die Integration tiber den Streifen —coo<a< +00, t, <t<t, (4.<14<0) 
zu erstrecken ist. 
Infolge der tiber f(z,¢) gemachten Voraussetzungen ist 
of Oup=t+e 
[° bs Ta =o. 


Wir lassen 4 gegen — oo abnehmen; dann ist auch [fv],-,--.= 0. 
t, lassen wir gegen den Wert rt des Parameters konvergieren; es folgt 


Si ) 


—-ao-—o /&=t 


a 
. 


‘ 


v p(a,t)dtdz = — im ( re, t,) v(a@,t,) dz 


Indem wir den Grenziibergang in derselben Weise wie im § 1 machen, 
bekommen wir 


+o ¢ ’ ep 
(12) fg, o--f fowratae 4-9) dtdz. 


Durch diese Formel ist die den oben erwiihnten Bedingungen unter- 
worfene Lisung der Gleichung L(f) = p (a, t) ausgedriickt.*) 

Wir kehren zu den Betrachtungen iiber die Entwicklung der Funk- 
tionen nach Hermiteschen Polynomen zuriick. 





*) Siehe die Bemerkung am Ende des Kapitels, 
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§ 5. 
Die Integralgleichung (9), welche identisch in ¢ und rt fiir jedes t<r 


gilt, kann, nach Multiplikation mit (—f) ? cg (n = 1, 2,3,---), auf 
beiden Seiten nach ¢ zwischen den Grenzen —oo bis t integriert werden. 
Es ergibt sich 


+ / hd 
ot a t+t re 
e P= fe ‘2.0 SS ttl “ata 





Die von einem Parameter tr abhiangige, in s und r symmetrische 
Funktion 


T 





; ‘ 
ett (ayy Vit ,, 


1 ___ g(e=9) tt dt 


E90, 9) < | IW 


kann also als Kern von e— 2 P,(s) betrachtet werden, wobei als neuer 
Eigenwert der Wert 1” = > genommen werden muBb. 
Die Bedingung der Entwickelbarkeit einer Funktion g(s) nach den 
rm 
Funktionen y”)(s) =e * P,(s) ist also nach § 3 die folgende: Es soll 
eine im Gebiete — co < s << + oo stetige und integrierbare Funktion p(s) 


existieren, deren Quadrat p*(s) in demselben Gebiete integrierbar ist, so 
daB fiir — co <s<+ oo die Darstellung 


+0 
(13) (8) = J K*(r, 8) pe) ar 
a 
gilt. Wir multiplizieren (13) auf beiden Seiten mit e?, fiihren statt s 


und r neue Variable = 2/—rs und £ =2/—tr ein und bezeichnen 
x? Se 

8 of _ 2. y= & * : 

e § (T= -) durch g*(x,t), e ** (=) durch p*(§, 7). Dann ist 


-3 
p* (& t) 1 -{ tt 
(14) g*(«, t) fee 2yzV Vent e c \dtdé. 


Ziehen wir die Formel (12) heran und vergleichen sie mit (14), so sehen 
wir, daB eine solche Darstellung von g*(x,1) erhalten wird, wenn 


0% g* (é, ’ 
1 (G1) — LG) — 2F 9 _ #9 











400 W. Myuier-Leseverr. 
ist. Eine leichte Rechnung gibt weiter 


(15) p(r) = — 4 [e+ Ar) 9]. 


AuBerdem haben wir zu beachten, daB die Formel (12) nur fir 


solche Funktionen f(z, ¢) gilt, welche die im § 4 gegebenen Bedingungen 
erfiillen. Indem wir die Forderung der Existenz von 


+2 +2 
Sr@)ar,  fr(rar 
und die Gestalt (15) von p(r) in Betracht ziehen, gelangen wir zu fol- 
gendem Resultate: 

Jede im Gebiete — co <s <+ co samt ihren zwei ersten Ableitungen 
endliche und stetige Funktion g(s), welche fiir s = + co von hoherer als 
dritter Ordnung verschwindet, fiir welche also 

lim (s*9(s)),-+2 = 0 
ist, kann in diesem Gebiete in die in Fourierscher Weise gebildete Reihe 


ria 
9(3) — Sa,e * P,(s) 
entwickelt werden. Die Reihe konvergiert absolut und gleichmifig. 


g 6. 


Wir bemerken, daB jeder Kern der zweiparametrigen Schar (10) aus 
zwei Kernen derselben Schar zusammengesetzt ist, denn es gilt die Relation 


+00 
J KG *»(s, u) Ka (u, r) du = K(tsst1) (s, r), 


die leicht verifiziert werden kann. 


§ 7. 

Mit Hilfe der Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach den Poly- 
nomen von Hermite kann man das folgende Problem der Wérmeleitung 
lésen: Es sei zur Zeit t= + (tr >) der Temperaturzustand f(x) eines un- 
endlich diinnen und nach beiden Seiten hin unendlich langen Stabes gegeben; 
zu finden sei sein Temperaturzustand fiir irgend einen spiiteren Moment 
t> rt. 

Die fiir jeden Wert von z(—co<x<+oo) und fiir jedes t >t kon- 
vergente Reihe 
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n+1 


(18) (1) = S'aP,(— 32) (7) * 

- a= 

(17) a, =f f(—2V< &) P(e dé 

ist, gibt die Lisung des Problems, d. h. geniigt der Gleichung “% —°% — 0 


der linearen Wiirmeleitung und wird fiir t =+ der vorgegebenen Funktion 
f(x) gleich. 

Beweis. Die vorgegebene Funktion f(x) sei derart, dab die Funktion 
f(x)e* die Entwicklung nach den Polynomen P,(x) von Hermite gestattet. 
Wir fiihren statt x in f(x) das Argument — 2/2 ein, wo t den Moment 


des Temperaturzustandes f(x) angibt, und wir entwickeln f(— 2Vr2) e* 
wie folgt: 


(18) f(-2Vex)e* = >'a,P,(2). 


Der Entwicklungskoeffizient a, hingt vont ab und wird nach der Formel (17) 

bestimmt. Die Reihe konvergiert fir —co<2<+oco. Wir kénnen, 

ohne die Konvergenz zu zerstéren, das Argument x in P,(x) durch _ 

ersetzen, wo ¢ einen positiven Parameter bedeutet, und jedes Glied der 
n+t 


Reihe mit dem entsprechenden (+) ° multiplizieren, da + <1 ist. 
a 


Multiplizieren wir auBerdem die ganze Reihe mite “', was fiir kein x 
und keine zu betrachtenden Werte von ¢ unendlich wird, so bekommen 
wir die fir —coo<xr<+oo, 0<1<t konvergente Reihe (16). Die 


Funktion g(z, ¢) ist eine Lésung der Gleichung (1) rs a =0, da 


(x,t) von der Form ¢,u, + Gu, +--- ist, wo 
_ att he ee 
a — <2) at 

ty »(—s)* 


eine Partikularlésung der Gleichung (1) ist. 
Fiir ¢ =r reduziert sich p(x, t) auf 


ros Bata) © 


was nach (18) mit f(x) tibereinstimmt. 


Mathematische Annalen. LXIIII. 26 
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Bemerkung. Die Formel (16) ist nichts anderes als eine Um- 
gestaltung der bekannten Fourierschen Lisung 


* (z-& 
a os ~ 4-2) ge 
Q(z, t) watr= | tt t)e dg 


des Problems, wovon man sich tiberzeugt, indem man in (18) die Werte (17) 
einsetzt und vom Satze*) tiber die Entwicklung des Kernes: 


() 7 (™) ( 
K(a,& “2. ce e 


Gebrauch macht. 

Bemerkung zu § 4. Die im § 4 gewonnene Darstellung (12) der 
Lésung f(z, 7?) der Gleichung (11) kann dadurch spezialisiert werden, daB 
die gesuchte Lisung von der Form f(z, ¢t) = X(x) T(t) und zugleich 
(x,t) von der Form o(z,t) = g(x)T(t) vorausgesetzt wird. Das Ein- 
tragen von diesen Werten in die Gleichung (11) gibt 7(¢) =e’, und fiir 
X(z) ergibt sich die gewéhnliche Differentialgleichung 


(11’) X” — X = (2). 
Wenden wir die allgemeine Formel (12) an, so folgt 
+e t 


< (2-5? 
e* X(&) = f( [tata e “(e-1) i) p(x) dz. 


Indem wir die Substitution ¥s—t—« machen und a@ als neue Integrations- 
variable einfiihren, haben wir 


t 


(z— 57 P _— — 5 da 
ie e 4(r-9 dit = é-e eS - 
¢ aes “ Vz 


—@ 0 


Das letzte Integral liBt sich nach der bekannten Formel berechnen: 


2 ‘-a-£ 
— € @ da = e- *4, 
Vz, 
0 


x—§ 
2 


x 

‘ (2-5? 

~— ia de 1 e-l2-Fl ge, 
, yz ? 





genommen werden: 


*) E. Schmidt, Diss. §. 12; Math. Aun. Bd. 62, 8. 449. 
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Somit gelangen wir zu folgender Darstellung des im Gebiete —oo <r<+ 00 
endlichen Integrales X(x) der Gleichung (11’): 


X@)=— f bel gia)az. 


Wir bemerken, daB dies nichts anderes ist als die Hilbertsche Darstellung 
mittels der Greenschen Funktion. : e~'*-§| ist als Greensche Funktion 


des Differentialausdruckes L(u) = u” — u (fiir die dort mit V bezeichnete 
Randbedingung) auch von Hilbert*) angegeben worden. 


Zweites Kapitel. 


Den Gegenstand dieses Kapitels bildet die Untersuchung der Ent- 
wickelbarkeit willkiirlicher Funktionen nach gewissen Polynomen Q,(z), 
welche besonders von Laguerre betrachtet worden sind. 


§ 8. 

Die Differentialgleichung der Wirmeleitung in einem Kreiszylinder 
ist in den Koordinaten 9, m, z, wo @ den Abstand von der Achse des 
Zylinders, m das Azimut und ¢ die Héhe bedeutet, die folgende: 

éu (aw, 1 dw, 1 Oe, Btw 
at * (ap ty oe t ot Gy t oe)” 
Bei der Voraussetzung, daB die Temperatur « nur vom Abstande g@ von 
der Achse abhingt, daB ferner 9? = 7 und k = + ist, bekommen wir die 
Gleichung 


a2 
(1) L(u) = S444 Se _ 3 Ow Lo, 


x Ox 2 Ot 
mit welcher wir uns im folgenden beschiiftigen werden. 


Wir suchen zuniichst Polynome W,(z,?), homogen in z und ¢, die 
der Gleichung (1) geniigen. Setzen wir 


u= W,(2,t)=—a,a"+a,_,a-t+---+ at", 
so folgt aus (1) die rekurrente Beziehung 
(n—k)a,_,— (k+1)a,_,_, = 90 k=0,1,--.n—1 
fiir a,; dadurch sind die Polynome bis auf einen konstanten Faktor 
bestimmt. Setzen wir W,(z, t) = ?"Q, (=), so ergibt sich aus (1) die 
gewohnliche Differentialgleichung fiir die Polynome Q,(z): 





*) Gdttinger Nachrichten 1904, p. 219. 
26° 














W. Myccer-Leseperr. 


a d 
2 5% + (14s) ——ng,-0 ao 


Q,, sind die sogenannten Laguerreschen Polynome. 
Laguerre*) hat sie zuerst als Niherungsnenner der Kettenbruchent- 
wicklung des Integrals 


0 


f é du 
zr—t 


definiert, ihre Differentialgleichung und ihre Orthogonaleigenschaften 


fe Q, (x) Q,,(x) dx =! adem 


nun=m 


aufgestellt. Alle diese Eigenschaften der Polynome Q, wurden auch von 
Tschebyscheff**) angegeben. Wir werden von der partiellen Glei- 
chung (1) ausgehen. 


§ 9. 

Es sei u(x,t) eine solche Liésung der Gleichung (1), welche samt 
ihrer ersten Ableitung *“ im Gebiete x >0, ¢ <0 fiir endliche endlich 
und stetig ist; fir z= co seien die Bedingungen 

lim (u(x, e~**), 2 = 0, lim (3° 4 e~ on = 0, 


zr=2 


wo k* eine positive Konstante ist, identisch fiir alle ¢ erfiillt. 
Als Lisung v(x, ¢) der zu oes adjungierten Gleichung 
1 1 @ 
Me) = 55 x i e+e nt wen 
sei die Funktion 


r+s 
(2) o(2,t)——"—e I (2% Yet) 


gewahlt, wo € und rt zwei Konstanten £>0, r<0 sind und J(z) die 
nullte Besselsche Funktion bedeutet. Im zu untersuchenden Bereiche x > 0, 
t—1r<0 (t<0) ist v(x, t) endlich und stetig. 

Fir z = 0. ist 





~ 


men, (2). = G2) ie 


*) Oeuvres I, p. 428. 
**) Mémoires de l’'Académie des Sciences de St. Pétersbourg 1860. 
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Fiir z= co gilt die angeniaherte Darstellung 


8-7 
ie on VVC 


wovon man sich iiberzeugt, wenn man die asymptotische Darstellung von 
J(x) fir groBe Werte von x 


J(2iVz)~ 


beachtet. Die Greensche Formel 


JJieueo—amonatan= f[(e (oo*—uZ2 + = ue) dt+—uvdz, 


(A) 





—< 


wo sich das zweifache Integral auf einen Bereich A in der (xt)- Ebene, 
das einfache auf dessen Kontur S bezieht, gibt, wenn wir unter u und v 
die oben erwahnten Funktionen verstehen, 


(3) [lege — “get Zur) att 5 weds =. 

(S) 
Als Integrationsbereich wihlen wir ein Rechteck, welches durch die Ge- 
raden «=0, c—a’>, t=t, <1, t=—t,(r>t,>t,) begrenzt ist und 
welches nachher, wenn wir z’ unendlich wachsen lassen, zu einem unend- 
lichen Streifen wird. Die Formel (3) gibt 


fies: ue + bela fle wey dt = 0. 


ev 


Cx 


Es sei 7’ = 00; »v ist so gewihlt, daB Ge _ 


- ~uol_. verschwindet. 
Es ergibt sich also 


o J le velae—f [= ve] 2e. 


Wir wollen den Wert dieses Integrales fiir #1 berechnen. Fiir sehr 
kleines tr — ¢ ist asymptotisch 


- a 
sabia nV Ve 


fi woae— Je (Vio a u(z, t) Ween 





und 
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Fihren wir die neue Integrationsvariable s durch die Gleichung 


-s... 
Vr—t 
ein, so ist 
V2 -Ve 
2 Vr-e 
if qucds = ro ((VE+sVr—t)', r—(e—#)) ds 


° 
- ee 
Lassen wir ¢=r und z’ =oo werden, so bekommen wir 


lim( = uodr) = i whe) fora = u(&, 7). 
0 -* 


Wegen (4) ist also fiir jedes t<r 


Le 
2+ 


(5) u(é,t) = u(x, t) = ne ‘J (2i Vet) ay 


Durch diese Formel, welche in einer etwas veriinderten Form von 
Kepinski*) gegeben ist, ist eine samt ihrer Ableitung =“ im Quadranten 


2 >0, t<0 endliche und stetige oder fiir x = co in der angegebenen Weise 
unendlich werdende Lisung der Gleichung (1) dargestellt. 


§ 10. 
Die Formel (5) gibt in Anwendung auf W,,(z, ¢) 


oy oe 9-% ot (25 ) V8) ae, 
oder, wenn wir W,(z,?¢) durch ?"Q, (=) ersetzen, 


=, fee) tae ae Ya 


Fiihren wir neue Variable = =f, 5 = sein, und beachten wir, dab t<0 
ist, so ergibt sich schlieBlich die Formel 





*) Mathematische Annalen Bd. 61, 1905. 
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(6) 0) = (1) fe Qu(r) gg HH” (a5 VEE) a, 


welche identisch fiir alle r<0, t<r und fir alle s im Gebiete 
— co <s<0 gilt. 


Die Integralgleichung (6) zeigt, daB die Funktionen e* Q,(s), die zwm 
symmetrischen, mit zwei Parametern t, « behafteten Kerne 


K(s,r) =~ € re=5" *? 7 (24 yore) 
gehirigen Eigenfunktionen sind, wobei die entsprechenden Kigenwerte i = (—)" 
sind. Infolge der Bedingung t<1+<0 hiiufen sich die Eigenwerte im 


Unendlichen. Aus (6) folgen in gewéhnlicher Weise die von Laguerre 
angegebenen Orthogonaleigenschaften 


0 
g 3 0 
fel) Qaas— ATM 


§ 11. 


Der allgemeine Satz des § 3 tiber die Entwicklung willkiirlicher 
Funktionen kann hier ohne Anderung wiederholt werden, da der Kern 
die Bedingung 


0 
{ (Ke, nar <A fir —c0 Ss <0 


erfillt. Der Satz laBt sich bequemer aussprechen, wenn wir die inhomogene 
Gleichung L(u) = p(x, ¢) in Betracht ziehen. Es sei f(x, ¢) die Liésung 
der Gleichung 

2 6° 1 2 1 @ 

(7) L(u) = oat a z te oh at _ 9(x, t), 

welche im Gebiete x>0, ¢<0 samt ihrer Ableitung i endlich und 


stetig bleibt. Durch die Formel (2) sei die zu betrachtende Lisung der 
Gleichung M(v) = 0 gegeben. 

Die Greensche Formel, auf den Bereich OC roo, 4 <t<4 
(t,<1r<0) angewandt, gibt 


J ficr-amconeeae- fl oot — utes two] vats fz v] nae. 


4 
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Da u und v so beschaffen sind, dab 


Ou év 1 =o 
"ss “ia ts uel 
verschwindet, so folgt 


f fev. t)dtdx fii uo | ide. 


0 4 


Wir lassen ¢, gegen — o und ¢, gegen t konvergieren. Dann ist 


und nach § 3 


lim (f2 wodz) = u(&,t). 


0 


Wir bekommen die folgende fiir § >0, t <0 giiltige Darstellung der den 
oben gegebenen Bedingungen unterworfenen Lisung u(x,t) der Gleichung (7): 


(8) u(§,t)= Sf fret ) —e = ty (2i ye) dtdz. 


§ 12. 


Die in allen ¢< 1 identische Gleichung (6) kann nach beiderseitiger 
Multiplikation mit ¢"-' (n=1,2,3,---) nach ¢ zwischen den Grenzen 
— oo, t integriert werden: 


0 


a 2. @n-—n fee ofc Lea ie 5 ows I (2% j Lise) dtdr, 


woraus folgt, daB die in s und r symmetrische, von einem Parameter rt 
abhingige Funktion 


t 


t+ 
Ke)—— [Ae 2(r— a 9(95 Vicor’) dt 


als Kern der Funktionen y(s) = e? Q,(s) genommen werden kann, wenn 
entsprechender Eigenwert 4) = n gilt. 


Die Bedingung der Entwickelbarkeit einer willkirlichen Funktion g(s) 


in die nach den Funktionen y)(s) = ¢? Q,(s) fortschreitende Reihe lautet 
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demnach: Es muB eine im Gebiete — co <s<0 integrierbare Funktion 
p(s) existieren, deren Quadrat p*(s) in demselben Gebiete integrierbar ist, 
so daB die Darstellung 


0 
(8) =f K*(s,r)p(r) ar 
gilt. Fiihren wir neue Variable s = +, r= 4 ein und bezeichnen wir 


= § 
d'g(7) durch g*(x, ¢) und — durch p*(§, 1), so folgt 


re, =f fae 1 y(9i VE) 9 aya, 


Der Vergleich dieser Formel mit der Formel (8) gibt 





vr) =r" (7) + 2rtl)g'”) + (Fr +4) 90. 


Ziehen wir diese Formel zusammen mit der Forderung der Existenz der 


Integrale e : 
Seejar,  Jv(@)ar 


in Betracht, so ergibt sich das Resultat: 

Jede samt ihren zwei ersten Ableitungen im Gebiete —cols<0 
endliche und stetige Funktion g(s), welche fiir s=— co von hioherer als 
zweiter Ordnung verschwindet, fiir welche also 

lim (s*g(s)),-<-« = 0 


ist, léBt sich in diesem Gebiete in die Reihe 
9(s) =>) a,e* Q,(8) 
1 


entwickeln. Die Reihe konvergiert absolut und gleichmifig.*) 

*) Die Funktion f(s) = s'~?, 0<p <> welche 0. Blumenthal (Inaugural- 
Dissertation, Gittingen 1898) als Beispiel einer Funktion angibt, die keine Entwick- 
lung von der Form Sa, Q,(s) gestattet, geniigt unseren Bedingungen fiir die Még- 
lichkeit der Entwicklung nicht, da schon die erste Ableitung dieser Funktion an der 
Stelle s=0 unendlich wird. 








W. Myurer-Leseperr. 


§ 13. 
Die Polynome @Q,(z) von Laguerre kénnen in folgender Weise ver- 
allgemeinert werden. Wir fihren in die Koeffizienten der partiellen Glei- 


chung (1) zwei von Null verschiedene Konstanten m und / ein, so dab 
die Gleichung die Gestalt*) 


, m+1 du l ou 
(9) L(u) =S% + z —-->+ 37°? 
annimm<t. 

Wir fragen nach der Existenz polynomischer Lésungen W,,(z, ¢) von 
(9), die homogen in z und ¢ sind. Der Ansatz 
u = W, (a, t) =a,a"+a,_,a"-'t+---+ ayt" 

fiihrt zur rekurrenten Beziehung 

(n—k)(m+n—k)a,_,—U(k+1)a,_,_, =0 k=0,1,--n—1 
fiir a; Die Bestimmung der Koeffizienten ist also immer méglich und 
die polynomischen Liésungen existieren, wenn m + —1, —2, —3,--- ist. 
Setzen wir W, (x,t) =¢"Q°” (7) , so folgt aus (9) die gewéhnliche Dif- 
ferentialgleichung fir Q°”’ (2) 


a i,m) 4m) (y 
2- wn! + (m+ 1412) = = ng) = 


welche fiir m0, 1—1 in die Laguerresche Differentialgleichung tibergeht. 

Der Fall m>0, 71> 0 laBt sich in derselben Weise behandeln, wie 
es fir den Fall der eigentlichen Laguerreschen Polynome geschah. Es 
sei u(x, ?) eine Lésung der Gleichung (9), die mit ihrer ersten Ableitung 
im Gebiete x >0, ¢t< 0 fiir endliche x endlich und stetig ist und fiir 
z=co die Bedingungen 


lim (u(z, He" *)ren = 0, lim 5" 7 « 0 
identisch in ¢ erfillt. Die zu (9) adjungierte Gleichung 


Mr) = 2% att ey ey ate ini 


x x ot 





wird durch die Funktion 


r+é — 
o(2,)=4 (7) 20° g(a V2) &>0, r<0) 


T 


*) In dieser Form wird die Gleichung von Kepinski, Math. Ann. Bd. 61, betrachtet. 
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befriedigt, wo J™ die Besselsche Funktion mit dem Index m bedeutet. 
Die Greensche Formel 


, l 
ffx —uM(v)] dtdz =/{¢ fey 28 - art uv) dt+—uvdz], 
) 


auf den Bereich s >0, ¢< 0 angewandt, gibt 


1 
(10) if (e wo de -f{; [= ue] _ ae ’ 


wo ¢,, 4 irgend welche Werte ¢, <r, t, <r sind. 
Der Grenzwert des Integrales 


tf Luvdae 
x 
0 


fiir tr ist u(&,r) und wegen (10) ist fiir jedes t<r 


@ m 


ue) = f uz,t) 4 (2) 4 "= gm (20 V8) ae 
: 


Diese Darstellung gilt fiir jede Lisung der Gleichung (9), welche die oben 
erwihnten Bedingungen erfiillt. 
Speziell gilt sie fiir Polynome W,,(2, ¢) und fiihrt zur Integralgleichung 


(11) a a ; ge” (s) 


0 


me ae - 0”) 5 ss senate  yn( 23 ja Vier dr 
*) i 


Die Funktionen 





r< 0, t—r<0. 


¥(s) = 8? e * Qh" (s) 
sind die Eigenfunktionen des Kernes 


m 


K(s,r) = xi (3)" i Sea5 7 CF”) Tm ™(2il yee) 





t t—t 
mit den sugehirigen Eigenwerten 1 = (4)’. 
Aus (11) folgen die Orthogonalititseigenschaften der normierten 
Polynome Q” (s): 











412 W. Mytier-Leseverr. 


0 


0 nn’ 
_m is i,m) (2, m) 
fs e* ”(s) & (S)\ds—=, yaw’ 


und die Méglichkeit der Entwicklung willkiirlicher Funktionen nach den 
Polynomen ge” , welche sich fahnlich wie im Falle der eigentlichen 
Laguerreschen Polynome untersuchen 1JaBt. 


Drittes Kapitel. 


$14. 


Wir gehen dazu iiber, die Resultate des ersten Kapitels, betreffend 
die Polynome P,(z) von Hermite, auf den Fall von zwei Variablen x,y 
auszudehnen. 
Es sei wie friher im Kapitel I, § 2 durch V,(z,#) die in « und Vt 
vom »" Grade homogene, — Lésung der Gleichung 
c*u 
dz* 0 
bezeichnet. Fiir jedes x(— co < x< +c) und fiir jedes ¢> ¢, ergab sich 
(Kap. I) die folgende Darstellung 


cv“ 0 


+o 


(e-§) 

f a a — 4(t—4,) 

V,, (a, t) aye laf V,(&, te dé. 
Es sei im folgenden iiberall vorausgesetzt, daB ¢ und ¢, negativ sind. 
Wir schreiben die analoge Formel fiir V,,(y, ¢). Durch Multiplikation 
dieser beiden Formeln ergibt sich die folgende: 
+o +0 
. (2-5? +y— nf 


(1) Vi) Vay, ) = 3% af fe rwne +e) dédn. 


Das in z, y und V# vom n +m" Grade homogene Polynom V,(z, ¢) V,,(y, ¢) 
geniigt der Differentialgleichung der Warmeleitung in zwei Dimensionen 


atu ou 
dz? * dy? dt 0. 


Fiir das allgemeinste Polynom dieser Art 


k=p 


W, (2, y, t) ->'A V_(2, #) Vy, t) 


k=0 
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(A, sind willkiirliche Konstanten) gilt augenscheinlich auch die Formel (1): 


+2 +2 
1 (x—5 +(y—)* 


W,( 9 #) = mia f {me tte dg dy, 





wo die Variablen in den Grenzen — oo <2, y< +00, t<t, eingeschlossen 
sind, Setzen wir 


Se ae Tee 
(9) = (-9°@(-T =, - Fh), 

so geniigen die Polynome Q,(s,r) der folgenden homogenen Integral- 
gleichung, wie sich nach analogen Umformungen, wie im § 2, herausstellt: 


be 2@+r 
(2) e * Q,(8, 7) 
+2 +o 
" — 
_ +r’? t+, , " Vet, 5 
t, t . i. aa OW Sn ae tet +r) +3 —— OF tr") . 2» 
= xz(t—t,) (3) e Q,(s',7° )ere—) tf ds’ dr’. 
—-°o —o 
Die Funktionen 
f+ 


y(s,r) = i Q, (8, 7) 
erscheinen als Eigenfunktionen des Kernes 


ttt atts eS 
/. sd t, —— (P +12 +s’? +1'?) +2 ——- (a8 +rr) 
K(s,1, 8,17) — aan Oe" t) t—t, ; 


n 


Der Kern und der Eigenwert 4) = (2) hangen von zwei willktirlichen 


Konstanten ¢ und ¢, ab, die zwischen den Grenzen <0, t,—-t<0 variieren. 


Aus der Gleichung (2) folgen die Orthogonalitiitseigenschaften der Funk- 
tionen y)(s, r): 


+2 +0 
. 0 n+ n’ 
— (+8) an 
J J Our, 8) Qu(r, ler drds=al BTM 
§ 15. 
Eine Lésung u = f(x,y, ¢) der Gleichung 
o? Az i) . 
(3) L(u) = 52a + 552 — Ge A PY Os 


welche im Gebiete — co <2, y<+0o, —co<t<0 samt ihren Ab- 











W. Mytuer-Leseperr. 


414 


leitungen % of ¢f endlich und stetig bleibt, gestattet die folgende Dar- 


a’ dy 
stellung: 


+o +o f 


: wh” a 1 (2-5? + (y— nF 
(4) fen).—-—p Sf 4‘e-) (a, y, t) dt dz dy, 





was leicht aus der Greenschen Formel 


ti i) [vL(u) — uM(v)]dady dt 
~ [fle vet _ yu? *) cos (n, 2) + (vf*—us Fq) 008 (M, y) — uv cos (n, t) | do 


abgeleitet werden kann, wenn 








_ @-F + — WP 
oom 1 e€ 4(r—2) 
t—t 
genommen wird und die Integration iiber den dreidimensionalen Raum 
—co<t<1,—co<s, y<+o0 erstreckt wird. 


§ 16. 


Nach diesen Vorbereitungen kinnen wir die Frage nach der Entwick- 
lung einer willkiirlichen Funktion g(x,y) in eine Reihe von der Form 


2+ 


9(%, y) -¥ G,Q,(#,y)e > 


n=1 
erledigen, wo a, in Fourierscher Weise durch das Integral 


+0 +0 
a, = f9(@, ye + Q,(a, y) dx dy 
bestimmt wird. ‘ 

Das Kriterium der Entwickelbarkeit in einem endlichen Gebiete 
a<a<b, c<y<d ist nach Hilbert das folgende: Eine stetige Funktion 
g(a, y) laBt sich in eine nach den Eigenfunktionen des symmetrischen 
Kernes K(x, y; §, 1) fortschreitende Reihe entwickeln, wenn eine stetige 
Funktion p(x, y) existiert, die die Darstellung von g(a, y) in der Form 


g(a, y) =f K(x, 9; & 0) vie 0) dé an 


ermdglicht. Die Stetigkeit von K(x, y; &, 4) in bezug auf 2, y mu dabei 
vorausgesetzt werden. Bei einem unendlich groBen Gebiete andert sich 
der Satz dahin, daB die Stetigkeit von p(x, y), K(x,y; &,4) durch die 
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Integrabilitat von p(x, y), p*(x,y), K(x, y; &,4), K*(w,y; &,4) im m 
betrachtenden Gebiete zu ersetzen ist. 
Diesen allgemeinen Satz wollen wir fiir unseren Fall spezialisieren. 
Die in ¢ und ¢, identische Formel (2) kann nach Multiplikation mit 


(—t,) 2” auf beiden Seiten nach ¢, zwischen den Grenzen — oo, ¢ inte- 
griert werden. Es ergibt sich eine neue Integralgleichung, aus welcher 
folgt, daB die Funktion 


t 
e t+t, Vit, 
1 1 - (8 +72 + 824 7°%) + 2 -——— (88'+rr’) 
- 2 »’ a. t—t = 
K*(s,7; 3,7) =—— a e2( 1) t-—t, at, 
-—© 


als Kern von 
2+ 


ek 2 (8, 1) 


genommen werden kann und daB die zugehérigen Kigenwerte 4 = n sind. 
Mit Hilfe des Kernes K*(s, r; s’,r’) liBt sich der Entwicklungssatz 

so aussprechen: Es muB eine im Gebiete —co<a,y<+ oo samt ihrem 

Quadrate integrierbare Funktion p(z, y) existieren, die die Darstellung 


+o +0 


(a, y) = J J K*(a, y; 1) p(é 0) dé dy 


vermittelt. Setzen wir den Wert von K*(z, y; ,») ein und vergleichen 
wir die Formel mit (4), so bekommen wir 


2 2 
P(2,9) = (se) +! aoe + [2—(2*+y*)]9(,y)). 
Daraus folgt der Satz: Jede fiir endliche x, y samt ihren ersten und sweiten 
Ableitungen endliche und stetige Funktion g(x,y), welche nach der Trans- 
formation in Polarkoordinaten r, @ fiir alle geniigend fernen Punkte in 
der Form 

9(& y) = 1" (r, #) m>3 


dargestellt werden kann, wo gp samt seinen ersten und sweiten Ableitungen 
fiir r = co endlich bleibt, laéBt sich in Fourierscher Weise in die Reihe 


* e+y? 


g(@,9)= dae * Q,(2,¥) 


entwickeln. 
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§ 17. 

Es sei die Frage vorgelegt: Gegeben ist zur Zeit t=1>0O der 
Temperaturzustand f(x,y) in der ganzen (x,y)-Ebene; zu finden ist der 
Temperaturzustand fiir irgend einen spiiteren Moment t>r. Gestattet 
f(z, y)e**" die Entwicklung nach den Polynomen Q, (2, y), 8o gibt die fiir 
die Werte — co < 4,y<+ 00, t>t konvergente Reihe 


n+2 


9 (2, ¥, =>" Q, (- a - 35) (3) 2 : -. 
wo 
a= J Jt (—2Vek, —Ven) Q6, 1) dé ay 


tt, den gesuchten Temperaturzustand. 
Der Beweis ist vollstiindig demjenigen des § 7 analog. 


















Fetix Bernsterw. GauBsches Fehlergesetz. 


Uber das Gaufsche Fehlergesetz. 


Von 


Fevrx Bernstern in Halle a. 8S. 


Teil I. 
Das lineare Fehlergesetz. 


1. 


Einleitung. 
Die Funktionalgleichung 


(1) f(@ + y) = f(@) + fy) 

tritt in verschiedenen Gebieten der Mathematik auf und ist schon seit 
langer Zeit Gegenstand der Untersuchung gewesen. Zuerst hat man wohl 
ihre Bedeutung fiir den Beweis des Satzes vom Parallelogramm der Kriifte 
erkannt. Spiiter zeigte sich, daB der Beweis des Fundamentalsatzes der 
projektiven Geometrie die Behandlung der Gleichung (1) erfordert. End- 
lich besitzt sie eine unmittelbare Bedeutung fiir den axiomatischen Aufbau 
der Arithmetik. 

Cauchy*) hat zuerst bewiesen, daB die lineare Funktion Az die ein- 
zige stetige Lésung der Gleichung (1) ist. Die Methode des Beweises 
stammt schon aus dem Altertum, und ich glaube, es besteht eine inter- 
essante historische Kontinuitit. Bereits Archimedes**) hat in seinem 
beriihmten Beweise des Hebelgesetzes eine der unsrigen verwandte Funk- 
tionalgleichung exakt gelést. 

In der Tat kommt seine Methode, das Gleichgewicht des Hebels mit 
ungleichen Armen auf das Gleichgewicht des gleicharmigen Hebels zuriick- 
zufiihren, darauf hinaus, eine Funktionalgleichung 
(2) f(z +) —F(@)(1+F(%)) 


*) Analyse algébrique. 

**) Wir wollen nicht verfehlen, auf die beredte und glinzende Schilderung zu 
verweisen, welche Duhem (Les origines de la statique) von der geistigen Eigenart 
des groBen Gelehrten gegeben hat, der vor allem ein Meister der Methode war. 
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unter der Bedingung f(1)=1 durch die Funktion f(7)=—~< als die stetige 
Lésung derselben zu befriedigen. 

G. Darboux*) hat ferner gezeigt, dab die Annahme einer endlichen 
oberen Grenze g fiir die Funktion f(x) der Gleichung (1) in irgend einem 
Intervall ausreicht, die Stetigkeit derselben zu erschlieBen und damit den 
linearen Verlauf nachzuweisen. 

Endlich hat G. Hamel**) neuerdings festgestellt, daB auch unstetige 
Lésungen der Funktionalgleichung (1) existieren, falls man annimmt, dab 
die Wohlordnung des Kontinuums méglich sei. Solche Funktionen wiirden 
in der Nihe jeder Stelle jedem Werte beliebig nahe kommen, so daB die- 
jenigen Punkte der Ebene, welche die Funktion darstellen, die ganze Ebene 
iiberalldicht ausfiillen miissen. Irgend eine, diese letztere Eigenschaft aus- 
schlieBende Annahme wiirde also hinreichen, die stetige Lésung zur einzigen 
zu machen. Die hierin liegende Erweiterung der Darbouxschen Be- 
dingung laBt sich, worauf es wesentlich ankommt, leicht véllig elementar 
zeigen. Da niimlich, unter @ und £ rationale Zahlen verstanden, aus der 
Funktionalgleichung (1) stets 


f(ae)=«f(a), f(B) = Bf) 
fiir irgend welche Werte a und b folgt, so wiirde die Annahme einer 
nichtlinearen Lésung zur Folge haben, daB wir fe als verschieden von 
A voraussetzen kénnen. Dann kénnen wir « und £ jedoch so wihlen, 
daB die GréBen 
wa + Bb 
a f(a) + Bf(b) 

vorgeschriebenen Werten beliebig nahe kommen. 

Die Funktionalgleichung (1) tritt nun auch in der Wahrscheinlichkeits- 
rechnung auf. Es bedient sich C. F. GauB***) derselben bei Gelegenheit 
der ersten Begriindung seines Fehlergesetzes. Indessen fiihrt die Annahme, 
auf welcher die Ableitung des Fehlergesetzes beruht, nimlich die beriihmte 
Hypothese ,,des arithmetischen Mittels“, nicht unmittelbar auf jene Funk- 
tionalgleichung. In der Tat ist ja die zu bestimmende Funktion hier eine 
Exponentialfunktion, deren Exponent eine quadratische Funktion ist. Erst 
die Ableitung des negativ genommenen Logarithmus geniigt der Funk- 


*) G. Darboux, 1) Sur la composition des forces en statique. Bull. des 
Scienc. Math. 9 (1875); 2) ,,Sur le théoréme fondamental de la géométrie projective“. 
Math. Ann. 17 (1886), p. 58. 

“*) G. Hamel, Eine Basis aller Zahlen und die unstetigen Lisungen der Funktional- 
gleichung /(x-+-y) = f(a) + f(y). Math. Ann. 60, p. 459. — Siehe auch die Bemerkung 
am SchluB dieser Arbeit (8. 447). 

**) C. F. GauB, Theoria motus etc. 1809, art. 175 u. 179 (Werke 7). 
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tionalgleichung (1). Der negativ genommene Logarithmus der Funktion, 
auf dessen Bestimmung es ankommt, geniigt der Funktionalungleichung 
(3) play) + (a) +--- + P&,) < OH, +8) + V(@%+e) ++: + 9, + 8). 
Hierin bedeute ¢ irgend eine von Null verschiedene GréBe und es seien 
Ly, Xy,-+*, £, irgend welche Argumente, welche durch die Gleichung 

(4) . L+a%y+-:-+2,=—0 

verbunden sind. 

Die zu bestimmende Funktion g(x) werde als eine fir alle reellen 
Werte von x eindeutig definierte, endliche Funktion angenommen. 

Es wiirde, wie bemerkt sei, geniigen, statt » lediglich drei Argumente 
in Betracht zu ziehen. 

Die Funktionalbedingung (3) wird von Gau8 unter der stillschweigenden 
Annahme gelist, daB die Funktion g(x) stetig und iiberdies zweimal diffe- 
renzierbar set. 

So bereitwillig man fiir die Naturgesetze den analytischen Charakter 
derselben zuzugestehen geneigt ist, so wird man zugeben, daB dies in 
keinem Falle fiir die Gesetze des Zufalls angingig ist. Hier wird man 
wiinschen, ausschlieBlich mit denjenigen Annahmen auszukommen, welche 
sich aus der Natur der WahrscheinlichkeitsgréBen ergeben. 

Die Priifung des Sachverhalts ergibt nun, daB dies in der Tat még- 
lich ist. 

Die Untersuchung der Funktionalbedingung (3) lehrt zwar, dab auch 
hier neben der stetigen Lésung durch die quadratische Funktion unstetige 
Lésungen existieren kénnen. Indessen geniigt auch hier schon die 
Darbouxsche Bedingung, um die unstetigen Lésungen auszuschlieBen. 

In einer Note: Uber eine Funktionalgleichung wnd eine erweitert. Be- 
griindung des GauBschen Fehlergesetzes (Ber. d. Kgl. Sichs. Ges. d. Wiss., 
Math.-Phys. Kl., Leipzig, LVIII, 1906, 23. Juli) habe ich dieses Resultat 
bewiesen. Die dort gegebene Darstellung bedarf der Berichtigung, indem 
die Darbouxsche Bedingung, von welcher der Beweis Gebrauch macht, 
den Voraussetzungen ausdriicklich hinzugefiigt werden muB, was dort 
nicht geschehen ist. 

Fiir die Wahrscheinlichkeitsrechnung ist nun aber, gihnlich wie es 
beim Fundamentalsatz der projektiven Geometrie liegt, eine andere Zusatz- 
bedingung von vornherein gegeben, aus der gleichfalls der vollstindige 
Beweis sich ergibt. Es ist die Forderung der Integrierbarkeit der Fehler- 
funktion g(x) = e~’™. 

In der Tat bezieht sich ja die Frage der geometrischen Wahrschein- 
lichkeit auf das Vorkommen eines Fehlers in einem bestimmten Intervall, 
und es wird dieselbe durch das tiber dies Intervall erstreckte Integral 
27° 
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definiert. Und es gehért dann weiter zur vollstindigen Bestimmung der 
Fehlerfunktion noch die Annahme, daf die Summe der Wahrscheinlich- 
keiten gleich Eins sei. Ich erinnere daran, daB auch der Satz von der 
zusammengesetzten Wahrscheinlichkeit zu den bei der Ableitung des 
Fehlergesetzes benutzten Postulaten gehért. 

Zu diesen allgemeinen Wahrscheinlichkeitspostulaten kommt dann 
nur noch ausschlieBlich die Hypothese des arithmetischen Mittels hinzu, 
um die Form des Fehlergesetzes zu begriinden. Wir formulieren das hier 
festgestellte abschlieBende Ergebnis folgendermafen: 

(A) GemaB den Postulaten der geometrischen Wahrscheinlichkeit ist die 
Fehlerfunktion eine integrierbare Funktion derart, dap 


+2 


[o@) de =1 


ist. 

Setzen wir weiter 

(B) die Hypothese des arithmetischen Mittels 
voraus, so ist die Form des Fehlergesetzes vollstindig bestimmt. 

Da sich die Funktionalbedingung (3) in jeder Hinsicht als die nichst- 
héhere Stufe der Betrachtung im Verhiiltnis zur Funktionalgleichung (1) 
erweist, so war noch weiter zu untersuchen, welche Rolle hier die Zu- 
satzbedingung spielt, insbesondere ob unter Weglassung derselben unstetige 
Lésungen existieren. 

Dies ist in der Tat der Fall, aber die Funktionswerte fiillen hier 
nicht die ganze Ebene aus, sondern sie erfiillen denjenigen Teil der posi- 
tiven Halbebene, der oberhalb einer stetigen Liésung der Funktional- 
bedingung (3) liegt, tiberalldicht. Es geniigt hier also schon als Zusatz- 
bedingung die geringere Forderung, daB irgend ein Wert an irgend einer 
Stelle, der gréBer als die untere Grenze der Funktion in der Umgebung 
deer Stelle ist, nicht beliebig angenihert werden kénne. 

Dieses Resultat wird begriindet, nachdem vorher im zweiten Teile 
eine Verallgemeinerung auf » Variable vorgenommen worden ist. Die- 
selbe wird an sich durch die Bediirfnisse der Wahrscheinlichkeitsrechnung 
ebenfalls gefordert. 

Die Funktionalbedingung fiir mehrere Variable besitzt als einzige 
Lésung eine definite quadratische Form, wenn noch eine entsprechende 
Zusatzbedingung als erfillt angenommen wird. 

Es scheint mir diese Einfiihrung der definiten quadratischen Form 
durch ein Funktionaltheorem infolge ihrer Allgemeinheit besonderes Inter- 
esse zu beanspruchen, und ich médchte dasselbe schlechthin als das Funk- 
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tionaltheorem der definiten quadratischen Formen bezeichnen. Es bildet das 
wesentlichste Ergebnis der Untersuchung. 

Die Allgemeinheit der durch dasselbe ausgedriickten Minimaleigen- 
schaft léBt sich an dem Umstand ermessen, daB die Funktionen, welche 
hier zum Vergleich mit der Minimalfunktion herangezogen werden, eine 
Menge von der Miachtigkeit 2° bilden, wahrend man es in der Variations- 
rechnung stets mit einer Menge von Vergleichsfunktionen der Michtig- 
keit ¢ zu tun hat. 


2. 


Beweis des Fehlergesetzes unter der Annahme, daB die Funktion g(x) 
unterhalb einer endlichen Grenze g liegt. 


Es sei (x) eine eindeutige Funktion der reellen Veriinderlichen z, 
welche fir alle x die Bedingung 
(5) p(z) <9 
erfiille, wo g ein irgendwie beschaffener endlicher Wert sei. Es sei ferner «¢ 
eine von Null verschiedene beliebige GréBe. Es gilt dann das folgende 


Theorem: 
Theorem I. Die Funktionalbeziehung 


(6) P(X) + 9%) +--+ 9(,) < PQ t+)+O +e) +--+ 9@,+8), - 
die unter der Nebenbedingung 

(7) ty +4 to +4,=0 

fiir alle definierten Werte der Argumentgrifen erfiillt sein soll, besitet als 
einzige Léisung die Funktion 

(8) p(x) = hx? + p(0), 

wenn die Existenz der oberen Grenze g vorausgesetzt wird. 

Es wiirde geniigen, » = 3 anzunehmen, und es diirfte auch méglich 
sein, die Variabilitét von z,, x,,---, z, und ¢ noch weiter einzuschrinken, 
als es hier fiir unseren Zusammenhang geboten ist. 

Wir bediirfen fiir den Beweis folgender Definitionen und Siitze. 

Unter einer konvexen Funktion des Intervalles (gh) verstehen wir eine 
eindeutige Funktion f(x), welche fiir irgend zwei Werte x und y des 
Intervalles die Bedingung 
(9) rey) <2 
erfiillt. Wir wollen das Intervall (gh) unter Einschlu8 seiner Endpunkte g 
und h mit Osgood als abgeschlossenes Intervall bezeichnen und uns auf 
ein Intervall dieser Art durchweg beziehen, ohne stets die vollstandige 
Bezeichnung zu gebrauchen. Umgekehrt gebrauchen wir die Ausdriicke 
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rechts offenes, links offenes und schlechthin offenes Intervall, um in leicht 
verstindlicher Weise die anderen Fille zu bezeichnen. 

Es besteht zunichst der folgende Hilfssatz: 

Hilfssatz 1. Hine konvexe Funktion f(x) des Intervalles (gh) ist 
stetig und besitzt an jeder Stelle des Intervalles einen endlichen vorderen und 
hinteren Differentialquotienten f' (x) und f{ (x) derart, dap 

f-(@) Sf, @) 
ist, sobald f(x) in dem Intervall eine obere Grenze gq besitzt. 

Dieser Satz ist von J. L. W. V. Jensen*) aufgestellt und bewiesen 
worden. Wir geben den Beweis des Satzes, der fiir das Folgende grund- 
legend ist, ausfiihrlich wieder. 

Aus (9) folgt fiir irgend welche Argumente z,, x,, 7, x, des Intervalles 


restsetats) srt) + i149) 


1 P as s . 
S7f@) + 7 f (#3) + xf (as) + ; f(x) 
und allgemein, mittels Schlusses von m—1 auf m, 


2m ( (2-- >) < 3 f(a,). 


Wir setzen, unter » eine ih ganze Zahl verstanden, 2" >» und 


wahlen ity + ay +++ +a 
_— 


%a41™ F493 ° °° Ig = . 


so daB wir die Beziehung 


m1(2 S32.) D1) +e—m1(2 S70) 


v=1 


erhalten. Dieselbe geht iiber in die verallgemeinerte Relation 


(10) (($D%) sb Dre. 


Dieser Ubergang von der mit Potenzen von 2 behafteten Beziehung 
zu einer allgemeineren findet sich in einem entsprechenden Gedankengang 
in dem angefiihrten Beweis des Archimedes. 

Wir betrachten jetzt zwei GréBen x und x + nd des Intervalles und 
verstehen unter m eine natiirliche Zahl, die kleiner als » ist. Wihlen 
wir nun 


*) J. L. W. V. Jensen, Sur les fonctions convexes et les inégalités entre leurs 
valeurs moyennes. Acta Math. 30, p. 175—201. 
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Ly Lym = rT, = 2+ Nd; Lng = SL, = 2, 


so haben wir 
f(z+méd) < — ~ f(w+nd) +"—" F(a) 


oder 
fiwtmd) —f@) — fetnd—fe), 
m — n 


Hieraus folgt, indem —<@ statt d gewahlt wird, 
f(a—m8) — f(@) — f(@—nd) — f(a) 
amo Sons 


n 


falls auch x — nd im Intervall gelegen ist. 
Bedenken wir, dab infolge der Definition (19) 


f(a) — f(a—ma) < fla+-méa) — f(z) 
ist, so kénnen wir die fortlaufende Beziehung schreiben: 


(11) f@) — f¢ fe— 28 « fe - ie fo) ¢ foreh— f@) 


m m 





wo also 
mon 
angenommen ist. 


Aus (11) schlieBen wir jetzt, daB f(x) stetig ist, wenn im ganzen 
Intervall f(z) <g bleibt. Wir setzen hierzu m=1 und ersetzen f(z—nd) 
und f(z+nd) durch g. Es folgt 


(08 < fle) — fle—d) < fle+d) — fe) sf. 


Diese Formel gilt, sobald z+md im gegebenen Intervall liegt. 
Lassen wir jetzt d gegen Null sinken und » gegen Unendlich so wachsen, 
daB diese Bedingung erfiillt bleibt, so folgt — dab 

lim [f(x+6) —f(a)] = 
ist. 

Um weitere Schliisse zu ziehen, setzen wir < statt 5 in (11) ein, 
und nehmen @ positiv, es folgt dann, falls «+n = im Intervall liegt, 


, fe—t(e—™ 8) t(2+ 0) —F@) 
f(x) — f@—8s) n ‘Sot f(x@+8) — f(@) 
(iz) M— fe“) <_< <feto—fe. 


= m = m = 
n 


=e F) 
n 





Bedenkt man, daB = ein beliebiger echter Bruch und daB f(x) stetig 
ist, so folgt, daB fe) —{e —® bei abnehmendem 4 stiindig wichst, oder 
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konstant bleibt; andererseits bleibt der Quotient stindig unterhalb 


fero— 4, wenn 0’ irgend ein positiver Wert ist. Es existiert daher 


a—fe—9 


lin = FE=P = 
und aus gleichen (iriinden 
lim = er 9- — - oe (2) 


+é=0 
und es ist zugleich 
(13) f.(@) Sf; (@)- 
Wir beweisen ferner den 
Hilfssatz 2. Fiir eine stetige nichtlineare konvexe Funktion ist bei 
allen Vorzeichenkombinationen 


(14) fi(2) < fily), 
wenn 

z<y 
ist. 


Zuniichst bemerken wir, dab das Gleichheitszeichen in (9), sobald es 
sich um eine stetige Funktion handelt, nur fiir eine lineare Funktion gilt. 
Wir haben daher in allen Gleichungen, die keinen Grenziibergang ent- 
halten, das Gleichheitszeichen zu streichen. Aus (12) folgt, indem wir * 


gegen eine zwischen Null und Eins enthaltene Zahl a konvergieren 
lassen, zunachst 





f(a) — f(@—9%) - f@) —f(«@—«d) 
é Ss ad ‘ 


Wir bemerken aber, daB das Gleichheitszeichen fortfallen mu, indem wir 


a 6 statt d und — a@ statt « setzen und (12) noch einmal beriicksich- 
tigen. Hierbei nehmen wir 1 > - > «an. Analog erhalten wir schlieBlich 


f(a) —f(«e@—% -f@— fe— 3) < 1o- < fet+9—f@) 
é os Fy ) 


oder allgemein 
fe)— flea) — fe+e)— fa) 
a, a, 


fiir irgend drei Werte « — 6, < «<x + 0, des Intervalles. Es ist daher, 
wenn 2, < 4, < 4 < 2, ist, 


f(@_) — F(a) F(a) — f@) V f@) — fs) 
a, — 2, <= I, — 2, < Ly — Wy 
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Infolgedessen ist, fiir die Werte 
a2<e2+d<y—d<y, 
fe+s) —fx) — fw—fo—4 
é eee eee 
Da nun fir O< o<d 
fa@+9)—f@) U f«+4 —f@ 
a < é 





infolge (12) ist, und ebenso 
fy) —fy—8) — fy) —fy—*) 
é v 





wird, so folgt fir lim 6’ = 0 
f,(@) <f-), 
und hieraus in Verbindung mit (13) die Beziehung (14). 

Der geometrische Sinn der Sitze 1 und 2 ist aber der, daB die kon- 
vexe Kurve, falls sie im Intervall unterhalb einer Geraden verliuft, stetig 
ist, eine Tangente besitzt, und daB sich diese beim Fortschreiten auf der 
Kurve im Sinne des wachsenden z selbst in positivem Sinne dreht. 
Dabei kann sich die Drehung an einer gewissen Zahl von Ecken sprung- 
weise vollziehen. Diese Ecken kénnen, wie Jensen durch ein Beispiel 
zeigt, tiberalldicht liegen.*) 

Wir zeigen des Ferneren, daB die Menge der Ecken abzihlbar ist. 
Es gehért die héchstens zweiwertige Funktion f’(x) zu den punktweise 
unstetigen. Wir formulieren den 

Hilfssatz 3. Hine konvexe Funktion f(x) besitet hichstens eine ab- 
ziihlbare Anzahl von Ecken, d.h. solchen Stellen, wo 


f(@) <f, (@) 
ast. 


Wir bezeichnen f/(z)—/f!(x) mit @,. Wie klein wir auch die 
positive GréBe « wihlen, es gibt nur eine endliche Zahl nm von Stellen, an 
denen 6, >< im Intervall (g’h’) ist, wo g und h’ irgend ein Teilintervall 
von (gh) bestimmen. In der Tat ist ja f’(x) eine stindig wachsende 
Funktion und also héchstens in g negativ und héchstens in h positiv un- 
endlich, sonst aber durchweg endlich, so dab die Differenz 

fh) -—f£-9) =J 
eine bestimmte positive GréBe ist. Dann aber ist offenbar m durch die 
Bedingung 
ne<nd,<J oder n<2 
endlich beschrankt. 


*) In einer Note, die im Archiv d. Math. u, Physik erscheinen wird, werde ich 
ein allgemeines Verfahren angeben, solche Kurven 2u bilden. 
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In Ausdehnung auf das ganze Intervall (gh) sehen wir daher, dab 
die Anzahl der Stellen, an denen 4, >< ist, héchstens abzihlbar unend- 
lich ist. 

Bedeuten jetzt 

4;, 0,” ” 9, . 
eine unendliche Reihe positiver, gegen Null abnehmender GréBen, so ist, 
wenn ¢= 0, genommen wird, die Menge S, der Stellen 6, > ¢ abzihlbar, 
also ist die Menge S aller Sprungstellen, welche das kleinste gemein- 
schaftliche Vielfache dieser Mengen ist, ebenfalls abzihlbar. Die Grenzen g 
und A kénnen auch — co und + of sein. 


Nach diesen Vorbereitungen treten wir in den Beweis des Theorems I 
ein. Um zu einer konvexen Funktion zu gelangen, bemerken wir, daB die 
Ungleichheitsbedingung (6) 

(6) 9(%) + 9G) +--+ 9) << Pte) + 9G +e) +--+ 9, +8) 
und die Nebenbedingung (7) 


(7) %+%+---+2,—0 
ebenfalls fiir die gerade Funktion 
(15) v(x) = 9(x) + o(—2) 


erfiillt sind, so daB also fiir diese 
(16) o(x,) + (2) +---+¥(@,) << v(@, +2) + (+2) +--- + (2, +8) 
ist. Wir setzen n=2 und 2, ——2, und haben infolge von y(x) = (—<) 


(17) 2(2,) < v(a, +2) + ¥(a,—8). 
Setzen wir jetzt 


r=*t¥,  ¢=*=% (0) 
so folgt 
(18) 20 ("FE") <v(@) + ¥&) 
fiir 7 
LY. 
Ferner folgt aus 
g(z)<g und g(—z)<g 
(19) v(x) < 2g. 


Es ist daher ~(x) infolge (18) und (19) eine konvexe Funktion, welche 
fiir alle reellen x existiert und unterhalb einer festen Grenze liegt. Wir 
folgern daher aus Hilfssatz 1, daB w(x) stetig ist und dab w(x) eine 
stindig wachsende Ableitung w(x) hat, welche an héchstens einer ab- 
zihlbaren Menge S von Stellen einen Sprung besitzt. Wir beweisen jetzt 
folgenden Satz: 
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Hilfssatz 4. Es gibt eine Stelle a, welche mitsamt allen rationalen 
Vielfachen + r-a nicht Sprungstelle von w(x) ist. 

Wir wollen, um Ausnahmen zu vermeiden, a und r verschieden von 
Null annehmen. 

In der Tat ist die Menge S aller rationalen Vielfachen der hypo- 
thetischen Sprungstellen ebenfalls abziihlbar. Es gibt daher nach dem 
Theorem von G. Cantor, welches besagt, daB das Kontinuum nicht ab- 
zdhlbar ist, wenigstens eine Stelle a(+0), welche nicht zu S gehirt. Das 
gleiche gilt dann offenbar auch fiir + ra(r+0). 

Sind jetzt z,, 2,,---, 2, solche Stellen, an denen die Funktion (x) 
einen einzigen Differentialquotienten besitzt, so besitzt die Funktion 


(20) W(8) = o(a, +e) + (ate) + +--+ O(a, +8) 
als Funktion von ¢ an der Stelle «0 den einzigen Differentialquotienten 
(21) [¥'(e)] no = HW (%) + WH) +--+ ¥(@,). 


Besitet aber eine eindeutige stetige Funktion an einer Stelle ein Minimum 
und ist ein einziger Differentialquotient der rechts und links differenzierbaren 
Funktion vorhanden, so mu derselbe verschwinden. Infolgedessen ist, wenn 
die Gleichung 

%+%+---+2,=—0 
fiir die genannten Stellen gilt, auch 


(22) O=¥(%,) +¥(%) +--+ ¥(@,)- 
Zufolge Hilfssatz 4 erhalten wir aber fiir 
(23) os tein ethical oe Z, = — (n—I1)a, 


indem wir statt » — 1 wieder m schreiben, fiir jedes positive ganze n 
(24) ny’ (a) + o'(—na) = 0. 
Offenbar gilt (24) ebenso fiir alle von Null verschiedenen rationalen Viel- 
fachen von a. Setzen wir » = 1, so erhalten wir 

v'(@) = — v(—a) 
und es geht daher (24) in die fiir alle ganzzahligen » geltende Formel 


ny (a)=w'(na) oder y'(a) = * vy’ (na) 


iiber. 
Ersetzen wir a durch ma so folgt (fiir m und n verschieden von Null) 
¥ (=a) == y'(ma) == v'@) 
oder 
(25) v' (ra) = ry'(a), 


wenn r +0 irgend eine rationale Zahl ist. 
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Wir wissen jetzt andrerseits, dab gemiB Hilfssatz 3 w’(x) eine stiéindig 
wachsende Funktion ist. 


Infolgedessen ist fiir irgend ein irrationales x oder z = 0, das zwischen 
den rationalen Zahlen r, und r, liegt, 


v(r,a) < (xa) < ¥(r, a) 


oder 

r,¥(a) < (xa) <r, H(a). 
Es ist daher y(xa) mit dem Schnitt xw(a) der Wertmengen (r,w(a)) 
und (r,#(a@)) identisch und wir haben fiir alle reellen x 


v' (xa) = cy'(a) 


oder 

(26) w(x) = zy'(1). 

AuBerdem ist, da die Funktion bestiindig wiichst, y’(1) positiv. Wir setzen 
v (x4) = 4h? x 

und haben also 


v(x) = 2h?z* + y*(a), 
wo ~*(x) eine Funktion ist, deren Differentialquotient verschwindet. Da 


y*(x) stetig ist und die Ableitung Null besitzt, so ist w*(2) eine Kon- 
stante, und wir setzen also 


(27) w(x) = 2h?x* + w(0). 

Um die Schreibweise zu vereinfachen, setzen wir zuniichst h=1, y(0)=—0 
und haben 

(28) v(x) = 22%. 

Um jetzt zu zeigen, dab g(x) = z* ist, beweisen wir den Satz: 


Hilfssatz 5. Es ist p(x) stetig und 2q'(x) = (2). 
Beweis. Aus 


p(x) + o(—2) < p(e+8) + o(—2+2) 

folgt durch Addition und Subtraktion von @(xz—«) auf der rechten Seite 
v(x) << w(a4—e) + p(a+e) — p(x—2). 

Indem wir das Vorzeichen von « vertauschen, erhalten wir 


v(x) << o(a+e) + y(a—e) — p(a+8) 
oder 


(29) ¥(@) — o(@—-8) < p(a+2) — o(a—2) < o(e@+ 2) — ¥(@). 


Hieraus folgt sofort, daB q(x) stetig ist. Um die Ableitung herzustellen, 
dividieren wir durch ¢ und erhalten 


¥@) — ¥@—® < g(@+2) — 9(a—*) < e@+*)— ¥@) . 
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Hieraus folgt, indem wir +e oder x—e gleich y setzen und bertick- 
sichtigen, daB + 2s = der Zuwachs von y wird, 


(30) v'(y) = 294 (y). 
Also ist in der Tat mit Riicksicht auf y’(y) = 2y 
p(y) =y*. 


Haben wir allgemeiner 
v(a) — 2h4s* + ¥(0), 
so folgt 
(31) p(x) = h® x? + @(0) q. e. d. 


3. 
Ein Hilfssatz iiber konvexe Funktionen. 


Die Bedingung, dab g(x) unter einer endlichen Grenze liegt, besitzt 
vom Standpunkte der Wahrscheinlichkeitsrechnung aus keine natiirliche 
Motivierung. Wir haben, wie auseinandergesetzt, dort als natiirliche Be- 
dingung die gewonnen, daB e~?) integrierbar ist. Ich lasse dahingestellt, 
durch welchen Zusatz man von der ersten Bedingung zur zweiten iiber- 
gehen kann. Als natiirlicher Weg zur Erledigung der Frage ergibt sich 
hier der, die Analogie zu den im Falle der Funktionalgleichung 

fle+y)—f(z) + fy) —(f@) integrierbar) 

auftretenden Verhiltnissen aufzusuchen. In dem einfacheren Falle wiirde 
man sich an die fiir alle rationalen Vielfachen rz von x bestimmte Teil- 
lisung rf(x) =f(rx) halten. Die Lésung ist gleichméfig stetig und in- 
folgedessen definiert sie eine stetige lineare Funktion, deren Integral mit 
dem Integral von f(x) iibereinstimmt. Hieraus schlieSt man dann leicht, 
daB f(x) selbst linear ist. Genau so werden wir zeigen, daB  stets 
fiir eine gewisse abzihlbare iiberalldichte Argumentmenge eine Teillisung 
existiert, welche in dieser Menge gleichmdfig stetig ist, und also eine 
stetige Funktion definiert, deren Integral mit dem Integral der Funktion 
verglichen wird. Es ergibt sich dann leicht der SchluB auf die Form 
der Fehlerfunktion. 

Die Existenz der Teillésung zeigen wir mittels eines Hilfssatzes tiber 
konvexe Funktionen, der zuniachst unter der Voraussetzung, dab die Funk- 
tion oberhalb einer festen Grenze liegt, bewiesen wird. 

Wir transformieren ein beliebiges Intervall (ab) auf das Intervall (0 1), 
indem wir f(a+z(b—a)) statt f(x) betrachten. Wir setzen 
(32) g = Max. (f(0), f(1)). 

Bedeutet dann r = = eine rationale Zahl zwischen Null und Eins, so gilt 
der Satz: 
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Hilfssatz 6a. Es ist, wenn f(x) eine konvexe Funktion ist, 


(33) fo) <9 (r—™, O<m<n). 
Beweis. Aus der Formel (10) 


(+> %)<t Se 


‘= 


folgt, wenn wir 


te | 


“a— mm 


= 0, T,—m+1 = ‘mim! 
setzen, 


f(™) <= ng So, 


n 
wenn wir mit g das Maximum von /(0) und f(1) bezeichnen. 
Es besteht nun der folgende 
Hilfssatz 6b. Es sei f(x) eine positive konvexe Funktion des 
Intervalles (01), so ist f(r) fiir alle rationalen r des Teilintervalles 
(y<r<1l—y) eine gleichmdpig stetige Funktion und zwar bei noch so 
kleinem positivem y, d. h. es lapt sich bei vorgegebenem «= eine rationale 


Gripe 83> 0 durch die Bedingung [2 oa 1] 6 <4 so bestimmen, daB 
(34) f(r+8)—f(r) <é 
fiir jedes r des Teilintervalles ist. 


Beweis. Wir bezeichnen die ganze Zahl |£ + 1| mit #» und haben 
also, da g positiv ist, 


(35) [£+1)=», n> ‘, 
und andrerseits, infolge 

(36) [2 +1]0<n, 
(37) nd <<. 


Infolgedessen ist sowohl r— nd (da 4 <r ist) gréBer als Null, als auch 
r+n0 kleiner als 1. Wir kénnen daher die Formel (11), in der wir 
m = 1 setzen, zur Anwendung bringen und erhalten 


(38) fw — vos < f(r+6) —f(r)< fe rh — 1) . 


Simtliche Argumente liegen zwischen Null und Eins; da also gemaB dem 
Hilfssatz 6a fiir jedes r° zwischen Null und Eins 


OSf(r)S9 
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ist, so folgt aus (38) 
(39) — * <f(r+0)-fo) s+ 4, 


also, da infolge von (35) 7s <é ist 


(40) ~e<firtd)—fir)S+e 
fiir jedes r und 4, die den Bedingungen 


(41) nkrsi-a [£+1]b<y 


geniigen, womit der Satz bewiesen ist. 

Zu einer solchen gleichmaBig stetigen Funktion einer tiberalldichten 
Punktmenge gehért eine fiir alle Werte »< x2 <1— 1% stetige Funktion 
hinzu. Dieselbe kann, da » beliebig klein ist, auf das ganze Intervall 
ausgedehnt werden. Wir formulieren den 

Satz 7. Es gibt zu einer positiven konvexen Funktion eine zugehirige 
stetige Funktion, welche mit derselben in den Endpunkten a und b eines 
Intervalls, sowie in stimtlichen rationalen Teilpunkten desselben iibereinstimmt. 
Diese stetige Funktion ist konvex und durch die auferlegte Bedingung ein- 
deutig bestimmt. 

Hierbei verstehen wir unter den rationalen Teilpunkten des Intervalls 
diejenigen, welche das Intervall in rationalem Verhiiltnis teilen. Es ist 
ohne weiteres klar, daB die Teillésung, sowie die zugehdrige stetige 
Funktion auch in die fuBeren rationalen Teilpunkte fortgesetzt werden 
kann. Denn, wenn wir a und } als aiuBere Teilpunkte so annehmen, dab 
das urspriingliche Intervall jetzt eingeschlossen wird, so wird die zu- 
gehérige Teillésung die frithere Teillésung infolge der Eindeutigkeit der 
Bestimmung derselben enthalten. Jede Teillésung 1aéBt sich fir das ganze 
Definitionsintervall der konvexen Funktion aufstellen und kann nur an den 
Grenzen desselben unendlich werden. 

Zusatz. Um jetzt die Einschrinkung zu beseitigen, welche in der 
Annahme liegt, daB f(x) positiv sein soll, teilen wir das Intervall (01) 


in » gleiche Teile von der Lange 6 = . - Setzen wir 


A,, = f(md) — f((m—8), 
so ist infolge der Definitionsgleichung 
(42) A, <A,<-)-SA,<-- SA, 
Es ist also 
mb, <A, +A, +--+ Oy 
oder, infolge von 
f(md) = FO) + O, + A, +--+ 4p, 


, m f(d)— f(0) m 
(43) f(0) + = POLED <¢(*)- 
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In der Reihe (42) kann nur an einer Stelle ein Ubergang von negativen 
zu positiven Werten erfolgen. Indem wir » gegen Unendlich wachsen 
lassen, erhalten wir héchstens einen Schnitt 2 im Intervall Null bis Eins 
derart, daB f(r) fiir alle O<r<~ stindig abnimmt, und fiir alle z<r<l 
stindig zunimmt. Wenn es keinen Schnitt x gibt, so muB f(0) oder f(1) 
der kleinste Wert von f(r) sein, so daB wir fiir f(r) die gesuchte untere 
Grenze bereits haben. Existiert aber der Schnitt, so sei *. irgend ein Wert 


kleiner als x. Dann ist im Intervall 0 bis —, stets f(r) gréBer als f ()- 
Es existiert daher in diesem Intervall eine Teillésung, deren zugehérige 
stetige Lésung einen stiindig wachsenden rechten Differentialquotienten 
besitzt. Derselbe besitzt also in, einem rationalen Punkte p zwischen 
0 und *. einen negativen endlichen Wert k. Wir denken uns, um die 
Teillésung fortzusetzen, p als Endpunkt des Intervalles (p 1), wollen aber, 
um die Schreibweise zu vereinfachen, wieder p= 0 setzen, und also an- 
nehmen, es existiere die Teillésung in einem in Null beginnenden Inter- 
vall, und es habe dort die zugehdrige stetige Lésung einen rechten Dif- 
ferentialquotienten f/(0) =k. Es ist dann 


(44) Bc f@O =. 
Aus (43) und (44) folgt 
(45) f(0)+ “k<t(=)- 


Da die linke Seite fiir 0 < _ <1 offenbar eine untere Grenze besitzt, so 


ist also festgestellt, daB auch f() stets oberhalb einer endlichen Grenze h 
liegt. Die Funktion /(r)—h ist also eine positive konvexe Funktion. 
Wir erhalten daher den 

Satz 7b. Irgend zwei Punkte einer konvexen Funktion bestimmen 
eindeutig eine Teillisung, deren Punkte iiberalldicht auf einer stetigen kon- 
vexen Kurve liegen. 


4 
Beweis des GauBschen Fehlergesetzes. 
Wir beweisen jetzt das GauBsche Fehlergesetz unter den Annahmen: 
(A) Das arithmetische Mittel ist der wahrscheinlichste Wert. 
(B) Die Summe der Fehlerwahrscheinlichkeiten ist 1. 
Aus (B) entnehmen wir, dab e~?®) integrierbar ist, so daB 


+2 


L=ferwda 


wird. 
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Es seien jetzt u und v irgend zwei Argumentwerte. Die Ungleich- 
heitsbedingung (3) gibt fiir 7, —0 und jedes « 


(2) > ¥(0). 

Es ist also (x) eine positive konvexe Funktion. Es folgt daher nach 
Hilfssatz 6a und 6b, daB es eine stetige konvexe Funktion y, ,(x) gibt, 
die an den Stellen w und v gleich w(x) wird und fiir eine tiberalldichte 
Argumentmenge mit w(x) tibereinstimmt. 

Andrerseits ergibt die fiir jedes 2 und « giiltige Relation 

v(x) — ¥@—8) < (e+e) — p(e—£) < (e+ 8) — ¥(2) 

fiir ein der Menge der rationalen Teilpunkte des Intervalles (uv) an- 
gehériges x und « 

Vuo(Z) nit Vu,0(—€) < y(z+e) aaa y(x—é) < Vu,(t+8) “he! Vy,0(2)- 
In jedem Intervall, in dem y, ,(x) gleichméfig stetig ist, ist daher auch 
g(x) fiir die entsprechende Wertmenge gleichmifig stetig. Also existiert 
eine stetige Funktion, welche in u und v mit (x) tibereinstimmt und 
so bestimmt ist, daB sie in allen rationalen Teilpunkten der Strecke (uv) 
mit g(x) gleichen Wert hat. Wir bezeichnen dieselbe mit », (x). Die 
stetige Funktion 9, ,(z) gentigt aber den Bedingungen (3) und (4). Also 
ist sie von der Form 





(46) Puyo(Z) = h2 a? + g,,,(0) 
oder 
Lad z _— 
(47) Guo) = 29 —9O 9 4 SPO — C9), 


Wir formuliereu den folgenden Satz: 

Satz 8. Die Teilliswungen der Funktionalbedingung (3) des GauBschen 
Fehlergesetzes liegen auf Parabeln der Form y = h®z* + y(0). 

Es seien jetzt u und v irgend zwei von Null verschiedene Werte, 
wir bezeichnen mit g, ,(), ktirzer p,(x), und g, (x), ktirzer p,(x), die zu 
den Teillésungen der Strecken (Ow) und (Ov) zugehérigen stetigen Funk- 
tionen. Es ist also 


P(X) = (4), (0) = (0), 
wi .(0) = 91%), 9,(0) = 90). 
Da ,(x) und »,(x) mit m(z) an einer tiberalldichten Menge von Stellen 


iibereinstimmen, so gilt das gleiche fiir e~%), e~%) und e~?; infolge- 
dessen ist 


+2 ; + +o 
(49) 1 = fem da = {e-% da = fe e- 9) dx. 
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Ist daher 

(50) 

so folgt aus (49) 


P(t) = hia? + 90), 
P, (x) = hia? + 9(0), 
Ke - ht, 
fiir jedes u und v. Wir bezeichnen diese GréBe mit h’. 
[Denn es ist bekanntlich 


Des = 
fe"*dz— A 

und also a eae 
Vz _ vz | 

| Ry, | h, 


Da nun andrerseits fiir jedes u identisch 


p(u) = 9, (u) 
ist, so folgt fiir jedes u 


p(u) = h?u? + o(0). 
Die Konstante e~?® wird dann aus (49) als Lal gefunden, so daB wir 
definitiv fiir das Fehlergesetz die Form ag 
(51) e- 912) am at [hI 
erhalten. Es besteht also das ” 
Theorem Il. Aus den Annahmen 


(A) p(%,) + (a) +--+ + (a) < (a, +e) + P(ayt+e) + ---+ O(a, +8) 
unter der Nebenbedingung 


%+4,+---+2,=0 


und 
(B) J ‘9 da=—1 
folgt y 


E79) = e v2 |h F 
a 


» 


Existenzbeweis der unstetigen Lésungen. 


Die Bedeutung der Zusatzbedingungen, die wir hinsichtlich der Funk- 
tion (x) gemacht haben, erhellt aus dem Umstande, daB sich in analoger 


Weise, wie fiir die Gleichung /(z+y) = f(x) + f(y), unstetige Lésungen 
der Funktionalbedingung (3) konstruieren lassen. 
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Hierbei bedienen wir uns des von G. Hamel eingefiihrten Hilfs- 
mittels einer Basis aller Zahlen. Es sei a,b,c,--- eine Menge redler 
Zahlen derart, daB sich jede reelle Zahl x auf eine und nur auf eine 
Weise in der Form 


(52) 2=aa+ pb+ye+-:-- 

darstellen laBt, wo die Zahlen a, f, y,--- rational sind, aber in jedem Fall 
nur eine endliche Anzahl derselben von Null verschieden ist. Wir nennen 
a,b, c,-+-- eine Basis aller reellen Zahlen. Ist 2 = 0, so sind also alle 
a, B, y,--- gleich Null. 

Die Existenz dieser Teilmenge des Kontinuums ist unter der Voraus- 
setzung der Méglichkeit einer Wohlordnung des Kontinuwms von G. Hamel 
erbracht worden. Wir diskutieren diese Frage hier nicht niher. 

Es seien jetzt 
(53) f(a) > 9, f(b) > 9, fF) > 9, --- 
irgend welche positive endliche Werte, die gréBer als Null sind. 

Die Funktion 
(54) f(a) = f(a) + BF) + YF) +-: 
besitzt die verlangte Eigenschaft. In der Tat es ist, wenn 

t= aa+pb+ye+---, 
(55) y= a+ Bb+ye+---, 
r= 6,a+ Bb+y,c+--- 
gesetzt wird, mit Riicksicht auf die Eindeutigkeit dieser Darstellung infolge 
der Gleichung 
(4) Om tm t---+4, 


notwendig 
% +o +---+a,—0, 


(56) B, + Bp +---+8,=9, 
Wwtyet:::t+%y=9, 
—e es le > ee 
(57) e=Aa+Bb+fe+---. 
Wir haben dann 
fate) = («Aa + (B+B) + (+0 ++ 
= f(x) + f(e) + 2Aaa + 2BBb + 2Fye+---. 
Es folgt daher mit Riicksicht auf (56) 


f(xy +8) + f(@+8) ++ +> + FG +8) = Fe) + $a) +++ + £(@,) + mF (2)- 
28° 
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Nun ist aber fiir ein von Null verschiedenes ¢ irgend eine der GréBen 
A,@®, T,--- von Null verschieden, es ist also mit Riicksicht auf (53) f(«) 
gréBer als Null. Es ist daher fiir ein von Null verschiedenes « 

(58) flay+8) + flats) +--+ fete) > Me) +f) +--+ + Fey) 
was zu beweisen war. 

Wir wollen noch ein zweites Beispiel bilden, aus dessen Betrachtung 
hervorgeht, daB eine solche Lésung nicht notwendig die ganze positive 
Halbebene ausfiillt. Es liegen hier die Verhiiltnisse nicht so einfach, wie 
bei der linearen Funktionalgleichung. Eine erschépfende Diskussion 
werden wir im zweiten Teile durchfiihren. 

Wir setzen, indem wir irgend eine Basiszahl a herausgreifen, 


(59) a=aat+y 
und bilden 

(60) f(a) — ata? + y* 
Aus 


L+myt+-:+-+4,—0 
folgt offenbar 


@ +o+---+a,=—0 


und 


A+++: +y, =O. 


Ferner wird, wenn 
(61) e=Aa+E 
gesetzt wird, 
f(a+e) = a®(a+A)*® + (y+e)* 
= f(x) + f(e) + 2Aaa® + 2Ey. 
Da nun fiir ein von Null verschiedenes « 


fe) >0 
ist, so ist wiederum (58) erfiillt. Andrerseits ist aber 
(62) f(a) = ate + yr 22. (“FH 
x? 
> fF. 
Man erkennt iibrigens aus dem Umstande, daB stets 
aa-+y 


ist, den Wegfall des Gleichheitszeichens. 
Andrerseits kann man 


y=bB+ey+--- 
und a@ so nahe an + als man will, annehmen. Infolgedessen wird der 
Wert der Funktion in der Umgebung einer beliebigen Stelle z so nahe, 
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als man will, an = liegen. Die Funktion y = oe ist in der Umgebung 
jeder Stelle die untere Grenze unserer Funktion. Da wir an Stelle von a 
jede andere Basiszahl setzen kinnen, so sehen wir dieselbe untere Grenze 
fiir eine unendliche Menge von solchen Funktionen eintreten. Wir werden 
zeigen, daB jede unstetige Lisung &hnliche Verhiiltnisse zeigt, und daB 
die Funktion jeden Wert oberhalb der unteren Grenze in der Umgebung 
jeder Stelle annimmt, so daB die Ebene oberhalb der Grenzkurve iiberall- 
dicht ausgefiillt wird. 


Teil IL 
Das Fehlergesetz fiir » Variable. 


6. 
Das Funktionaltheorem der definiten quadratischen Formen. 


Es besteht der folgende merkwiirdige Satz: 

Theorem II]. Es set (a> 2,---,x,) eine Funktion der reellen, 
unbeschrankt verdinderlichen Argumente x,, X_,*+',%,. Es geniige p(x, , X»,*+,X_) 
fiir ein System von Argumenten 


O=—at+alt+a+---+ a, 
‘ans mnt tat tm, 
O= a+ a+ a+... + oh 
der Ungleichheitsrelation 
x=k x=k 
(A) 64) So@Pta, ata, e+e) >>! oe, --, a) 
x=1 x=1 
fiir jedes Wertsystem &,, &,---, &,, fiir welches nicht gleichzeitig alle Gripen 
verschwinden. Bleibt dann noch fiir alle Argumentwerte 
(B) P(X, Hy, ++, Ly) 
unterhalb einer Grenze g, so ist p(a,,%_,--+, %) — p(O, 0,---,0) eine 
homogene positiv definite quadratische Form der n Veriinderlichen 2, , X_,-++,,. 
Die Bedingung (B) ist wiederum nicht entbehrlich, da wir dies be- 
reits im Falle »=—1 gezeigt haben. Sie kann aber durch andere Be- 
dingungen ersetzt werden, z. B. durch die Bedingung, daB o(z,,2,,---,2,) 
integrierbar sein soll, oder daB die Funktion séetig sein soll. Wir wollen 
diese Bedingung als die Zusatzbedingung fernerhin bezeichnen. 
Das Theorem III heiBe das Funktionaltheorem der definiten quadratischen 
Formen. 
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Wir suchen wieder zu einer konvexen Funktion zu gelangen. Die 
Funktion 


(65) Hay, Hgy+ +) Ly) = P(Lry Ay, -*-» Ty) + P(—1, — Hy, -* +» —2q) 
besitzt diese Eigenschaft. Zuniichst liegt w~ unterhalb der Grenze 2g. 
Setzen wir ferner 
(66) Y= —U,---, = — 
und 
Oma” =... ae" =... = 2) =... = wd, 
so erhalten wir, wie friiher aus (64), indem wir die Akzente fortlassen, 
wenn nicht alle « Null sind, 
(67) 2 (a, ,--y%,) < (a +e 9°**yg + &,) + (a, —é,,°-7,—&,)- 
Setzen wir jetzt wieder 
(68) +e =u, %4—-& =, 
so folgt, wenn alle andern « gleich Null genommen werden, 


(69) 2u (“+ ° ay“ Hy) < YU, 2, ++, Lq) + W(, My, --yXy), 


sobald u+v ist. Die Funktion (2,,2,,---,«,) ist daher, was auch 
Z,*-*,%, fiir spezielle Werte annehmen miégen, eine konvexve Funktion 
von 2;. 

Da #(2,,2,,---,%,) tiberdies unterhalb 29 liegt, so ist die Funktion 
in 2, stetig und besitzt an jeder Stelle, mit eventueller Ausnahme einer 
abzihlbaren Menge S, einen stiindig wachsenden partiellen Differential- 


quotienten y,(z,,---,2,) = x v(«,,--:,%,). Die Funktion y,(2,, ---,2,) 
besitzt an den Stellen S einen positiven Sprung. Wir bezeichnen mit S 
die Menge der rationalen Vielfachen dieser eventuellen Ausnahmestellen. 


Diese Menge ist fiir ein spezielles Wertesystem z,, ---, x, gebildet 
und genaver mit S(2,,---,2,) zu bezeichnen. GemiS der Gleichung (65) 


ist w eine gerade Funktion, und es ist A v(+2,,—%y,°-+-,—2,) mit 
1 


* (—2,,2,,°*+, Z,) identisch und also S(2,,2,,---,2,) mit S(—2,,---, —2,) 


zusammenfallend. Diese Bemerkung ist fiir das Folgende wichtig. 

Wir wenden jetzt wieder das Theorem von G. Cantor an, und schlieBen 
aus dem Umstande, daB das Kontinuwm nicht abzihlbar ist, daB es eine 
Stelle x,= a geben mu, welche mitsamt ihren von Null verschiedenen ratio- 
nalen Vielfachen keine Ausnahmestelle ist. 

Ist jetzt 
(70) ntnm+ri+%=90 (r,+ 0) 


eine Gleichung zwischen vier rationalen, von Null verschiedenen Zahlen, 
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so besitzt mit Riicksicht darauf, daB jetzt r,a, r,a, r,a, r,a nicht zu 
S(+2,,--+,+2,) gehéren, die stetige Funktion 


(71) ¥(é) =v(e+na, Uy***, %,) + v(e +, — 2, °*-,— a) 

+ W(E +154, X,---, 2) + O(E+1, 4, — ay, --+, —%,) 
an der Stelle « = 0 einen einzigen Differentialquotienten nach x, und also 
nach «. AuBerdem hat sie an derselben Stelle ein Minimum. Denn einer- 
seits geniigt w(x,, x,,---, %,) der Ungleichheit (64), andererseits ist infolge 
von (70) gerade die Nebenbedingung (63) erfillt. Der eigentiimliche Kunst- 
griff, welcher hier benutzt ist, um diese Nebenbedingung fiir alle Argu- 
mente gleichzeitig zu befriedigen, setzt voraus, daB (63) und (64) fiir k = 4 
gelten, wihrend wir uns friiher mit k= 3 begniigen konnten. Es muB 


also Seu) an der Stelle «0 verschwinden. Da nun 
(72) ¥(e) — v(é + 4, Lyy°"*, Ly) + ¥(—- E—1_G,Xy,***y Ly) 
+ W(E+ 150, Xq, +++, Ly) + W(—E—14G, By, °°, 2,) 
ist, so erhalten wir, indem wir 2,,---,2Z, nicht mitschreiben, 
(73) O= [Z£v@]_.- (7,4) — ¥,(— 1,4) + ¥, (754) — ¥,(—14@). 


Wir setzen jetzt 


r,=st+d %m%=-—Ss 
7 : . r, 
(74) rt m4~—t-d (+ 0) 
und erhalten, indem wir az statt zx, als Variable einfihren, 
(75) , (8 +d) — ¥,(8) = ¥,(¢+d) — ¥, (0). 


Die Zahlen s, ¢,d sind nur dadurch beschrinkt, daB s und ¢ von Null 
sowohl als —d verschieden sein miissen; wir schreiben dies in der Form: 


0 
(76) 8 t+ a 


Von der Funktion 7, (%,, %,---,%,) wissen wir tiberdies, daB sie, in- 
folge des konvexen Charakters von #(2,, 2,,---,,) hinsichtlich x,, stdindig 
wachsend ist. Das gleiche gilt also von y,(x), wenn wir, was keine Kin- 
schrinkung bedeutet, a als positiv gewahlt denken. Wir beweisen den 

Hilfssatz. Eine stiindig wachsende Funktion, welche den Bedingungen (75) 
und (76) geniigt, ist eine lineare Funktion. 

Wir betrachten zuerst positive Argumente, dann negative Argumente 
und zeigen schlieBlich den stetigen Anschlu8 im Nullpunkt. 

a) Es seien s, ¢ und d positiv. Wir setzen s der Reihe nach gleich 


t+d,t+2d, ---,t+md, 
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dann wird, indem wir die entstehenden Gleichungen addieren, fiir alle 
ganzzahligen positiven m und fir m= 0 


(77) (t+ md) — ¥,(t) = m[v, (t+ d) — ¥, (0) 
oder auch, indem wir d statt md setzen und » statt m schreiben, 
(78) v(t+ *)—¥,@ =+fwt+a@) — 9,6) 


Ersetzen wir in (77) d durch “, so erhalten wir fiir jede rationale 
positive Zahl ™ —r>0 


(79) ¥,(¢+rd) — ¥,() = r[¥,(¢+ 4) — ¥, (4). 

Die Funktion w,(2) ist eine stindig wachsende Funktion von 2; in- 
folgedessen ist auch w,(¢+«d) — y,(¢) bei irgend welchen positiven, fest- 
gewahlten ¢ und d eine stiindig wachsende Funktion von z. Dieselbe 
nimmt gem&B der Gleichung (79), falls r alle rationalen Werte von Null 
bis + oo durchliuft, eine liickenlose, wachsende Folge von Werten an, die 
mit Null beginnt und also positiv ansteigt und iiber jede Grenze wiichst. 

Wie friiher gezeigt wurde, muB also y,(¢+ 2d) — y,(é) stetig sein, 
und es findet daher fiir jedes s>0 die Gleichung 
(80) v, (t+ 2d) — ¥,(t) = z[¥, (t+ 4) — 4,0] 
oder einfacher 

v,(¢+2)— ¥,() = 2[¥,(¢+ 1) — 4,6] 
statt. 

b) Wir betrachten jetzt an Stelle von y,() die stindig abnehmende 
Funktion ¥,(—«) = %,(z). Fiir diese gilt dieselbe Betrachtung, da sie 
ebenfalls den Bedingungen (75) und (76) geniigt. Es ist also fir posi- 
tive s, t, d 

vi (t+2d) — VQ) —2[¥,¢+ a) — ¥O), 
also 
(81) 4 (—t+2-(—d) — ¥(—8#) = 2[¥,(—t—-d) — ¥,(—9)] 
fiir jedes «>0 eine stindig abnehmende Funktion, oder, indem wir 
wieder d= 1 wihlen, 
(82) v,(—t—2) — ¥,(—4) = 2[¥%,(— —¥,(—t—-1)] 
fiir «<0 eine stindig zunehmende Funktion. 

Die Funktion ¥,(z) selbst ist bis jetzt in dem Intervalle (+¢---+ 00) 
durch (80) und in dem Intervall (— co ---— ¢) durch die Gleichung (82) 
definiert. Man iibersieht sofort, dab die geradlinigen Stiicke dieselbe 
Neigung haben, da infolge von (75) und (76) 

w(t+1) — %4() = (Ct +1) — a (-t-1) 
ist. Es ist also nur nétig zu zeigen, daB sich die Stiicke von linearen 
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Funktionen fiir x = 0 stetig aneinanderschlieBen. Hieraus wiirde tibrigens 
auch die unbeschrinkte Giiltigkeit von (80) und damit zugleich wieder 
die Gleichheit der Neigungen folgen. 

c) Wahlen wir jetzt, unter 9 eine positive GréBe verstanden, um in 
das Intervall (— 9 + --- +) einzudringen, ¢ und d gemiB den Gleichungen 
(83) a) —ge<t<0 O<t+d<+eQ, 
also sicher 


b) 0<d< 2g, 
so kénnen wir die Differenz 
%(¢+d) — 4) 
mittels der Gleichung (75) auf 
vy, (s + d) = (s) 
zuriickfiihren, indem wir fiir s irgend eine positive GréBe annehmen, da 
ja die Argumente ¢, ¢+d, s, s+d von Null verschieden sind. Es gilt 
also, wenn ¢ und d die Bedingungen (83) erfiillen, stets infolge (80) fiir 
positive s und d 
(84) v4 (¢+d) — 4) — d[¥, (5+ 1) — ¥,(9)]. 
Infolge (83) b) ist also 
| ¥,(¢+ a) ul ¥, (4) | < 20 | ¥,(s +1) w ¥,(8)|. 
Fiir hinreichend kleines 9 ist diese Differenz also beliebig klein und 
da t+ stets positiv, ¢ stets negativ ist, so folgt, dab die Funktion y, (x) 
an der Stelle = 0 keinen Sprung erleidet. Es ist also w,(x) eine lineare 
Funktion von x, und wir setzen fiir jedes x 
(85) v, (x) = a[¥,(1) — ¥,(0)] + ¥,(0). 
Um jetzt zu zeigen, daB der Koeffizient von x unabhingig von 
Hy, Uy, °°", Uy 
ist, betrachten wir folgendes Wertsystem: 


, 


i= 4%, ty > & = 2 °*s r, = &, 
(86) 2,” = 0, a," —=— ds, a,” wm Bey? 5 a > ie 
C= —2,, % = 0, w= OO, ---, om 0. 

Wir haben bewiesen, dab w(x,,2,,---,2,), wie auch 2,---,2, und 


wie auch schlieBlich z, beschaffen ist, eine einzige partielle Ableitung 
¥,(2,,--+,%,) nach x, besitzt. Es ist also, damit die Minimalbedingung (64) 
erfiillt wird, notwendig in allen Werten der Argumente 

(87) 0= 1 (XX, ++") + ¥, (0, — Hqy°**) —Zyy %y) +, (—%,, O,+-+, 0), 
oder, wenn wir vor dem Differenzieren nach « die Zeichen verindern, 
in allen Argumenten 

(88) V, (4, Xp, +++) Xp) = V,(%, 9, ---, 0) + HO, ay, ---, a). 
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An der Stelle z, = --- = z, = 0 ist aber die Funktion (z,, z,,---, 2,), 
wie wir wissen, quadratisch von der Form 2h*z,?+ (0), also ist 
v,(z,, 0, ---, 0) von der Form z,¥,(1,0,---,0) und wir haben die funda- 
mentale Formel gewonnen: 

Es ist identisch in allen Argqumenten 
(89) ¥,(%, Uy***) %y) — 2, ¥,(1, 0,--+, 0) + ¥,(0, Lq,°**, Zq); 
wo iiberdies 

¥,(1, 0, ---,0) >0 
ist. 

Wir vollenden jetzt den Beweis fiir ~ mittels des Schlusses von 
m—1 auf n. 

Zunichst folgt aus (89), dab 


(89) (a, %3,-++,%,) = + ¥1(1,0,-,0) 42+, (0, 2, %,)@, + Y(O, Xp, -++, XQ) 
Denn es besitzt die Differenz 
v(2,, Ty*"y 2p) Si + ¥,(1, 0, ~<* 0) 2,°§— ¥, (0, gy***) U_)X, 


den Charakter einer in 2, stetigen Funktion, welche in bezug auf z, den 

Differentialquotienten Null hat. Sie ist also von z, unabhingig und kann 

daher gleich ¥(0, z,,---, z,) gesetzt werden, indem wir z, = 0 annehmen. 
Andererseits ist ~(0,2,,---,2,) fir die n—1 Variabeln z,, ---, x, 

von genau dem gleichen Charakter wie ~(z,,---,<,) fiir die » Variabeln. 

Nun ist unser Satz fir »=1 bewiesen. Wir nehmen jetzt an, er sei 

fiir » — 1 bewiesen und es sei also 

(90) £(%; Pil. a) = ¥(0, °°"; «,) —- v(0, 0, -- i 0) 

eine homogene positive quadratische Form, so ist also identisch, wenn wir 


3 v,(0, 0, ---, 0) gleich A, setzen und w(z,, 2,---, %,) statt 


. (2, %,---, Z,) — ¥(0, 0, ---, 0) 

schreiben, 

(91) HH, yy ++, Uy) = Aya? + HCO, ay, -- +, Zp) Xp + 1 (Lay --*y Wy) 
Wir setzen z, = 2, und haben 


(92) Ly; (0, Uy***s ty) = v(2, Uy***y 4.) e A, 2,3 — 1(%2; ns 1,)- 

Nun ist aber auch (2, 2,,---, 2,) eine Funktion von » —1 Variabeln, 
welche also eine homogene quadratische Form sein muB. Infolgedessen 
ist auch die linke Seite eine homogene quadratische Form der n — 1 Variabeln 
und also w,(0,2,,---,2,) eime homogene Form der Variabeln 2,, ---, z,. 
Hiermit ist in Riicksicht auf (91) bewiesen, daB w(z,,2%,,---,2,) eine 
homogene quadratische Form der » Variabeln ist. Aus der Ungleichheits- 
relation (64) folgt tiberdies, indem wir k=—1 und alle 2 gleich Null 
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nehmen, daB o(¢,, &,--+, &,) — p(0,---, 0) und also auch y fiir alle Werte 
der Argumente positiv sind. 

Hiermit ist bewiesen, daB w(2,,---,x,) — v(0,0,---,0) eine positiv 
definite quadratische Form ist. 

Setzt man iibrigens 


— %,t, t= Lt, ‘>, i= x,t, 


so bemerkt man sofort a priori, daB die Gleichung 


(93) p(%,t, at, +++) Dt) =F (p(x, 2%, a %,,) wei (0, *++,0)] ? 9(0, ++,0) 
besteht und zwar identisch in ¢, z,,---, z,. 

Hier ist der homogene Charakter sofort erkennbar und ferner wissen 
wir, daB der Koeffizient von f positiv ist. 

Den Ubergang von y zu @ vollziehen wir durch den folgenden dem 
Hilfssatz 5 (Teil I) entsprechenden 

Hilfssatz 9. Es ist (x,,2,,-+-,2,) stetig und besitet einen Diffe- 
rentialquotienten nach x,, fiir welchen 
(94) Pa Ei Ee ee CNY ED CES PEE) 
gilt. 

Beweis. Wir beweisen diese Behauptung fir »=1. Wiahlen wir 
die Argumente x nach (66) und nehmen alle « auBer «, gleich Null, so 
haben wir gemaB (64): 

(95) W(ay, gy -++y By) < PCH + By, yy ++) By) + V(— 2, + hy Ly, “++, Ly) 
Durch Addition und Subtraktion von (x, —é,, 2,,---,%,) folgt 
(96) (Wy 5 Hz, +0*y Ly) LY (Dy Hey qy--+y Ly) + P(Ly — Fy» Lyy yp Zp) 
or P(X, +&,, 23, ‘i ,) 
Indem wir das Vorzeichen von «, vertauschen, erhalten wir 
(QT) D(a y-+5 Ly) (Ly by Vg yyy) <P (Hy Ak yy y°*%y Ly) — P (Hy Ey yMyy**y Ly) 
<W(GyA Ey) Vg 0p Ly) — V(Lyy oy Hy) 

Hieraus folgt sofort, daB (a,) in 2, stetig ist. Um die Ableitung 

herzustellen, dividieren wir durch ¢, und gehen zur Grenze iiber, indem 


wir entweder x,+ ¢, oder z,—«, festhalten und +2¢=—y als Zuwachs 
nehmen. Wir erhalten fiir die vordere wie fiir die hintere Ableitung 


in ~(%,,---,%,) denselben Wert und zwar die Hilfte der Ableitung 


é 
On, va, a. 2) 
Dasselbe gilt fiir jedes z,, womit der Hilfssatz bewiesen ist. 
Mit Riicksicht auf die bewiesene Stetigkeit der Funktion gp folgt 


ferner, dab identisch in 2,, 7,,---, 7, 
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(98) 29 (a,,°°; «,,) = (2, +++, Z) 
ist. Und es ist daher unser Funktionaltheorem fiir g(2,,..., 7) voll- 
stindig bewiesen. 


Teil if. 


Die Haupteigenschaft der unstectigen Lésungen und das 
verallgemeinerte Funktionaltheorem. 


Wie bereits in Teil I, 5. angegeben worden ist, laBt sich auf Grund 
des soeben bewiesenen Satzes ein allgemeines Resultat iiber die Natur der 
unstetigen Lisungen angeben. Wir formulieren den 

Satz 10. Die Werte der Funktion y = g(x) liegen entweder auf einer 
Parabel 

y = h?x? + —(0) 
oder sie fiillen den ebenen Raum oberhalb einer solchen Parabel iiberall- 
dicht aus. 

Wir wollen, worin keine Einschrankung liegt, fernerhin stets g(0) = 0 
annehmen. 

Methodisch sei betont, daB wir von der Annahme der Existenz einer 
Basis keinen Gebrauch machen und diese Hypothese nur insoweit heran- 
ziehen, als sie erliutert, daB der zweite Fall tatséchlich im Bereich der 
Moiglichkeit liegt. 

Wir beweisen zuniichst den 

Hilfssatz 10a. Es seien a und b zwei reelle Zahlen derart, daB die 
Gleichung 


(99) 0 = aa + bB 
mit rationalen Koeffizienten « und B die Gleichung 
(100) a=0, p=0 


nach sich zieht; dann ist eine der Ungleichheitshbedingung des Fehlergesetzes 
geniigende Funktion 
(101) gy (aa + bp) 
fiir die séimtlichen rationalen Werte von « und B eine positive quadratische 
Form in « und B. 

In der Tat ist die Darstellung einer Zahl ¢ in der Form 


(102) c=aa+bB 
eindeutig in « und £ (falls ¢ von dieser Form ist). Sind also die Zahlen 
(103) a“, = aa, + dB, (v= 1, 2,---, m) 


so gewahlt, dab 


LZ +%y+---+2,=—0 
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wird, so muB dazu zugleich 
ty + +--+ +0, —0 


B, + Bp +--+ +6, =9 
sein. Wahlen wir ferner ¢ von der Form 
(105) e=aA-+ bB, 
wo A und B rationale Zahlen sind, so besteht also die Beziehung 


(104) und 


(1062) = Sp fa(a, +A) + 5(6, + B)] > >’ plac, +08,] 

v=1 vel 
fiir irgend welche rationalen «,, 6,, die (104) gentigen, und fiir irgend 
welche rationalen A und B. 

Indem wir w(x) = g(x) + (—2) bilden, stellen wir fest, dab 
wv(aa+bB) infolge (106) in bezug auf jede der rationalen Variabeln eine 
konvexe Funktion ist. Uherdies ist ~(aa+ 8) positiv. 

Es ist daher ~(a«a+bf) innerhalb eines endlichen Gebietes der 
«,B-Ebene eine fir alle rationalen « und £ gleichmaBig stetige Funktion.*) 
Es existiert daher eine stetige konvexe Funktion 2- F'(x,, 2,), welche fir 
L, =a, 4, = 6 mit y(ac+ bf) tibereinstimmt. Dieselbe gentigt auBerdem 
der Bedingung des Fehlergesetzes fiir zwei Variabele fiir alle Argument- 
werte und ist daher eine positive quadratische Form. Aus der gleich- 
maBigen Stetigkeit von y(aa+bf) folgt auch die gleichmaBige Stetigkeit 
von p(aa+b), so dab g(aa+b) ebenfalls mit einer positiven quadra- 
tischen Form F(z,,2,) so zusammenhingt, daB fir 
(107) = a, t= B 
(108) F(@,A) = (actA), Flay,a%) — Ant +2Ba,2, + On! 
ist. Um A, B, C zu bestimmen, setzen wir der Reihe nach a = B, a = 0, 
6 =O und erhalten 
(109) A=g(@), C= 9b), B= g(at+b)— g(a) — 9(b). 

Wir untersuchen jetzt die Werteverteilung der Funktion p(aa + b£) 
niher. Sei 

c=aa+ bp 
ein Wert der Argumentmenge. Der Wert der quadratischen Form F'(a,, 2) 
fir z,—«, x, = 6 ist jedenfalls gréBer oder gleich dem Minimum m/(c) 
von F(2,,2,) fir ein der Gleichung: 
(110) ¢=2,a+ 2b 
gentigendes Wertepaar z,,2,. Wir haben also 

*) Den Beweis hierfiir entnimmt man sehr leicht den Betrachtungen des Teiles I, 
Satz 6a und b. Wir kommen spiiter darauf zuriick. 
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(111) g(aa+bB) > m(c). 

m(c) ist eine stetige Funktion von ¢ von der Form 
AC— B* 

(112) y= 2 7 3Bab + Ca” 


wie man durch direkte Ausrechnung feststellt. 

Es seien x,(c) und z,(¢) Werte von xz, und z,, welche fiir irgend 
ein ¢ der Bedingung (110) geniigen. Wir bestimmen dann zwei rationale 
Zahlen « und f' derart, daf 


t(e)—a@ |<, |%(e)—B <4 
ist. Dann ist fiir dieses c 
lac’ + bp’ — ec! < |a\e + |b\n. 

Nun ist es infolge der Stetigkeit von F(z,,z,) méglich, bei ge- 

gebenem € die GréBen « und y so klein zu wihlen, dab 
F(a,, 2%) — Fle’, B)|<§ 
ist fiir alle a’, 8’, welche den angegebenen Bedingungen geniigen. 

Infolgedessen gibt es in der .Umgebung jeder Stelle ¢ Werte 
F(a’, B’) = p(ac' +bp’), die jedem Werte der Form F(z,, 2) fir 
c=2,4-+2,b beliebig nahe kommen. Hinsichtlich der Form F(z,, z,) 
gibt es aber nur zwei Fille: entweder ist sie fiir az, + bz, —c konstant, 
oder sie nimmt auf dieser Geraden alle Werte, die gréBer als m/(c) sind, 
an. Es erfiillt also auch die Wertmenge F'(«’, 8’) entweder die Parabel y = m(c) 
oder den oberen Teil der Halbebene, welche durch sie begrenzt wird. 

Betrachten wir endlich die schon friiher behandelten Teillésungen, 
welche durch irgend ein g(a) bestimmt werden und zu dem Intervall (0a) 
gehéren. Dieselben besitzen Parabelform. Es sei A die untere Grenze der 
zugehérigen Konstanten h,*. 

Es sind nun zwei Fille méglich; entweder sind alle Teillésungen 
von der Form y= Az*, dann ist Az’ die einzige stetige Lisung. 

Oder es gibt zwei voneinander verschiedene Teillésungen g,,(aa) 
und g,,(08), von denen eine, etwa g,,(x), entweder mit Az* zusammen- 
fallt, oder doch so nahe an Az*, als man will, gewahlt werden kann. In 
jedem Falle fallt dann m(a«+b£) einen Teil der Ebene aus, der sowohl 
¥ = ,(aa) als y= q,,(b8) enthalt. Es wird also der Teil der Ebene 
oberhalb Az® tiberalldicht ausgefiillt. 

Wir sind jetzt in der Lage, die Zusatzbedingung des Theorems | in 
ihrer reduziertesten Form zu geben. 

Wir bezeichnen zu diesem Zwecke mit lim g(x) die untere Grenze 

inf. 


aller Werte einer Funktion g(x) in der Umgebung der Stelle z. Es be- 
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steht dann, wie durch die voranstehenden Betrachtungen bewiesen ist, das 
folgende Theorem: 

Verallgemeinertes Theorem I. Es geniige die eindeutige Funk- 
tion (x) der Bedingung 


P(X) + P(X) +--+ + (Hy) << (a+) + M(ayt+e) +--+ + H(a,+8) 
unter der Nebenbedingung 


%+%+---+2,=0, 
dann besitet die untere Grenze lim g(x) die Form 
inf. 


lim —(x) = h?x? + —(0). 
inf. 
Ist ferner irgend ein Wertepaar x,y > lim (x) vorhanden, welches durch ; 
inf. 
x, p(x) nicht beliebig angenihert werden kann, so ist 
(2) = lim 9(z). 


Die entsprechende Verallgemeinerung des Funktionaltheorems der 
definiten quadratischen Formen, sowie einige andere hiermit zusammen- 
hangende Fragen gedenke ich spiiter zu entwickeln. 


Bemerkung bei der Korrektur. Wiahrend der Korrektur des vor- 
liegenden Aufsatzes erscheint eine Note von H. Lebesgue: Sur les trans- 
formations ponctuelles, transformant les plans en plans, qu’on peut définir 
par des procédés analytiques (Atti d. R. Ac. d. Se. d. Torino XLII, 
10 marzo 1907). In derselben wird zuniichst mittels eines der Hamelschen 
Methode verwandten Verfahrens das fiir komplexes Gebiet geltende System 


P(A, +42) = P(A) + lA), P42) = P(e) (2) 
durch eine unstetige Lésung befriedigt. Dann aber gibt der Autor den 
methodisch und sachlich neuen Nachweis, daB die unstetige Lisung sich 
nicht in einer sehr allgemeinen analytischen Form, die er frither studiert. 
hat, darstellen laBt. Dies Resultat gilt genau ebenso fiir die hier be- 
trachteten unstetigen Liésungen. 
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Neue Begriindung der ebenen Geometrie. 


Von 


J. Hsewtmsiev in Hellerup bei Kopenhagen. 


Im 57. Band dieser Annalen hat D. Hilbert mit ausschlieBlicher 
Benutzung ebener Axiome und zwar ohne Benutzung des Archimedischen 
Axioms eine Begriindung der Bolyai-Lobatscheffskyschen Geometrie ge- 
geben. Spiiter hat G. Hessenberg*) die entsprechende Aufgabe hin- 
sichtlich der elliptischen Geometrie gelést. In diesen beiden Arbeiten 
wurden indessen noch Axiome iiber das Schneiden der Geraden benutzt, 
indem Hilbert die Voraussetzung macht, daB zu jeder Geraden zwei 
Parallelen gezogen werden kénnen, wiihrend Hessenberg von dem Axiome 
ausgeht, daB je zwei Geraden sich schneiden. 

In dieser Arbeit soll nun gezeigt werden, daB eine Begriindung 
der allgemeinen ebenen Geometrie ohne Benutzung irgend eines Axioms 
itiber das Schneiden oder Nicht-Schneiden der Geraden méglich ist, dab 
also die ebene Geometrie unter ausschlieBlicher Benutzung ebener Axiome, 
ohne Stetigkeitsbetrachtungen, ganz unabhdngig von der Parallelenfrage auf- 
gebaut werden kann. 

Wir legen das Hilbertsche Axiomensystem zugrunde (die Axiom- 
gruppen I—III a. a. O., S. 137); doch heben wir hervor, daB die Axiome 
der Anordnung bei den folgenden Entwicklungen nur sehr wenig benutzt 
werden, und es wird daher zum SchluB die Frage aufgeworfen, ob man 
auch diese Axiome vermeiden kénnte. 


§ 1. 
Einfiihrung uneigentlicher Punkte. 
Eine Spiegelung an einer Geraden a soll mit S, bezeichnet werden, 
und wenn ein Punkt A durch diese Spiegelung nach B gefiihrt wird, so 
schreiben wir B= S,A. 


*) G. Hessenberg, Neue Begriindung der Sphiirik, Sitzber. d. Berliner Math. 
Gesellsch. 1905, 8. 70, und Begriindung der elliptischen Geometrie, diese Annalen, 
Bd. 61, S. 173. 
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Es seien a und b zwei verschiedene Geraden (Fig. 1) und A ein 
beliebiger Punkt, der nicht in den beiden Geraden enthalten ist; durch 


Spiegelungen an a und b leiten 


P wir zwei andere Punkte, B und 
\ C, ab, derart dab: 

4 \ \ B= 8,5,4, 

i i- aS C = 8,8, A. 





@ B und C sind von A ver- 
schieden, und es ist 


AB= AC, 


weil die Transformation S,S, 
A und B nach C, bzw. A fihrt. 
Haben die Geraden a und b 


einen Punkt O gemein, so ist 





OB= 0C, 
be if da O bei den Spiegelungen S, 
? ' und S, fest bleibt. Sind auBer- 
j : j dem a und b senkrecht zueinan- 
€ Q der, so fallen Bund C in 
y Pig. 1. 


einem Punkte von AO zusam- 
men; in allen anderen Fallen sind B und C verschieden. Aus diesen 


Tatsachen geht hervor, daB die Gerade 0A immer Spiegelungsachse der 
Punkte B und C ist. 


Wenn die Geraden a und 6 keinen Punkt gemein haben, so gibt es 
doch stets eine (und nur eine) Gerade ¢ durch A, welche Spiegelungs- 
achse der B und C ist. Von dieser Geraden wollen wir sagen, daf sie dem 
Geradenpaare (ab) angehért. 

Nehmen wir auf der so gefundenen Geraden ¢ einen neuen Punkt A, 
und konstruieren wir die Punkte 

B, = 8,8,4,, 
C, = 8,841, 
so ergibt sich wie oben 
(1) A, B, = A,C,; 
nun ist 
A =8,8,B =8,S,8,C = 8,S,8,S,S,A , 
C, = 8,8, A, = §,S,8,A, = 8,8,8,8,S8,B,, 


und daher: 
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(2) AB, = AC,. 
Die Gerade ¢ ist also Spiegelungsachse der Punkte B, und C,. 

Wir haben also den Satz: 

Satz 1. Durch jeden Punkt A geht eine und nur eine Gerade c, 
welche einem gegebenen Paare (ab) von sich nicht-schneidenden Geraden an- 
gehort. Diese Gerade ist durch irgend einen ihrer Punkte eindeutig bestimmt. 

Liegt A auf a bzw. b, so fallt ¢ mit a bzw. b zusammen. 

Nimmt man einen Punkt M, der nicht auf c, und nicht auf CC, 
liegt, und konstruiert man die Punkte: 


N=S,.M, 
P=S8,8,M, 
Q — 8,S,N. ? 
so ist Q das Spiegelbild von P in bezug auf c. In der Tat ist 
(3) PN=QM, 
weil PN durch die Transformation S,S, in MQ iibergeht. AuBerdem ist 
(4) P B, — QC,, 


weil PB, durch die Transformation §,S,5,8,S, nach QC, gelangt. End- 
lich hat man auch 

(5) PB= QC, 

da PB durch die Transformation S,S,S,S,S, in QC itibergeht. 

Da nun das Dreieck NBB, Spiegelbild von MCC, in bezug auf c 
ist, so zeigen die Gleichungen (3)—(5), dab P durch Spiegelung an ¢ 
- nach Q gefiihrt wird. 

Es ist nunmehr klar, daB dieses Resultat auch in dem bisher aus- 
geschlossenen Falle, dab M auf CC, liegt, Geltung hat. 

Da also 

P = 8,9 =8,8,8,N =8,8,8,8,M 
und 
P=S8,S5,M, 
so ist fiir jeden Punkt M: 
S,S,M = 8,8,S,8,M, 


S,S,S, = 8,8,8,. 
Ist umgekehrt diese Bedingung erfiillt, so muB nach unserer Definition c 
notwendigerweise dem Geradenpaare (ab) angehéren. Also 
Satz 2. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap die 
Gerade c dem Geradenpaare (ab) angehort, besteht darin, dap 
S,5,8, = 8,8,8,. 
Da diese Gleichheit in bezug auf a, b, c symmetrisch ist, so ergibt sich: 
29° 


und daher 
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Satz 3. Wenn c dem Paare (ab) angehirt, so werden auch a und b 
den Paaren (be) bew. (ac) angehdren. 

Satz 4. Wenn drei Geraden a,b,c ein gemeinsames Lot n haben, 
so muB c dem Paare (ab) angehiren. 

Wenn man namlich nach unserer Definition durch den Schnittpunkt 
von ¢ und  diejenige Gerade konstruiert, welche dem Paare (ab) angehért, 
so zeigt die Konstruktion, daB diese Gerade mit c zusammenfallen muBb. 
Umgekehrt gilt: 

Satz 5. Wenn zwei Geraden a und b ein gemeinsames Lot n haben, 
und wenn eine dritte Gerade c dem Paare (ab) angehjrt, so ist n gemein- 
sames Lot aller drei Geraden a, b, c. 

Wenn in der Tat von einem Punkte A der Geraden ¢ das Lot ¢, 
auf » gefallt wird, so muB nach Satz 4 c, dem Paare (ab) angehéren, 
und ¢, kann somit nicht von ¢ verschieden sein. 

Satz 6. Wenn zwei Geraden zwei gemeinsame Lote haben, so ist jedes 
Lot der einen Geraden auch ein Lot der anderen. 

Wenn in der Tat von irgend einem Punkte Lote auf die beiden Ge- 
raden gefillt werden, so fallen diese Lote nach den Sitzen 4 und 1 
zusammen. 

Da man durch kongruente Verschiebung jede Gerade mit jeder anderen 
Geraden zur Deckung bringen kann, so folgt weiter der Satz: 

Satz 7. Gibt es ein Viereck mit vier rechten Winkeln, so muB in 
jedem Viereck mit drei rechten Winkeln der vierte Winkel auch ein rechter sein. 

Aus diesem Satz laBt sich in bekannter einfacher Weise der zweite 
Legendresche Satz tiber die Winkelsumme des Dreiecks folgern. 

Satz 8. Wenn die Geraden ec und d dem Paare (ab) angehiren, so 
mupB auch d dem Paare (bce) angehiren. 

Zum Beweise leiten wir von einem beliebigen Punkte A der Ge- 
raden d die folgenden Punkte ab: 


M=S,S,A, 
N=S,S,A, 
P=5,5,A, 
Q=S.S,A. 


Aus den beiden ersten Gleichungen geht hervor, daB M und N die 
Spiegelungsachse d haben, und dab’ AM= AN. Aus den beiden letzten 
Gleichungen folgert man, daB AP = AQ. Es kommt nun darauf an, zu 
beweisen, dab P durch Spiegelung an d in Q iibergehen mufb. 

Da nun erstens 

M = 8,8,8,.8,P, 
Q = 88,8, 8,N 
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und 


S,5,8, = 8,8,8,, 
MQ= PN; 


N=S,8,5S,8,P = 8,S,P, 
Q=S,S,S,S,M= 8,8, M, 


so ist 


und da zweitens: 


so ist auch 


NQ= PM. 
Wir haben somit die folgenden Streckengleichungen: 


AM=AN, 
AP = AQ, 
NP =MQ, 
MP=WN@Q. 


Wenn nun A, M, N nicht in gerader Linie liegen, so wird das 
Dreieck A MN an der Geraden d nach AN M gespiegelt, und den obigen 
Gleichungen zufolge wird dann auch dieselbe Spiegelung P nach Q 
fiihren, w. z. b. w. 

Liegen A, M, N auf einer Geraden n, so ist diese Gerade gemein- 
sames Lot der Geraden a, b, d, weil die Gerade AM bei der Transforma- 
tion S,S, nicht fest bleiben kann, ohne daB sie senkrecht zu a und b ist. 
Nach Satz 5 ist m also auch Lot der Geraden c und d, und nach Satz 4 
ist hiermit der Beweis vollendet. 

Die Gesamtheit aller Geraden, welche einem gegebenen Geradenpaare 
angehéren, nennen wir ein wneigentliches Biischel. Die Sitze 3 und 8 
zeigen dann, daB ein uneigentliches Biischel durch irgend zwei seiner 
Geraden eindeutig bestimmt ist; durch jeden Punkt der Ebene geht eine 
und nur eine Gerade des Biischels. 

Wir kénnen dies etwas anders ausdriicken, wenn wir folgende neue 
Redeweise einfiihren. Statt ,,uneigentliches Biischel* sagen wir ,,uneigent- 
licher Punkt*; statt ,,G@eraden, die dem Biischel angehiren“ sagen wir 
»(eraden, die durch den uneigentlichen Punkt gehen“; statt za sagen, dab 
ein uneigentliches Biischel durch irgend zwei seiner Geraden eindeutig be- 
stimmt ist, kénnen wir demnach sagen, daB ein uneigentlicher Punkt durch 
Schnitt von irgend zwei Geraden, die durch den Punkt gehen, ein- 
deutig erzeugt wird. 

Nach diesen Verabredungen kénnen wir nun die folgenden Siitze 
aussprechen: 

Satz 9. Zwei Geraden haben immer einen und nur einen (eigentlichen 
oder uneigentlichen) Punkt gemein. 
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Satz 10. Durch zwei Punkte, welche nicht beide uneigentlich sind, geht 
eine und nur eine Gerade. 

Dagegen haben zwei uneigentliche Punkte nicht immer eine Ver- 
bindungsgerade, was wir sogleich an einem Beispiele zeigen. 

Die Lote einer Geraden haben einen uneigentlichen Punkt gemein, 
welcher der absolute Pol der Geraden genannt werden soll. Es ist somit 
klar, daB die absoluten Pole zweier Geraden, deren Schnittpunkt eigentlich 
ist, keine Verbindungsgerade haben. 

Es hat sich schon aus dem Satze 7 ergeben, daB wir bei dem Aufbau 
der ebenen Geometrie zwei wesentlich verschiedene Fille zu betrachten 
haben; im einen Falle, welchen wir als den ordindren Fall bezeichnen 
werden, gilt der Satz: Irgend zwéi Geraden haben héchstens ein gemein- 
sames Lot; im anderen Falle, dem singuldren Fall, gilt dagegen der Satz: 
Wenn zwei Geraden ein gemeinsames Lot haben, so haben sie unend- 
lich viele. 


§ 2. 
Kongruenz und Symmetrie. 


Hilfssatz. Wenn eine Gerade a durch Spiegelung an ¢ in b iiber- 
geht, so haben die drei Geraden a, b, c einen Punkt gemein. 

Nimmt man in der Tat einen Punkt A auf ¢ und konstruiert man 
die Punkte S,S,A und S,S8,A, so leuchtet ein, daB diese Punkte durch 
Spiegelung an ¢ ineinander iibergehen. 

Satz 11. Wenn drei Geraden a, b, ¢ einen (eigentlichen oder uneigent- 
lichen) Punkt U gemein haben, so kann die Aufeinanderfolge der Spiege- 
lungen S,, S,, S, durch eine einzige Spiegelung. ersetzt werden. Die Achse 
dieser Spiegelung geht durch U. 

Es wird geniigen, hier den Fall zu betrachten, wo a, b, ¢ simtlich 
verschieden sind und ihr gemeinsamer Punkt U uneigentlich ist.*) 

Nach Satz 2 ist die Transformation S,S,S, involutorisch; es bedarf 
also nur des Nachweises, daB wenigstens zwei Punkte existieren, welche 
bei der Transformation fest bleiben. Auf c wihlen wir die Punkte A 
und A, (Fig. 1) und konstruieren die Punkte 
B =8,8,8,A = 8,8,A 
und 

B, = 8,5,8,A, = 8,5,A,. 

Die Mittelpunkte O und 0’ der Strecken AB und A, B, bleiben also 
bei der Transformation S,S,S, ungeindert. BB, fallt nicht auf c; sonst 

*) Im Falle eines eigentlichen Punktes findet man einen Beweis bei F. Schur, 
Uber den Fundamentalsatz der projektiven Geometrie, Math. Annalen Bd. 51, 8. 404. 
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miiBten niimlich O und O' auch auf ¢ liegen, was unméglich ist; denn die 
Transformation S,S, kann keinen eigentlichen Punkt fest lassen, da a 
und } keinen solchen Punkt gemein haben. Wenn nun 0 und 0’ in 
einem einzigen Punkte O vereinigt wiiren, so miBte diejenige Gerade n, 
welche von O auf AA, senkrecht gefillt werden kann, auch auf BB, 
senkrecht stehen, und da die Gerade BB, auf Grund des oben bewiesenen 
Hilfssatzes durch U geht, so miiBte » gemeinsames Lot der Geraden a, b, c 
sein. Wenn also a, b, c kein gemeinsames Lot haben, so ist O notwen- 
digerweise von O° verschieden, und der erste Teil des Satzes ist somit 
fiir diesen Fall bewiesen. 

In dem Falle, daB ein gemeinsames Lot m der Geraden a, b, ¢ vor- 
handen ist, setzen wir voraus, daB der Punkt A auf » gewihlt ist; O fallt 
dann gleichfalls auf », wihrend dies fiir O’ nicht stattfinden kann, weil 
B und B, auf derselben Seite von m liegen; es ist also somit auch fiir 
diesen Fall nachgewiesen, daB O und 0’ verschieden sind. 

Zam Beweis der zweiten Aussage unseres Satzes geniigt es zu be- 
merken, daB AA, durch die in Rede stehende Spiegelung nach BB, ge- 
langt, und die Spiegelungsachse daher nach unserem Hilfssatz durch den 
Schnittpunkt U von AA, und BB, gehen mub. 

Satz 12. Zwei Spiegelungen S, und S, kinnen durch awei andere 
Spiegelungen dergestalt ersetzt werden, daB die Achse der ersten oder der 
zweiten dieser Spiegelungen in irgend eine gegebene Gerade c durch den 
Schnittpunkt von a und b fiillt. 

Die Gleichungen S,S8,= 8,S, und S,S,=— S,S, sind in der Tat gleich- 
bedeutend mit 

. 8,8,5,=8,, bzw. S,S8,S8,—S8,. 

Satz 13. Vier Spiegelungen S,,8,, 8,, 8, kinnen durch swei Spiege- 
lungen ersetzt werden. 

Fallen zwei aufeinanderfolgende der Geraden a, b, c, d zusammen, so 
ist der Satz selbstverstindlich. In allen tibrigen Fallen nehmen wir auf a 
einen eigentlichen Punkt A, welcher nicht in b enthalten ist, und von A 
ziehen wir eine Gerade m nach dem Schnittpunkte von b und c. Nach 
Satz 12 kann alsdann eine Gerade » so bestimmt werden, daB 


S,S,= S,,S,; 


m™n? 


S,5,5,5,— S,S,,5,5,. 


es ist also: 


Fallt » mit d zusammen, so ist der Beweis hiermit vollendet. Wenn 
dagegen n von d verschieden ist, so zieht man ferner von A eine Gerade p 
nach dem Schnittpunkte von m und d und bestimmt eine Gerade q 
derart, daB 


S8,5,= 8,8,: 





456 J. Hyecsiev. 


also 


S,5,S.S, = S,S,,8,8 


a™m™p™@* 


Da nun die Geraden a, m, p alle durch A gehen, so ist die Trans- 
formation S,S,,S, einer einzigen Spiegelung S, gleichwertig; schlieBlich 
erhalt man also: 

S,8,8,S,= S,8,. 


Durch eine ithnliche Betrachtung liBt sich leicht zeigen, daB drei 
Spiegelungen, deren Achsen nicht alle durch einen und denselben Punkt 
gehen, durch drei Spiegelungen dergestalt ersetzt werden kénnen, da die 
beiden ersten der Spiegelungsachsen durch irgend einen eigentlichen 
Punkt P gehen. Bei der von den drei Spiegelungen gebildeten Trans- 
formation kann der Punkt P nur dann sich selbst entsprechen, wenn 
er auch auf der dritten Achse liegt. 

Wir kénnen daher die folgenden Siitze aussprechen: 


Satz 14. Drei Spiegelungen kinnen nicht einander aufheben. Bei der 
Aufeinanderfolge von drei Spiegelungen, welche nicht durch eine einzige 
Spiegelung ersetzt werden kinnen, wird kein eigentlicher Punkt sich selbst 
entsprechen. 

Satz 15. Eine ungerade Anzahl von Spiegelungen kann nicht durch 
eine gerade Anzahl von Spiegelungen ersetzt werden. 

{ geraden 
\ungeraden 
Anzahl von Spiegelungen imeinander iibergehen, nennen wir bzw. 
kongruent 

symmetrisch } ” 

Wenn zwei Figuren kongruent sind, so kann die eine Figur durch 
die Aufeinanderfolge zweier Spiegelungen S, und S, in die andere ver- 
wandelt werden. Die Transformation S,S, nennen wir eine Drehung 
und den Schnittpunkt der Spiegelungsachsen a und b nennen wir das 
Drehzentrum. 

Wenn zwei Figuren symmetrisch sind, so wird entweder eine einzige 
Spiegelung oder die Aufeinanderfolge von drei Spiegelungen geniigen, um 
die eine Figur in die andere zu verwandeln. 

Zwei Figuren, deren Punkte einander paarweise so zugeordnet sind, 
daB die einander zugeordneten Strecken einander gleich sind, sind ent- 
weder kongruent oder symmetrisch. Denn wenigstens drei Spiegelungen 
sind hinreichend, um die eine Figur in die andere zu verwandeln. 

Definition. Ein vollstéindiger Winkel (a, b) ist ein geordnetes 
System von zwei Geraden a und b, die einen eigentlichen Punkt (den 
Scheitel des Winkels) gemein haben. 


Zwei Figuren, welche durch die Aufeinanderfolge einer 
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Indem wir die oben gegebene Definition von kongruenten und sym- 
metrischen Figuren auf vollstaindige Winkel tibertragen, kénnen wir den 
folgenden Satz beweisen: 

Satz 16. Wenn ein vollstindiger Winkel (a, b) mit dem Scheitel O 
gegeben ist, so kann man eine und nur eine Gerade b, finden, welche eine 
gegebene Gerade a, in einem gegebenen Punkte O, derart schneidet, dap die 
volistiindigen Winkel (a,b) und (a,,b,) kongruent sind. 

Durch die Aufeinanderfolge von zwei geeigneten Spiegelungen gehen 
O und a in O, und a, iiber; es wird dann b in die gesuchte Gerade b, 
iibergehen. Wenn ferner zwei Geraden b, und b, die Bedingung erfiillten, 
miiBten (a,, b,) und (a,,b,) kongruent sein und somit durch zwei 
Spiegelungen imeinander iibergehen. Da indessen a, und QO, sich bei 
diesen Spiegelungen nicht findern wiirden, so miiBten die Spiegelungs- 
achsen senkrecht aufeinander stehen und durch O, gehen; es miiBte dann 
auch b, fest bleiben. 

Fiir vollstindige Winkel kann man eine Addition definieren, indem 
man untereinander kongruente Winkel als gleichwertig betrachtet. Wenn 
nun zwei vollstindige Winkel (a,b) und (p,q) addiert werden sollen, so 
bestimmt man eine Gerade c, welche durch den Scheitel von (u, b) lauft, 
derart, daB (b,c) und (p,q) kongruent werden; man setzt dann: 

(a, b) + (p,q) = (a, ¢). 

Mit Hilfe der oben entwickelten Siitze iiberzeugt man sich ohne 
Mihe, daB fir diese Addition die gewéhnlichen Gesetze Geltung haben. 

Es sei nur noch bemerkt, daB man dem Winkel (a, a) den Wert 
Null beilegen muB. 

Satz 17. Wenn vier Geraden a,b, c,d einen eigentlichen Punkt O 
gemein haben und wenn ferner (a,b) = (c,d), so ist 8,S8,=— S8,S,. 

Ist m eine der Spiegelungsachsen der beiden Geraden a und c, so 
mu der Winkel (a,b) durch die Transformation S,S,, in (c¢, d) tibergehen. 
Es sei nun A irgend ein Punkt und es seien weiter 


B =S,S,A, 
A, = 8,8,,4, 
B, = S,S,Ay- 


Die Transformation S,S,, fihrt dann A,a,b nach A,, c,d, also auch 
S,S,4 = B nach S,S,A,= B,. Es ist also: 


B,=8,5,.B, 


und daher: 
S.S,S,8,,4 = 8,8,,8,5,A. 


cc m™ a 
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Da diese Gleichung fiir jeden Punkt A gelten muB, so haben wir die 

Identitat: 
S,S,8,8,, = 8.S,,8,8,, 
also: 
S_S,=8.8,, 
w. z. b. w. 

Satz 18. Wenn vier Geraden a, b, c,d durch einen eigentlichen Punkt O 
laufen und wenn S,S,=S,S,, so ist auch (a,b) = (ce, d). 

In der Tat kann durch O eine und nur eine Gerade d, derart be- 
stimmt werden, dab (a,b) = (c,d,). Nach Satz 17 ist dann S,S,=— S,S, = S,S,; 
d, fallt also mit d zusammen. 

Satz 19. Bei jeder symmetrischen Verwandtschaft W, welche keine 
Spiegelung ist, gibt es eine und nur eine Gerade, welche sich selbst entspricht. 

Wir wihlen eine Strecke AB (Fig. 2), welcher bei der Verwandt- 
schaft W eine Strecke A, B, entspricht, sodaB die Mittelpunkte M und N 
der Strecken AA, und BB, 
verschieden sind. Bei Um- 
wendung um M gelangt AB 
nach A, B,; A,B, und A,B, 
haben eine Spiegelungsachse a, 
die durch A, liuft und senk- 
recht auf MN steht (letztere 
Tatsache ergibt sich aus dem 
bekannten, leicht beweisbaren 
Satz, daB die Mittelsenkrechte 
der Seite B,B, des Dreiecks 
BB,B, zurV erbindungsgeraden 
der Mittelpunkte der beiden 
anderen Seiten senkrecht ist). 
Die Verwandtschaft W kann somit durch die Aufeinanderfolge einer 
Umwendung um M und einer Spiegelung an a ersetzt werden; da aber 
die Gerade MN bei diesen Transformationen fest bleibt, ist hiermit der 
erste Teil des Satzes bewiesen. 

Da ferner bei der Verwandtschaft W jedem Punkt P der Geraden MN 
nach Satz 14 ein von P verschiedener Punkt P, entspricht, so kann keine 
Gerade, welche MN trifft, sich selbst entsprechen; und da eine Gerade }, 
die ganz auf der einen Seite der Geraden MN liegt, bei der Umwendung 
um M nach einer Geraden }, auf der anderen Seite von MN gelangt, 
und da wiederum }, bei der Spiegelung an a auf derselben Seite der 
Geraden MN liegen bleibt, so kann b bei der Transformation W sich 
nicht selbst entsprechen. Der Satz 19 ist somit vollstiindig bewiesen. 

Gleichzeitig erkennen wir auch die Richtigkeit der folgenden Tatsache: 
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Satz 20. Die Mittelpunkte der Verbindungsstrecken entsprechender 
Punkte in zwei kongruenten Punktreihen (AB---) und (A,B,---) fallen 
entweder in einem einzigen Punkt zusammen oder sie sind in einer und der- 
selben Geraden enthalten. 


§ 3. 
Vorbereitung zum Beweis des Pascalschen Satzes. 


Es seien (Fig. 3) a,b,c drei Geraden, die durch einen (eigentlichen 
oder uneigentlichen) Punkt P laufen, und O irgend ein (von P verschie- 
dener) eigentlicher Punkt auf c. Wir fillen die Lote OA und OB auf 
a und b und be- 
zeichnen die Gerade 
OB mit d; wir setzen 
voraus, daB B nicht 
nach P fallt. Da die 
Geraden a, ¢, d nicht 
durch einen und den- 
selben Punkt laufen, 
so kann die Aufein- 
anderfolge der drei 
Spiegelungen S,,S.,S, 
nicht durch eine ein- 
zige Spiegelung ersetzt 
werden; denn dann 
miiBte die Transforma- 
tion S,S,S, involutorisch sein, was nach Satz 2 unmidglich ist. Es gibt also 
nach Satz 19 eine und nur eine Gerade g, welche bei der Transformation 
S,S,S, sich selbst entspricht. Diese Gerade geht durch den Punkt A; 
wenn nimlich 0, = 8,0, so ist 


8,8.8, 0, _ 0, 
und der Mittelpunkt A der Strecke OO, muB also auf g liegen. 


Es laBt sich nun ferner nachweisen, daB g auch durch B iiauft; 
denn es gibt nach Satz 12 eine Gerade e durch P, so dab 


8.5, =—8,8,, 





Fig. 3. 


also auch 
8,58, — S,5,8,, 


und bei der Transformation S,S,S, muB die von B auf e senkrecht ge- 
fillte Gerade sich selbst entsprechen; diese Gerade muS daher mit g zu- 
sammenfallen. 
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SchlieBlich kénnen wir nun eine Gerade p durch O so bestimmen, dab 
S,8.= S,Soa, 
und daher: 
SaS-Sa = SpSoaSa- 
Die Gerade p erfiillt nach Satz 18 die Kongruenz: 
(OA, p) = (c,d), 
und da p senkrecht auf AB steht, weil A4B=g bei der Transformation 
SaS.Sa= SpSoaSa fest bleibt, so haben wir: 
Satz 21. Wenn auf zwei verschiedenen Strecken OA und OB Lote 
in A und B errichtet werden, welche einen (eigentlichen oder uneigentlichen) 


Schnittpunkt P haben, und wenn ferner das Lot OQ von O auf AB ge- 
fallt wird, so gilt immer die Kongruenz: 
(OA, OQ) =(OP, OB). 

In dem beim Beweise ausgeschlossenen Fall, daB B und P zusammen- 
fallen, ist der Satz selbstverstiandlich. 

Mit Hilfe dieses Satzes kénnen wir den ersten der beiden Beweise, 
welche Hilbert*) in den ,,Grundlagen der Geometrie“ fiir einen speziellen 
Fall des Pascalschen Satzes gegeben hat, unmittelbar fiir den folgenden 
Satz anwenden: 

Satz 22. Wenn die Ecken eines Sechsecks stimtlich eigentliche Punkte 
sind und abwechselnd auf zwei Geraden liegen, deren Schnittpunkt ein eigent- 
licher Punkt S ist, und wenn ferner zwei Paare von gegeniiberliegenden 
Seiten des Sechsecks je ein gemeinsames Lot haben, das durch S léuft, dann 
hat auch das dritte Paar von Gegenseiten ein gemeinsames Lot durch S. 

Mit Hilfe eines Beweises von G. Hessenberg**) kévnen wir ferner 
den folgenden speziellen Fall des Pascalschen Satzes gewinnen: 

Satz 23. Wenn die Ecken eines Sechsecks siimtlich eigentliche Punkte 
sind und abwechselnd auf zwei Geraden liegen, und wenn ferner die drei 
Schnittpunkte der Gegenseitenpaare eigentliche Punkte sind, dann liegen diese 
drei Punkte auf einer und derselben Geraden. 

Der Beweis Hessenbergs stiitzt sich wesentlich auf einen Hilfssatz 
iiber das vollstindige Vierseit. Dieser Hilfssatz soll hier in folgender, 
verallgemeinerter Form bewiesen werden (Fig. 4): Es seien p, q, r, s vier 
Geraden, von denen keine drei durch einen Punkt gehen, und es seien die 
(eigentlichen oder uneigentlichen) Gegeneckenpaare des von den vier Ge- 
raden gebildeten vollstiindigen Vierseits durch A A,, BB,, CC, bezeichnet; 


*) Hilbert, Grundlagen der Geometrie 1899, p. 28. 
**) G. Hessenberg, Neue Begriindung der Sphirik, Sitzungsber. d. Berliner Math. 
Gesellschaft 1905, 8. 70 (Archiv d. Math. u. Physik, Bd. 9). 
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wenn nun diese Gegeneckenpaare mit einem beliebigen eigentlichen Punkt P, 
der nicht in eine Ecke des Vierseits fallt, durch die Geradenpaare aa,, 
bb,, ec, verbunden werden, und wenn dann 


(b, c) = (4, ),), 
(¢, @) = (a, %) 


(a,b) = (b,, 4). 

Wir kénnen dies auch in folgender Weise ausdriicken: wenn zwei 

der Geradenpaaren aa,, bb,, cc, gemeinsame Spiegelungsachsen haben, so 
haben alle drei Geradenpaare gemeinsame Spiegelungsachsen. Zum Beweis 


dieses Hilfssatzes bestimmen wir sechs Geraden a’, a,’, b’, b,’, ¢, ¢ 
derart, daB: 

(6) 8,S,=8, S,, 

(7) S, S, — S, S,, 

(8) SS, = 8, S,, 

(9) S,S,= S,,S,, 

(10) S,S,,= S,.8,, 

(11) S,S,.= 8,, 8, 

Aus den Gleichungen (8), (9), (10) folgert man: 
(12) S,, 5,8, = 8,8,, 8, 8.5,, 
und aus (9), (11), (7): 

(13) 8,8. S, = S,8,, S, 8, 8,. 


so ist auch 


und 
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Ferner ergibt sich aus (7), (6), (8): 
(14) S,S,,S8, = 8,8,8,8,5,8,5,8,8, = 8,5,5,8,8 


ea se eS ee a™c™p* 


Die letztere Reduktion erhilt man auf Grund der Identititen: 


8,8,S,— S,S,8,, 
8,8,8, _ S, S,8,, 
S,8,8, = 8,8, 8,. 


Jeder der Ausdriicke auf der rechten Seite der Gleichungen (12), (13), (14) 
stellt eine Spiegelung dar und es liuft somit jedes der Geradentripel 
a,b,c’; a,'¢,b'; b’a’e’ durch einen Punkt; da nun nach Voraussetzung 

(b,c) = (¢,,5,), 
also nach Satz 17: 
S,S.= S,S,., 
so ist 
S,5S,,5,,8,S,= 5,5,,5.,5,8,, 
und daher, nach (12) und (13): 


(15) 8,5, 8,— 5,,,8,, Sy. 


Aus dieser Gleichung folgern wir, dab die Geraden a,’, b,’, ¢,', , ¢ 
einen Punkt gemein haben. 

Da nun Db’ von a,’, ¢,, ¢ verschieden ist und da, wie oben gezeigt, 
jedes der Geradentripel a,‘b,‘c’, a,'¢,'b’, b'a’e’ durch einen Punkt geht, so 
leuchtet ein, daB alle sechs Geraden a’, b’, c’, a,’, b,', ¢,’ einen Punkt P’ 
gemein haben. 

Die Achse der Spiegelung S,S,,8,,5,S, geht also (nach Gleichung (13)) 
durch P’, und da diese Achse auch durch das Spiegelbild P, von P in 
bezug auf p gehen muB, weil P, bei der Transformation S,S, S,S,S, fest 
bleibt, so ist 

S,Sa,S.,S.Sp = Sp, . 
(P’ ist von P, verschieden, weil z. B. b’ durch P’, aber nicht durch 
P, Yauft.) 
In ganz ahnlicher Weise ergibt sich aus Gleichung (14), daB: 
S,S,S,.8.8, = Spr, - 
Es ist also: 
S,S,,8,,5,5,= 5,58, 5,5,5,, 
und daher 
S,,5,,8,= S,5,58,= S8.S,8,, 
also 
S,,5,, = 5.8,, 
d. h. (nach Satz 18) 
(¢, @) = (4,, 4), 
w. z. b. w. 
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Wir kénnen jetzt nach Hessenberg den Beweis des Satzes 23 in 
folgender Weise fiihren (Fig. 5). 

Das Sechseck ABCDEF sei dem Geradenpaar gh einbeschrieben 
und die Schnittpunkte der gegeniiberliegenden Seiten seien mit P, Q, R 











bezeichnet. Auf g bestimmen wir einen Punkt S derart, dab die Geraden- | 
paare PS, PQ und PC, PF gemeinsame Spiegelungsachsen haben. | 
Die Gerade F'S =s schneidet die Geraden CB und CD in baw. X 
und X,. 
Die Gerade s bildet mit jedem der Dreiecke CQE, BCD, ACR ein 
volistindiges Vierseit, und wenn wir unseren Hilfssatz auf diese drei Vier- | 
seite nacheinander anwenden, so ergibt sich, dab die Geradenpaare | 
PS, PQ 
PC, PF 
PX, PE 
PX,, PB 
PS, PR 
gemeinsame Spiegelungsachsen haben; in dieser Reihe finden wir aber die 
beiden Paare PS, PQ und PS, PR, und die Gerade PQ fallt also mit 
PR zusammen. 
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§ 4. 
Uber eine spezielle Kollineation. 


Es sei (ABC .---) irgend eine Figur, deren Punkte A, B, C, -- 
simtlich eigentlich sind, und O ein beliebiger eigentlicher Punkt; aus 
(ABC.---) leiten wir durch eine Drehung um O, welche keine Um- 
wendung ist, eine neve Figur (A, B,C,---) ab; die Mittelpunkte A, , B,, C,,--- 
der Strecken AA,, BB,, CC,,--- bilden dann eine dritte Figur, deren 
Punkte den Punkten der urspriinglichen Figur (ABC ---) eindeutig ent- 
sprechen. Es besteht also eine eindeutige Transformation, durch welche 
die Figur (ABC.---) in (A,B,C,---) tibergeht. Diese Transformation 
neunen wir eine direkte Halbdrehung um O, wihrend die umgekehrte 
Transformation eine inverse Halbdrehung um O heifen soll. Die Beziehung 
der beiden Figuren (ABC---) und (A,B,C, ---) ist ein-eindeutig, weil 
OA, 1 AA,, OB, 1 BB,,---, und 

(OA, OA,) = (OB, OB,) = (OC, OC,) =---. 
Der Punkt O entspricht sich selbst, und jeder Geraden durch O ent- 
spricht eine Gerade durch 0. 

Entsprechende Winkel mit dem Scheitel O sind einander kongruent. 

Eine direkte oder inverse Halbdrehung ist bestimmt, wenn das Dreh- 
zentrum © und zwei durch O gehende einander entsprechende Geraden 
gegeben sind; diese Geraden kénnen nicht senkrecht zueinander stehen. 
Bei einer direkten Halbdrehung 





24 gehen nach Satz 20 die eigent- 

c B, lichen Punkte einer gegebenen Ge- 

* raden a in eigentliche Punkte einer 

A 7 A, A, Geraden a, tiber; um diese Gerade 

re \ eae * ae % zu konstruieren (Fig. 6), fallen wir 
B P 


c das Lot OA auf a und bestimmen 

¥ den Punkt A,, welcher bei der 

4 gegebenen Halbdrehung dem Punkte 

A entspricht. Die Gerade AA, ist 
dann die gesuchte. 

Um dies zu zeigen, wihlen wir auf a zwei Punkte B und C derart, 
daB AB= AC. Diejenige Drehung, aus welcher unsere Halbdrehung 
abgeleitet ist, kann nun durch die Aufeinanderfolge der Spiegelungen 
an OA und OA, dargestellt werden; wenn also diese Drehung die Punkte 
B und C nach B, und C, fihrt, so ist B,C, das Spiegelbild von CB 
in bezug auf OA,. Da nun die gesuchte Gerade a, durch die Mittel- 
punkte B, und C, der Strecken BB, und CC, liuft, so steht sie senk- 
recht auf OA, und fallt daher mit AA, zusammen. 


Fig. 6. 
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Gleichzeitig ergibt sich, daB ein rechter Winkel, dessen einer Schenkel 
durch O liuft, durch die Halbdrehung in einen rechten Winkel iiber- 
gehen muB. 

Satz 24. Wenn mehrere Geraden einen (eigentlichen oder wneigent- 
lichen) Punkt P gemein haben, so werden sie durch jede direkte Halb- 
drehung in Geraden iibergefiihrt, welche ebenfalls einen Punkt gemein haben. 

Zum Beweis (siehe Fig. 3) ziehen wir durch das Drehzentrum O 
eine Gerade ¢ nach P (der Fall, daB P in O fallt, ist schon behandelt 
worden); es seien a und b zwei andere Geraden durch P. Wir fiillen die 
Lote OA und OB auf a und b, und weiter das Lot OQ auf AB; es ist 


dann nach Satz 21: 
(OA, 0Q) =(e, OB). 


Eine direkte Halbdrehung um 0 fihrt nun unsere Figur in eine 
ganz iahnliche Figur tiber; a, 6, c, OA, OB, OQ gehen in a,, b,, ¢,, 
OA,, OB,, OQ, iiber, so daB OA, 1 a,, OB, 1 b,, OQ, 1 A,B,, und 


(OA,, 0@) sad (4, OB;). 


Aus dieser Gleichung ergibt sich nun nach Satz 21, daB die Geraden 
a,, b,, ¢, einen Punkt P, gemeinsam haben. Wenn wir beliebige andere 
Geraden durch P ziehen, so leuchtet demnach ein, daB die ihnen ent- 
sprechenden Geraden durch P, laufen. Wir kénnen also sagen, daB bei 
jeder direkten Halbdrehung einem (eigentlichen oder uneigentlichen) 
Punkt P ein Punkt P, eindeutig entspricht; wenn P eine Gerade a 
durchliiuft, mu8 P, die entsprechende Gerade a, durchlaufen. 

Auch fiir eine inverse Halbdrehung gilt, daB jedem Punkt ein Punkt 
entspricht; aber ein eigentlicher Punkt wird nicht immer in einen 
eigentlichen Punkt iibergefiihrt, und Punkte einer Geraden gehen nicht 
immer in Punkte einer Geraden itiber; indessen kann man immer beliebig 
viele eigentliche Punkte angeben, deren entsprechende Punkte auch 
eigentlich sind, und wir kénnen jedenfalls den folgenden Satz aus- 
sprechen: 

Satz 25. Wenn bei irgend einer (direkten oder inversen) Halbdrehung 
zwei Punkte A und B in A, und B, iibergehen, und wenn die beiden 
Geraden AB und A,B, existieren, so wird bei dieser Halbdrehung jedem 
Punkt der Geraden AB ein Punkt der Geraden A,B, entsprechen. 

Wir schreiten nun zur Betrachtung einer Transformation, die durch 
die Aufeinanderfolge einer direkten, und einer inversen Halbdrehung, bzw. 
D, J, mit gemeinsamem Drehzentrum 0, gebildet wird. 

Wenn die Transformation J gewisse eigentliche Punkte oder Geraden 
in ebensolche iiberfiihrt, so geht aus Satz 21 unmittelbar hervor, daB die 
Halbdrehungen D und J in bezug auf diese Punkte oder Geraden ver- 
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tauschbar sind, und auf Grund dieser Tatsache kénnen wir beweisen, 
daB die beiden Halbdrehungen in bezug auf alle Punkte vertauschbar sind. 
Es sei U ein beliebiger Punkt, und 
U,=JU, 
U, = DU,, 


U, = DIU. 


Wir wihlen zwei eigentliche Punkte, A, und B,, deren Verbindungs- 
gerade nicht durch U, geht, und bestimmen die Punkte A, B, A,, B, 
derart, daB: 

A,B, = J(AB), 
A, B, = D(A, B,), 


also 


A, B, = DJ(AB). 


A, B, A,, B, sind demnach alle eigentlich; es existieren also die Ver- 
bindungsgeraden AU, BU, A, U,, B,U,, A, U,, B,U, saimtlich. Da nun 
die Geraden AU und BU durch die Halbdrehung J in A, U, und B,U, 
iibergehen, und da wiederum A, U, und B,U, durch die Halbdrehung D 
nach A,U, und B,U, gefiihrt werden, so miissen AU und BU bei jeder 
der beiden Transformationen DJ und JD in A,U, und B,U, iiber- 


gehen, d. h. 
U, = DJ(U) = JD(U), w. z. b. w. 

In ithnlicher Weise kann leicht nachgewiesen werden, daB zwei 
direkte oder zwei inverse Halbdrehungen mit gemeinsamem Drehzentrum 
vertauschbar sind. Nach diesen Vorbereitungen kénnen wir nun den 
folgenden Satz beweisen: 

Satz 26. Wenn bei der Aufeinanderfolge von beliebig vielen Halb- 
drehungen mit gemeinsamem Drehzentrum zwei Punkte A und B in 
A, und B, iibergehen, und die beiden Geraden AB und A,B, existieren, 
so wird jeder Punkt der Geraden AB in einen Punkt der Geraden A, B, 
tibergehen. 

In dem Falle, daB die Halbdrehungen entweder simtlich direkt oder 
simtlich invers sind, folgt der Satz aus Satz 25. 

Wenn dagegen die Halbdrehungen teilweise invers und teilweise 
direkt sind, so lassen sie sich wegen des soeben bewiesenen Satzes fiber 
die Vertauschbarkeit der Halbdrehungen derart ordnen, daB alle vor- 
kommenden direkten Halbdrehungen zuerst ausgefiihrt werden. Nach 
Satz 25 ist der Beweis hiermit auch fir diesen Fall erbracht. 
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§ 5. 
Einfiihrung uneigentlicher Geraden. 


Im folgenden wiahlen wir einen festen eigentlichen Punkt O (den 
Fundamentalpunkt) als Zentrum derjenigen Halbdrehungen, welche zur 
Anwendung kommen werden. 

Definition. ine umeigentliche Gerade ist ein System von uneigent- 
lichen Punkten, welches entweder durch eine Halbdrehung um den Fundamental- 
punkt in die Gesamtheit der eigentlichen und uneigentlichen Punkte einer 
gewdhnlichen Geraden iibergehen kann, oder mit der Gesamtheit der abso- 
luten Pole aller Geraden durch O zusammenfillt. 

Im letzteren Fall soll die uneigentliche Gerade die ausgezeichnete 
Gerade heiBen. Die Punkte dieser Geraden nennen wir die ausgezeichneten 
Punkte. 

Satz 27. Wenn drei Punkte U, V, W auf einer uneigentlichen Geraden 
liegen, so werden diese Punkte durch eine beliebige Halbdrehung D, wm den 
Fundamentalpunkt in drei Punkte U,, V,, W, verwandelt, welche auf einer 
(eigentlichen oder uneigentlichen) Geraden liegen. 

Beweis. Sind U, V, W ausgezeichnete Punkte, so gehen sie durch 
die Halbdrehung D, in ebensolche iiber; dieser Fall ist somit schon 
erledigt. 

Wenn U, V, W nicht alle ausgezeichnet sind, so muB8 nach unserer 
Definition eine direkte Halbdrehung existieren, durch welche U, V, W 
in Punkte U’, V’, W’ einer eigentlichen Geraden tibergehen. Die um- 
gekehrte Halbdrehung, welche invers sein muB, sei mit J bezeichnet; 
wir kénnen dann schreiben: 


UVW=J(U'V' Ww’). 


Es soll nun bewiesen werden, daB man eine Halbdrehung bestimmen 
kann, bei der U,, V,, W, in Punkte einer eigentlichen Geraden ver- 
wandelt werden. Wir wihlen eine direkte Halbdrehung D,, derart dab 
z. B. U, nach einem eigentlichen Punkt U, gefiihrt wird, wihrend V, 
und W, in V, und W, iibergehen. 

Es ist also: 


U,V, W, = D,(U,V,W;), 
und da der Voraussetzung zufolge 


U,V, W, = D,(UVW) 


und 
UVW=JJ(U'V’W’), 


U, V, W, = D,D,J(U'V' W’). 


so ist: 
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Da nun U', V’, W’ auf einer eigentlichen Geraden liegen, und da 
U, ein eigentlicher Punkt ist, so miissen nach Satz 26 die Punkte U,, 
V,, W, auch auf einer eigentlichen Geraden liegen, und der Beweis ist 
hiermit vollendet. 

Nach Einfiihrung der uneigentlichen Geraden haben nun die folgenden 
Verkniipfungssitze allgemeine Giiltigkeit: 

Satz 28. Irgend zwei Punkte A und B haben eine Verbindungsgerade. 

Es geniigt hier den Fall zu betrachten, daB beide Punkte un- 
eigentlich sind. 

Es seien erstens die beiden Punkte ausgezeichnete Punkte; dann ist 
die ausgezeichnete Gerade die gesuchte. 

Ist zweitens A nicht ausgezeichnet, so kénnen wir eine solche Halb- 
drehung wihlen, daB A bei dieser Halbdrehung in einen eigentlichen 
Punkt A, verwandelt wird; wenn dann B in B, itibergeht, so haben A, 
und B, eine eigentliche Verbindungsgerade; die Punkte A und B haben 
daher eine eigentliche oder uneigentliche Verbindungsgerade. 

Satz 29. Zwei Geraden a und b haben einen und nur einen Punkt 
gemein. 

Ist eine der Geraden, z. B. a, die ausgezeichnete Gerade, so kénnen 
wir eine Halbdrehung wihlen, welche b in eine eigentliche Gerade 5b, 
verwandelt. Bei dieser Halbdrehung bleibt a fest, und da a und b, einen 
und nur einen Punkt gemein haben, gilt dasselbe von a und b. 

Wenn beide Geraden von der ausgezeichneten Geraden verschieden 
sind, so gehen sie bei der Aufeinanderfolge von zwei geeigneten Halb- 
drehungen in zwei eigentliche Geraden tiber, und da diese Geraden einen 
und nur einen Punkt gemein haben, ist der Beweis hiermit vollendet. 

Satz 30. Die absoluten Pole aller Geraden durch einen festen eigent- 
lichen Punkt P liegen auf einer Geraden. Diese 
Gerade soll die absolute Polare von P heiBen. 

Wenn P in den Fundamentalpunkt O 
fallt, ist der Satz eine unmittelbare Folge 
unserer Definition. 

Fallt P nicht in O, so ziehen wir 
(Fig. 7) die Gerade OP = a, das Lot 6 auf 
a in P, und schlieBlich zwei beliebige 
aufeinander senkrechte Geraden ¢ und d 
durch P. 

Es wird dann geniigen zu beweisen, 
daB die absoluten Pole der Geraden a, b, ¢ auf einer Geraden liegen. 

Wir fallen die Lote OC und OD auf ¢ und d, und ferner die Lote 
DB auf b und OA auf BD. 








Fig. 7. 
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Wenn nun OA 1 a, so haben die Geraden a und BD zwei gemein- 
same Lote b und OA; die absoluten Pole der Geraden durch P fallen 
dann mit den absoluten Polen der Geraden durch O zusammen und 
bilden daher die ausgezeichnete Gerade. 

In allen anderen Fiillen trifft das Lot PP, won P auf OA diese 
Gerade in einem von O verschiedenen Punkt P,. Diejenige Halbdrehung 
um O, welche P in P, verwandelt, fiihrt nun a nach OA, und BA 
nach einer Geraden, die durch A liuft; der absolute Pol von }b geht 
daher als Schnittpunkt der beiden Geraden a und BA bei der erwihnten 
Halbdrehung in A iiber. Da ferner der absolute Pol von a in den 
absoluten Pol von OA iibergehen muB, so wird die Verbindungsgerade 
der absoluten Pole von b und a in die Gerade AB iibergehen: es bedarf 
also nur noch des Nachweises, daB der absolute Pol von ¢ durch unsere 
Halbdrehung in einen Punkt von AB verwandelt wird. Um dies zu 
zeigen, fiillen wir von P und O die Lote PQ und OR auf CD; es ist 
dann nach Satz 21 

(PQ, d) = (ce, PO) = (d, b). 
Das Dreieck PQD ist also das Spiegelbild von PBD in bezug auf d, 
und daher sind d und OD Spiegelungsachsen der Geraden BA und CD. 
Hieraus geht ferner hervor, daB die Dreiecke ORD und OAD durch 
Spiegelung an OD ineinander iibergehen. Es ist also: 


(OD, 0A) = (OR, OD) = (OC, OP), 
und daher: 
(OP, OD) + (OD, 0A) = (OC, OP) + (OP, OD), 


(OP, OA) =(OC, OD). 
Auf Grund dieser Gleichung muB die Gerade OC durch die erwihnte Halb- 
drehung in OD verwandelt werden, und da ferner d bei der Halbdrehung in 
eine Gerade durch D iibergeht, so geht der absolute Pol von ¢ als Schnitt- 
punkt der Geraden OC und d in D iiber. Der Beweis ist hiermit vollendet. 


also: 


g 6. 
Beweis des Pascalschen Satzes. 
A. Der singulire Fall 

Um die Begriindung der Geometrie im singuliiren Falle zu vollziehen, 
wird es geniigen, den folgenden Satz zu beweisen: 

Satz 31. Hat ein Sechseck seine Ecken abwechselnd auf zwei Geraden 
mit dem Schnittpunkt S, und liegen zwei von den drei Schnittpunkten der 
Gegenseitenpaare auf der ausgezeichneten Geraden, dann muB auch der 
dritte Schnittpunkt auf dieser Geraden liegen. 
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Der Satz ist schon (Satz 22) fiir den speziellen Fall bewiesen, dab 
alle Ecken wie auch der Punkt S eigentlich sind; der allgemeine Fall 
kann aber durch Halbdrehungen um den Fundamentalpunkt auf den 
speziellen Fall zuriickgefiihrt werden. In der Tat kann, da keine der 
Ecken auf der ausgezeichneten Geraden liegt, durch die Aufeinanderfolge 
von geeigneten Halbdrehungen um den Fundamentalpunkt erzielt werden, 
daB alle Ecken in eigentliche Punkte tibergehen, wiihrend der Punkt S 
entweder nach einem eigentlichen Punkt gefiihrt wird oder auf der aus- 
gezeichneten Geraden liegt. Tritt ersterer Fall ein, so ist der Satz mithin 
bewiesen, und fiir den letzteren Fall kann man dann leicht den Beweis 
indirekt fiihren; doch kann man auch fir letzteren Fall einen direkten 
Beweis geben, indem die ganze Figur in sich selbst tibergeht durch eine 
Umwendung um den gemeinsamen Mittelpunkt der beiden ,,Parallelogramme“, 
welche von den beiden Gegenseitenpaaren des Sechsecks und demjenigen 
Geradenpaare, welchem das Sechseck einbeschrieben ist, begrenzt werden. 

Da nun in unserer Geometrie die ausgezeichnete Gerade die Rolle 
der unendlich fernen Geraden in der gewdhnlichen Euklidischen Geometrie 
spielt, kénnen wir nach Hessenberg*) die Begriindung der Geometrie 
im singuliren Fall als erledigt betrachten. 


B. Der ordinire Fall. 


In diesem Falle beweisen wir den allgemeinen Pascalschen Satz iiber 
das einem Geradenpaare eingeschriebene Sechseck: 

Satz 32. Hat ein Sechseck seine Ecken abwechselnd auf zwei Geraden, 
so liegen die drei Schnittpunkte der Gegenseitenpaare auf einer Geraden. 

Durch die Aufeinanderfolge geeigneter Halbdrehungen um den Funda- 
mentalpunkt kénnen wir eine derartige Verwandlung der Figur erzielen, 
da8 unter den zu betrachtenden neun Punkten jedenfalls keine anderen 
uneigentlichen Punkte vorhanden sind als solche, die auf der ausgezeich- 
neten Geraden liegen; unter den Verbindungsgeraden der neun Punkte 
findet man alsdann héchstens eine uneigentliche Gerade, niimlich die aus- 
gezeichnete. 

Durch kongruente Verschiebung der in dieser Weise erhaltenen Figur 
kann man ferner erreichen, dab die zuriickgebliebenen uneigentlichen Punkte 
nach Punkten auBerhalb der ausgezeichneten Geraden gefiihrt werden; da 
durch diese Verschiebung die ausgezeichnete Gerade in die absolute Polare 
eines eigentlichen Punktes iibergeht, also nach Satz 30 in eine uneigent- 


*) G. Hessenberg, Beweis des Desarguesschen Satzes aus dem Pascalschen, diese 


Ann., Bd. 61, 8. 165, sowie Desarguesscher Satz und Zentralkollineation, Arch. d. 
Math. u. Phys., II. Reihe, Bd. 6. 
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liche Gerade, und da ferner die eigentlichen Punkte und Geraden in eben- 
solche iibergehen, so wird es geniigen, unseren Satz fiir die nach der 
Verschiebung erhaltene Figur zu beweisen. 

SchlieBlich kann nun diese Figur wiederum durch Halbdrehungen 
um den Fundamentalpunkt derart verwandelt werden, daB siimtliche neun 
Punkte und deren Verbindungsgeraden in lauter eigentliche Elemente 
tibergehen, und da der Pascalsche Satz fiir die solchergestalt verwandelte 
Figur Geltung hat (Satz 23), so muB er auch fiir die urspriingliche Figur 
gelten. 

' Nach Hessenberg*) ist die Begriindung der ebenen Geometrie hier- 
mit volilendet. Ferner zeigen die Entwicklungen von F. Schur**), wie 
man zur analytischen Geometrie gelangt. 


§ 7. 
Uber die Winkelsumme des Dreiecks. 


Im singuliiren Fall ist die Winkelsumme eines jeden Dreiecks gleich 
zwei Rechten. Lie ausgezeichnete Gerade ist die absolute Polare aller 
eigentlichen Punkte. Wenn keine uneigentlichen Punkte auBerhalb dieser 
Geraden existieren, so ist die Geometrie die gewdhnliche Euklidische. 
Wenn es aber andere uneigentliche Punkte gibt, so kénnen die Begriffe 


der Anordnung und Kongruenz dahin erweitert werden, daB simtliche 
ebenen Axiome fiir alle eigentlichen und uneigentlichen Elemente, mit 
AusschluB der ausgezeichneten Geraden, erfiillt werden. Indem man unter 
parallelen Geraden solche Geraden versteht, deren Schnittpunkt auf der 
ausgezeichneten Geraden liegt, wird alsdann auch das Parallelenaxiom 
erfillt. Die somit erzielte Geometrie ist also die Euklidische. 

Es gibt also wohl, wie M. Dehn bewiesen hat***), eine ,,semi-Euklidische 
Geometrie“, aber jede solche Geometrie geht, wie sich eben mit Hilfe der 
von Dehn benutzten Pseudogeometrie schlieBen lift, durch geeignete 
Hinzufiigung uneigentlicher Elemente in die gewéhnliche Euklidische 
Geometrie iiber. 

Im ordiniiren Falle ist jeder eigentlichen Geraden und jedem eigent- 
lichen Punkt ein absoluter Pol bzw. eine absolute Polare ein-eindeutig 
zugeordnet. Auf projektivem Wege kann diese Beziehung zu einer voll- 
stiindigen Polaritiéit erweitert werden, und auf jeder Geraden erhalten wir 


*) G. Hessenberg, Beweis des Desarguesschen Satzes aus dem Pascalschen, diese 
Annalen Bd. 61, 8. 161. 
**) F. Schur, Uber die Grundlagen der Geometrie, diese Annalen, Bd. 55, S. 281 ff. 
***) M. Dehn, Die Legendreschen Siitze iiber die Winkelsumme des Dreiecks, 
diese Annalen, Bd. 53, 8. 436. 
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dann in bezug auf diese Polaritiit eine absolute Involution von konjugierten 
Punkten.*) Wie man den Begriff des ,,Trennens“ einfiihren kann, setzen 
wir als bekannt voraus. 

Mit Hilfe einer kongruenten Verschiebung ergibt sich sogleich der Satz: 

Wenn auf irgend einer eigentlichen Geraden die absolute Involution 
Guts | ist, so ist die absolute Involution einer jeden eigent- 

ungleichsinnig) —” 
gleichsinnig 
ungleichsinnig | 

Ferner haben wir den Satz: 

Ist in irgend einem Vierecke mit drei rechten Winkeln der vierte 
Winkel stumpf resp. spitz, so ist in jedem Vierecke mit drei rechten 
Winkeln der vierte Winkel stumpf resp. spitz. 

Hat niimlich das Viereck ABCD bei B, C, D rechte Winkel, und 
errichtet man in A das Lot a auf AB, so schneiden die Geradenpaare 
a, AB und AC, AD zwei Punktepaare auf BC aus, welche der absoluten 
Involution von BC angehéren. Je nachdem diese Involution gleichsinnig 
oder ungleichsinnig ist, miissen die Geradenpaare a, AB und AC, AD 
sich trennen oder nicht trennen, und hiermit ist der Satz bewiesen.**) 

Bekanntlich kann nun folgender Satz leicht bewiesen werden: 

Wenn in irgend einem Dreiecke die Winkelsumme gréBer resp. kleiner 
als zwei rechte Winkel ist, so ist sie in jedem Dreiecke gréBer resp. 
kleiner als zwei rechte Winkel.***) 

Wenn nun die Winkelsumme des Dreiecks gréBer als zwei rechte 
Winkel ist, so soll unsere Geometrie die elliptische Geometrie genannt 
werden. Die absolute Polaritit ist in diesem Falle eine gleichférmige 
Polaritit; und wenn wir den urspriinglichen Begriff der Bewegung derart 
erweitern, daB jede Kollineation, durch welche die absolute Polaritit nicht 
gestért wird, eine Bewegung heiBen soll, so laéBt sich leicht nachweisen, 
daB die gewéhnlichen Axiome der vollstiindigen elliptischen Geometrie fiir 
die Gesamtheit unserer eigentlichen und uneigentlichen Elemente Geltung 
haben. 

Wenn die Winkelsumme des Dreiecks kleiner als zwei rechte Winkel 
ist, so soll unsere Geometrie die hyperbolische Geometrie genannt werden. 


lichen Geraden bzw. 


*) Vgl. F. Schur, Uber die Grundlagen der Geometrie, diese Annalen, Bd. 55, S. 286. 
™) Vgl. M. Pasch, Vorlesungen iiber neuere Geometrie (Leipzig 1882), 8. 163; 
K. Th. Vahlen, Abstrakte Geometrie (Leipzig 1905), 8. 261, bemerkt, daB der Satz 
schon von Lambert (Vgl. Stickel und Engel, Die Theorie der Parallellinien (Leipzig 
1895), 8. 186) ohne Benutzung der Stetigkeit bewiesen worden ist. Der Beweis bei 
Vahlen, a. a.|O. 8. 258, ist im wesentlichen eine Wiedergabe des Lambertschen 
Beweises. 
***) Andere Beweise bei Dehn, a. a. 0., 8. 429 und Schur, a. a. O., 8. 291. 
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Die absolute Polaritit ist in diesem Falle eine ungleichférmige Polaritiit. 
Nehmen wir an, daB der Kreis jede Gerade schneidet, deren Abstand 
vom Mittelpunkt kleiner ist als der Radius, so existiert fiir die absolute 
Polaritit eine Ordnungskurve, durch welche die Gesamtheit der eigent- 
lichen und uneigentlichen Punkte in zwei Bereiche geteilt wird, und der- 
jenige dieser Bereiche, welcher die eigentlichen Punkte enthilt, wird dann 
eine Lobatscheffskysche Ebene ausmachen. 

Wir haben also die folgenden Fiille zu unterscheiden: 

1. Die Winkelsumme des Dreiecks ist gleich zwei rechten Winkeln. 
Die Geometrie ist, entweder unmittelbar oder nach Einfiihrung uneigent- 
licher Elemente, die Euklidische Geometrie. 

2. Die Winkelsumme des Dreiecks ist gréBer als zwei rechte Winkel. 
Die Geometrie soll die elliptische Geometrie genannt werden. Nach Ein- 
fiihrung uneigentlicher Elemente erhilt man die vollstiindige elliptische 
Geometrie.*) 

3. Die Winkelsumme des Dreiecks ist kleiner als zwei rechte Winkel. 
Die Geometrie soll die hyperbolische genannt werden. Auf Grund des 
Axioms tiber das Schneiden eines Kreises mit einer Geraden und nach 
geeigneter Einfiihrung von uneigentlichen Elementen erhilt man die 
Lobatscheffskysche Geometrie. 


g 8. 
Uber die Axiome der Anordnung. 


Bei der vorstehenden Begriindung der Geometrie haben wir (mit 
Ausnahme des § 7) die Axiome der Anordnung tatsichlich nur wenig 
benutzt; hiitten wir von diesen Axiomen unbeschrinkten Gebrauch gemacht, 
so hiitte manches leichter ausgefiihrt werden kénnen; es war aber unser 
Ziel, durch die von uns gewihlte Darstellung hervortreten zu lassen, dab 
die erwihnten Axiome und die durch sie definierten Begriffe, wenn nicht 
ganz entbehrlich, so doch fiir unseren Zweck nur von sehr geringer Be- 
deutung sind. Nur bei den Beweisen der Siitze 11 und 19 haben wir 
von den Anordnungsaxiomen expliziten Gebrauch gemacht; aber auch an 
diesen Stellen kénnten wir die Begriffe der Anordnung entbehren, wenn 
nur die folgende Tatsache uns zur Verfiigung steht: Die Mittelpunkte der 
Seiten eines Dreiecks liegen nicht auf einer Geraden. 

Unsere Begriindung der ebenen Geometrie kénnte alsdann auf Grund 
der folgenden Axiome durchgefiihrt werden: 


*) Wir heben hervor, daB nach unserer Auffassung gerade der hier eia- 
geschlagene Weg der natiirliche ist, um die vollstindige elliptische Geometrie auf- 
zubauen. Vgl. hier die Bemerkung von Schur, Math. Annalen Bd. 55, 8. 267 u. 274. 
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1. Durch je zwei Punkte geht eine und nur eine Gerade. 

Das System von zwei Punkten A und B nennen wir eine Strecke 
(AB oder BA). 

2. Zwei Strecken, die einer dritten Strecke kongruent sind, sind unter- 
einander kongruent. 

3. Ist A ein gegebener Punkt einer gegebenen Geraden, so kann man 
auf dieser Geraden zwei und nur zwei Punkte B so bestimmen, daB die 
Strecke AB emer gegebenen Strecke kongruent wird. 

Jede Beziehung, durch welche jeder Geraden und jedem Punkte in 
ihr eine Gerade und ein Punkt in ihr eindeutig so zugeordnet ist, dab 
die in dieser Weise einander entsprechenden Strecken kongruent sind, 
soll eine Bewegung heiBen. 

4. Es gibt auBer der Identitit eine und nur eine Bewegung, bei welcher 
alle Punkte einer gegebenen Geraden a fest bleiben. Bei dieser Bewegung 
wird kein auBerhalb a gelegener Punkt fest bleiben. 

Jede solche Bewegung heiBbt eine Spiegelung. 

Das Aufeinandersenkrechtstehen li8t sich nun leicht definieren. 

5. Es gibt eine Bewegung, bei welcher ein beliebiges gleichschenkliges 
Dreieck in sich selbst iibergeht, so daB die Spitze fest bleibt, und die beiden 
Schenkel vertauscht werden. 

6. Jede Strecke hat einen und nur einen Mittelpunkt. 

7. Die Mittelpunkte der Seiten eines Dreiecks liegen nicht auf einer Geraden. 

Die Frage nach der Unabhingigkeit der Axiome 1—7 mag vorlaufig 
dahingestellt bleiben. 

Ob die Axiome der Anordnung tatsiichlich von den Axiomen 1—7 
unabhingig sind, wird wesentlich davon abhingen, ob es méglich ist, ein 
komplexes Zahlensystem im Sinne Hilberts*) zu definieren, fiir welches 
die folgenden Siitze gelten: 

A. Die Sitze der Verkniipfung sind siimtlich befriedigt. 

B. Die Gleichung x? =—1 hat keine Lisung. 

C. Die Sitze der Anordnung kinnen nicht befriedigt werden. 

Zum SchluB méchte ich noch bemerken, daB man unschwer sich 
davon iiberzeugt, daB das Hinzufiigen eines weiteren Axioms, auf Grand 
dessen man die Bogriffe ,gréBer“ und ,kleiner“ definieren kann, geniigen 
wird, um die Axiome der Anordnung zu beweisen. 

Dieses Axiom laBt sich folgendermaBen ausdriicken: 

8. Wenn zwei Strecken nicht kongruent sind, so existiert immer ein 
rechtwinkliges Dreieck, in dem die Hypotenuse einer der Strecken, die eine 
Kathete aber der anderen Strecke kongruent ist.**) 

*) Hilbert: Grundlagen der Geometrie 1899 (S. 26). 

*) Vgl. Peano, Torino Atti 38. Bd. 8. 10. 
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Vertauschbarkeit transfiniter Ordnungszahlen.*) 


Von 


Ernst JACOBSTHAL in Berlin. 


Vorwort. 


Das kommutative Gesetz gilt fiir die Addition und Multiplikation der 
Cantorschen transfiniten Ordnungszahlen im allgemeinen nicht. Dem- 
gemaB stellen die Gleichungen 
(1) a+p=—B+a**), 

(2) ap = Ba 
beschriinkende Beziehungen zwischen « und # dar. 

Denkt man sich « gegeben, so geniigen auf Grund des assoziativen 
Gesetzes der Addition die endlichen Vielfachen von « der Gleichung (1), 
d. h. alle Zahlen der Form 6 = an, wo n < @ ist. 

Wir zeigen in § 1, daB alle mit « additiv vertauschbaren Zahlen die 
Gestalt 6B = ab haben, wo @ die kleinste mit @ additiv vertauschbare Zahl 
(>0) bedeutet und b<@ ist. Daraus folgt dann, daB alle mit « ver- 
tauschbaren Zahlen untereinander vertauschbar sind, und es zeigt sich weiter, 
daB (1) denselben Inhalt hat wie die Gleichung 


(la) ab’ = pa’, (a’, b’<@). 
Die Gleichungen (1) und (1a) folgen auseinander. 


*) Man vergl. mit den folgenden Untersuchungen die Resultate, die Herr 
G. Cantor in seiner Arbeit: Zur Begriindung der transfiniten Mengenlehre, II, Bd. 49 
dieser Zeitschrift, pag. 239ff. abgeleitet hat. — Dabei michte ich bemerken, dab 
sich in der Encykl. der math. Wissenschaften, Bd. I, 1, pag. 194, Anm. 40 ein Fehler 
findet. Herr G. Cantor gibt nimlich 1. c. die notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen fiir die Gleichung «f= fa nur unter der Voraussetzung, daB die Zahlen 
der zweiten Zahlklasse a@ und f# von der ersten Art, d. h. keine Limeszahlen sind. 
Die Cantorschen Bedingungen sind ja, wie die folgenden Untersuchungen zeigen, in 
der Tat nur fiir diesen Fall richtig. 

**) Transfinite Zahlen bezeichnen wir mit kleinen griechischen Buchstaben, 
endliche Zahlen mit kleiner lateinischer Schrift. 
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In § 2 und § 3 behandeln wir die Gleichung (2). Ganz analog weisen 

wir hier nach, da alle mit « multiplikativ vertauschbaren Zahlen unter- 
einander vertauschbar sind, und da6 (2) gleichwertig ist mit der Gleichung 
(2a) as = Bm (a,,b,<@). 
So weit entsprechen diese Resultate denen aus § 1. Aber es besteht ein 
Unterschied: die mit « multiplikativ vertauschbaren Zahlen f sind nicht 
immer endliche Potenzen der kleinsten mit « vertauschbaren Zahl; niim- 
lich dann nicht immer, wenn « eine Limeszahl ist. Doch auch in diesem 
Fall lassen sich alle Zahlen #8 in einfacher Weise darstellen. 

In § 4 wird uns schlieBlich die Gleichung 
(3) a = 
beschaftigen. Fiir 6+ a gibt es bekanntlich im Gebiet der endlichen 
ganzen Zahlen nur eine Lésung, nimlich das Zahlenpaar 2,4. Ganz anders 


aber liegen, wie wir zeigen werden, die Verhiltnisse im Bereich der 
transfiniten Zahlen. 


§ 1.*) 


Sei uns «@ gegeben und es erfiille 6 die Gleichung 


(1) a+ p= 6+ «.**) 

Aus (1) folgt 

(2) «ae+pB>B, Bt+a>a, 

und hieraus ergibt sich, daB a@ und # beide endlich oder beide transfinit 
sind. Wir nehmen daher — der erste Fall, in dem « und § endlich 
sind, interessiert uns ja hier nicht — an 

(3) “>. 


Satz 1. Sind B und y mit « vertauschbar, so gilt von B+ y gleiches. 
Beweis. AuBer (1) besteht noch die Gleichung y + «=a + >. 
Addiert man hier auf beiden Seiten 6, so folgt unter Benutzung von (1) 
(B+y)+a=—a+ (B+y7). 
Satz If (Umkehrung von 1). Sind y+ 8 und y mit « vertauschbar, 
dann ist auch B+ a—a+ B. 
Beweis. Nach Voraussetzung ist 
(a) (y+8) +a=a+ (y+) 
(b) yta=a+t+y. 





*) Fiir die folgenden Untersuchungen setzen wir den mengentheoretischen Kalkul 
als bekannt voraus. Man findet eine sehr iibersichtliche Darstellung desselben in der 
Abhandlung von Herrn G. Hessenberg: Grundbegriffe der Mengenlehre, Abhandl. der 
Friesschen Schule, I. Band 4. Heft (als Sonderdruck erschienen). 

*) a=0 und f =0 wird als trivial ausgeschlossen. 
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Wir ersetzen auf der rechten Seite der Gleichung (a) auf Grund von (b) 
a+ y durch y + @ und erhalten so 
(ce) y+ (Bte)=—7 + (+8). 
Hieraus folgt aber, wie der mengentheoretische Kalkul lehrt, 
(d) B+a=a+ BZ. 
Satz III. Ist B eine nicht unterhalb « liegende und mit « vertausch- 
bare Zahl, dann ist 


(4) B=ab+e (b<, e~<a), 
und es gelten fiir @ die Gleichungen 

(5) 9+a=at+e, 

(6) o+p=Bt+o. 


Beweis. Da B >a ist, so existieren zwei Ordnungszahlen &, 9 
derart, daB 


B = «& + 9%), (E<B, e<a); 


«+ B=a(1+§&) +e. 

Wiire nun € iiberendlich, also 1 + & = &, dann folgte « + 6 = B, eine 
Gleichung, die (2) widerspricht; demnach ist § < und als endliche Zahl 
bezeichnen wir € mit b. Da weiter ab und 6 mit « und mit f ver- 
tauschbar sind, so folgt (5) und (6) aus Satz IL. 

Es bedeute nun @ die kleinste von Null verschiedene mit a ver- 
tauschbare Zahl, dann ist nach Satz III 

a=—aa+o, a<xo, o <a. 
Da g’ nach (6) mit « vertauschbar ist und kleiner als @ sein soll, so 
muB 9’ = 0 sein und es gilt 
(7) a= aa (a<). 
@ ist mit keiner kleineren Zahl vertauschbar, denn mit ihr wire nach 
Satz I auch @a = a vertauschbar. 

Satz IV. Ist B mit « vertauschbar, dann ist 
(8) B= av’, (b' <@). 

Beweis. a) Sei zuniichst 8 < «a— «aa. Aus dieser Ungleichung folgt, 
daB sich 6 in die Form setzen laBt: 

B= ab’ + 9 (0:<@). 
Hieraus schlieBen wir nach Satz Il, dab 
Oi +Te=—a+a 
ist, und wegen 9, <@ ergibt sich daraus g, = 0 und somit (8). 


es ist also 


*) Satz [II la8t sich auch leicht aus Satz II folgern (ohne Benutzung der Glei- 
chung 6 = @§ + @). 
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b) Sei 6 >a, dann gilt (4) und (5); nach Fall a) folgt daher 
@= ar, wo r<a ist. (4) geht dadurch unter Beriicksichtigang von (7) 
iiber in 

B = cab + ar=ab, 
wo b'=ab+r' gesetzt ist. 

Es folgt sofort: 

Satz V. Sind B und y mit a vertauschbar, dann ist auch B mit y 
vertauschbar. 

Der Beweis ergibt sich aus den Gleichungen 


B= ab’, 
* des ac, 


Y+eémc4+ v, 


und weiterhin folgt 
(9) Bc’ = pV’. 

Satz VI. Seien a, B zwei transfinite Zahlen, zwischen denen die 
Gleichung 
(9a) ab” = pa” 
besteht, dann ist B mit a vertauschbar. 

Beweis. a ist mit ab” = fa” und Ba” ist mit B vertauschbar, also 
nach Satz V a mit £. 

Es folgt aus (9a) sehr leicht: 


ia 
(10) a7 =BS, 


wenn d = (a”,b”) ist. 


§ 2. 

Sei uns « gegeben und 6 erfiille die Gleichung 
(1) ap = pa*). 
Es laBt sich leicht zeigen, daB aus «~<@ auch B <a folgt. Sei also 
wieder «> @. Genau wie in § 1 beweist man auch hier: 

Satz 1. Sind B und y mit « vertauschbar**), so gilt von By gleiches. 

Satz Il (Umkehrung von I). Sind yB und y mit a vertauschbar, 
dann ist auch 

Ba = af. 

Bis hierher geht die Untersuchung mit der in § 1 parallel. 


*) @«=1 und 6 =1 schlieBen wir als trivial aus. 
**) Vertauschbar schfechthin bedeutet im folgenden ,,multiplikativ vertauschbar“. 
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Jetzt machen wir Gebrauch von der Theorie der Hauptzahlen.*) Der 
héchste nicht oberhalb « gelegene Haupttypus sei m"; o” habe fiir 6 die 
gleiche Bedeutung. Dann ist 
(2) e@=—@a+e+r, a,r<a; 9 < o" 
(3) B=o@’b+6+s8, b,s<a@; 6<@ 

Wir behandeln in diesem Paragraphen nur den Fall, in dem r = 0, 
also « eine Limeszahi ist. 

Sei also ry = 0, dann ist auch s=0, d. h. B eine Limeszahl. Wire 
nimlich s > 0, dann ist 

«8 = o*'b + o6 + was + @, 


Ba = @"’*“a+ oo. 
Also ist wegen (1) 


o*+*h + @6 + o'as+o=—a't"a+o'o. 
Diese Gleichung stellt einen Widerspruch dar; die linke Seite, in die 
Cantorsche Normalform gesetzt, wiirde anders ausfallen als die rechte Seite. 
Setzen wir also s = 0, so wird 


«B = a t"b + wo, 


e, 6 sind Limeszahlen. 


und (1) geht iiber in 
(4) ot’h + @6 = w'*"a+ o’o. 

Wegen der Eindeutigkeit der Darstellung einer transfiniten Zahl als 
Summe nicht zunehmender Haupttypen zerfiallt (4) in die Gleichungen 
(5) utvev+y, 

(6) a=b, 

(7) ao" 6 = wo" 9. 

Auf Grund von § 1 kénnen wir (5) ersetzen durch 

(5a) L=tm, Ye=tn, 

wo t mit keiner kleineren Zahl additiv vertauschbar ist.**) 

*) Hauptzahl nennt Herr Hessenberg |. c. S. 578 eine Zahl, die allen ihren (von 
Null verschiedenen) Resten gleich ist. Diese Zahlen sind identisch mit den Potenzen 
von @ und werden von Herrn Hessenberg direkt zur Definition dieser und der Potenzen 
beliebiger Zahlen benutzt. Die Hauptzahlen sind additive Primzahlen; daher ist die 
Cantorsche Normaldarstellung transfiniter Ordnungszahlen das additive Analogon der 
multiplikativen Darstellung endlicher Zahlen durch Primzahlen. Dagegen ist die 
Produktformel, die Herr G. Cantor 1. c. fiir die transfiniten Ordungszahlen aufgestellt 
hat, nicht von der gleichen Bedeutung; denn die dabei auftretenden multiplikativ 
irreduzibelen Zahlen haben nur in gewissen Fallen Primzahlcharakter. — Mit Benutzung 
der Hauptzahlen kommt man in § 1 schneller zum Ziel; wir wollten aber in § 1 absichtlich 
die Untersuchung mit mdglichst wenig Hilfsmitteln fiihren. Es li8t sich leicht zeigen, 
daB die in §1 eingefiihrte Zahl @ die Form hat @ = w+ 9, wo p<‘ ow’ ist. Alle 
mit « additiv vertauschbaren Zahlen haben die Gestalt 6 = o” b’+ 9 (b =1,2,---). 

**) ¢ ist durch yw, also durch « eindeutig bestimmt; ist » endlich, dann ist t= 1. 
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Ist uw = v, so folgt aus (7) 
o=6, a= fp. 
Sei also uw >v, d. h. m>~*n und demnach a>. Aus (7) ergibt 


sich dann 
(8) e = at™-"e, 
(9) e=—o™a+o=—aa+ a™-"6 
= a ™-"(@"a+o) 
= at™-")B, 
Stellen wir das bisherige zusammen: jede mit « = w*"a + @ vertauschbare 
Zahl f hat die Gestalt 6 = w*"a + 6, wobei o sich aus der Gleichung 
at™¢ = @'"o 
bestimmt; und es ist, falls a > £ ist, 
a = ot™—-")8. 
Alle Zahlen 8 der angegebenen Gestalt sind aber auch mit « vertauschbar. 


Sei nun @ die kleinste mit « (multiplikativ) vertauschbare Zahl, dann 
folgt fir B = a, da ja « >@ ist, 


(10) a= oa, 0<a’<o. 
Satz Ill Jede mit « vertauschbare Zahl y hat die Gestalt 
(11) y=a*a, 0<c<ao. 
Beweis. a) Wenn y ><a ist, dann ist nach (9) und (10) 
y= ara, «= ata, 
also 
(11) y= @tCtOG = wa. 


b) Sei a > y > a, dann ist nach (9) und (10) 
a= ay = oS. 
Wegen y > @ folgt hieraus c’< a’ und demnach 
(11) y= a - OG = wa. 
Satz IV. Jede mit « vertauschbare Zahl y ist auch mit « vertauschbar. 


Beweis. Nach dem, was oben iiber die Gestalt jeder mit a ver- 
tauschbaren Zahl bemerkt wurde, besteht fiir @ die Gleichung: 


(12) a= o*a+o. 
Aus (11) und (12) folgt fiir jede mit « vertauschbare Zahl y 
(13) y= at’+%q +4 ato. 


Man bilde aus (12) und (13) y@ und ap: 


ya a at’ +24)q + at’ +a)o, 


ay = gt’ +2a)q + at(+4)6 — ye. 
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Satz V. Sind B und y mit a vertauschbar, so ist auch B mit y ver- 
tauschbar.*) 

Beweis. Nach Satz III ist 

y= oa, B= aa, 

also 
yB= oa ap=—a@’ Ba (Satz [V) 

= gt +o) Gg? 
Genau ebenso folgt 

By = at +e) G2 

und hieraus 
(14) By = vB. 
Aus Satz V schlieBen wir, daB @ mit keiner kleineren Zahl vertauschbar ist. 

Wann sind alle mit « vertauschbaren Zahlen w*’a@ endliche Potenzen 
einer und derselben Zahl 6? Da auch @ eine Potenz dieser Zahl ¢ sein 
miiBte, also mit d vertauschbar wire, so muB wegen der vorhergehenden 
Bemerkung diese Zahl gleich @ sein. Unsere Frage lautet also: wann 
haben alle Zahlen w**a (c’ =0,1,2,---) die Gestalt a (l<e<)? Die 
Gleichung 


(15) or = a 

geht wegen (12) tiber in 

(16) at tq + wo = wa + wte4-NG, 

Gleichung (16), also auch (15), ist dann und nur dann erfiillt, wenn 

(17) ce = a@(e—1) 

ist, d. h. wenn jedes ganzzahlige c’ durch @ teilbar ist. Also muB 
a=1, c=e—1 

sein. Die Gleichung (15) lautet jetzt 

(15a) oto = a+, 


Wir erhalten so 

Satz VL Alle mit « vertauschbaren Zahlen sind dann und nur dann 
Potenzen der kleinsten mit a vertauschbaren Zahl a, wenn @ die Gestalt hat 
(18) a=—a'a+ Q, 
wo t mit keiner kleineren Zahl additiv vertauschbar und @ eine unterhalb 
a* gelegene Limeszahl ist.**) 

*) Dieser Satz liBt sich leicht direkt aus den Gleichungen (6a), (6) und (7) 
herleiten; es ist nur @ aus zwei Gleichungen der Form (7) zu eliminieren. Aus V 
folgt dann IV und III. Wir haben unsere etwas liingere Darstellung gewaihlt, um 
die analoge, aber schwierigere Untersuchung in § 3 dem Verstiindnis niher zu bringen. 

**) Dafiir daB & diese Form hat, ist notwendig und binreichend die Bedingung 


ut >t(m—1), wenn wt das niederste Glied in der Cantorschen Normaldarstellung 
von @ ist. — Ist m>-1 und w,<r, dann ist «= @; fir m=—1 ist stets a= a. 
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§ 3.*) 

Nachdem wir nun die Gleichung (1) in § 2 unter der Voraussetzung 
behandelt haben, daB « eine Limeszahl ist, setzen wir jetzt voraus: « ist 
keine Limeszahl. Dann folgt, daB auch # keine ist. Zu den Gleichungen 
(2) und (3) des vorigen Paragraphen kommen also noch die Bedingungen 


r,s>0. 
(1) geht jetzt tiber in 


(19) @t’b+ w"(6+as)+0+7r=o't"a+ o'(o+br)+6+58. 


und diese Gleichung zerfillt in 


(5a) u=tm, y= TR, 

(6) a=b, 

(20) £8, 

(21) a*"(6+ar)+oe=—a"(o+ar)+o. 


Also sind alle mit «a=@™a-+o+r vertauschbaren Zahlen von der 
Gestalt B = w"a+o6+r; 6 bestimmt sich aus (21). Wahlt man um- 
gekehrt » und o so, daB (21) erfiillt ist, dann ist das dadurch definierte 
6B mit @ vertauschbar. 

Aus (21) folgt wegen der Eindeutigkeit der Cantorschen Normal- 
darstellung einer transfiniten Zahl: ist m=, so ist 9 =o, also a = B; 
ist aber m >, also a > 8, dann ist 9 >o. Oder anders gefaBt: aus 
a> 6 folgt m>n und 9 ><a. 

Satz VII. Sei «>, dann existiert eine Zahl p’, so dap 
(22) «= BB = BB 
ist, und auch B ist mit « vertauschbar. 

Beweis. Wir denken uns in (21) die rechte und die linke Seite in 
die Normalform gesetzt und vergleichen auf beiden Seiten die Glieder, die 
gréBer sind als w*". Da m > n ist, so ergibt sich bei dieser Vergleichung 


(28) oe > o'™(6 +a), 
(23a) @ > a "-"(6+ar). 
Also definiert uns 

(24) e=a™-(6+ar)+o0 


in eindeutiger Weise o’. Diesen Ausdruck fiir @ fiihre man in die rechte 
Seite von (21) ein, dann folgt 


o"(¢6+ar) + 0 = o"(6+ar) + a"(6+ar) +6, 
oder 


(25) @ = o"(6 +ar) + 6.**) 


*) Die Sitze I und II gelten auch fiir diesen Paragraphen, da ihre Ableitung 
sich nicht darauf stiitzte, daB « eine Limeszahl ist. 

**) Gleichung (25) kann man direkt erhalten, wenn man in Gleichung (21) beider- 
seits die Glieder vergleicht, die kleiner sind als *”. 
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Aus (24) und (25) folgt 
(26) a°"(6 +ar)+6=0™-"(6+ar)+o.. 


Aus der Definition von o’ ergibt sich, daB o eine Limeszahl ist, und 
aus (25) schlieBen wir 


transfiniter Ordnungszablen. 


at"o < 0 
und wegen 9 <a" 
at"o’ < ao”, 
also ergibt sich 


(27) o < at"), 
Wir setzen nun definierend 
(28) Bb =a™-"a+o+r. 


Dann ist o*-”") wegen (27) der gréBte nicht oberhalb f’ gelegene Haupt- 
typus und wegen (25) wird 
BB = a@"a+oa"(o+ar)+o+r 

=a™ato+r=—a, 

wihrend (26) besagt, dab 
BB = B’B*) 
ist, denn (26) hat dieselbe Gestalt wie (21) und diese letztere besagte ja 
«8 —= Ba. Damit ist (22) bewiesen und aus Satz II folgt sofort, dab 
auch £ mit @ vertauschbar ist. Wir bemerken noch die Beziehung 
(29) a> p. 
Satz VIII. Sei «> f6>6 und seien B, 3 mit « vertauschbar, dann ist 
(30) B - 8,, 
(31) B, < B, 
und es ist (nach Sate II) B, mit « vertauschbar. 
Beweis. Sei 

(a) BP=o"a+o+r, 

(b) d= ow" a+y4+r. 
DaB 6 mit « vertauschbar ist, driickt sich aus durch die Gleichung 
(21a) a (~y+ar) +o = o?(o+ar) + ¥. 
Diese Gleichung halten wir mit (21) zusammen; wire =p, so folgte 
aus beiden 6 = wy, also B= 0d gegen Annahme. Also ist n>p. Man 
bestimme nach Satz VII zm # die Zahl pf’ = a'™-"a+o+r, fiir die 
« = BB’ = 6B ist, und setze dann definierend 


(32) By = BS = @™-"*+9) a4 o™-"(p+ar) +o +r. 
Aus n> p folgt 
(33) m—n+p<m; 


*) Das folgt auch direkt aus § 2, Satz Il. 
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somit ist B,/<@, und da nach (32) und Satz I £6,’ mit @ vertauschbar 
ist, so existiert nach Satz VII zu 8,’ eine Zahl (6,')' = 8,, so daB 


a= By B, 
= 606, = 6B 

ist. Hieraus folgt (30) durch Division mit 6’. Ferner folgt aus (32) 
(34) (By) = By = o"-Pa+--- <8. 

Aus Satz VII und VIII folgern wir nunmehr 

Satz IX. Bedeutet a die kleinste mit « vertauschbare Zahl, dann ist 
jede mit « vertauschbare Zahl eine Potenz von « (mit endlichem Exponenten). 

Beweis. Zunichst beweisen wir den Satz fiir « selbst. Wenn a=«a 
ist, dann haben wir nichts zu beweisen nétig. Sei also «>a; dann 
existiert nach Satz VII a =«,, so dab 

G=Ga,— 0,0; ae=—an; «>a, 

ist. Demnach ist a, >a. Gilt das Gleichheitszeichen, dann ist « = @’, 


die Behauptung wiire bewiesen. Sei also a, >«. Nach Satz VII und Il 
folgt 


Oy = lly = yh; yd = Hy; My > A; Oy > ay. 
Wenn a, =a, dann ist « = a@*; wenn aber «, >a, dann fahren wir so 
fort. Da «>a,>«,>«a,>--- ist, diese Reihe aber abbrechen mu, so 


folgt, da® es einen endlichen Index e geben muB, fiir den «,= @ ist. Wir 
erhalten demnach die Gleichungen 


“a = 4,4, 
a, = Oc, 


(35) aati ce 


= Ha, 





= a ; 
und hieraus ergibt sich 


(36) a = oft! *) 
Genau ebenso beweist man nach Satz VII: ist y mit «@ vertauschbar und 
y > «, dann ist 
(37) y = a B**), 
wo 6B <a und £ mit « vertauschbar ist. Also ist 6 > «.***) 
*) Fir e=0 ist a= @; aus (36) folgt, daB @ mit keiner kleineren Zahl ver- 

tauschbar ist, denn mit ihr wiire auch a *+'— @ vertauschbar. 

**) Es kann hier 6 = 1 sein. 

**) Falls @>-1 ist. 
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Nach demselben SchluBverfahren, durch das man zu (36) gelangte, 
erhalten wir jetzt durch wiederholte Anwendung von Satz VIII auf die 
Zahl 6 = @ die Gleichung 
(38) p= a. 

Aus (36), (37), (38) folgt fiir die Zahlen y > « 

(39) y = acetDry, 

Damit ist Satz IX bewiesen. Es ergibt sich hieraus sofort, daB Satz V 
auch in diesem Falle gilt. 

Satz X. Sind B und y mit a vertauschbar, dann existieren swei 
endliche Zahlen b und c, so daB 
(40) pe = 
ist. 


Beweis. a) a sei eine Limeszahl; dann ist nach Satz III und Glei- 
chung (13) 


B ne ot’ & == @at’'+4)q + a9, y= at’+%)q + oo. 
Da nun 
(41) B" aon ot" +4)-t4ay (n = 1, 2, 3,---) 
ist, so ergibt sich sofort Wt Le 
6 fF. ye, 
wo d=(c'+a4,b'+@) der gréBte gemeinsame Divisor von ¢ +4 und 
b'+ @ ist. 
b) @ sei keine Limeszahl, dann ist nach Satz IX 6 = a, y = @, also 
4 v’ 
(43) pt = 4 
wo d=(b’,c’) ist. Damit sind in beiden Fallen die Zahlen 6 und ¢ 
gefunden. 
Satz XI. Sind a und 6 zwei transfinite Zahlen, zwischen denen die 
Gleichung 
(40a) os = BM 
besteht, dann ist « mit B vertauschbar. 


Beweis. « ist mit «, 6 mit 6% —« vertauschbar, also nach 
Satz V auch « mit £. 


g 4. 
Wir betrachten nun schlieBlich die Gleichung 
(1) a? = B*.*) 


*) Gleichung (1) ist fiir endliches « und transfinites 6 unmdglich, wie sich 
zeigen la8t; daher setzen wir a, 6 > voraus. 
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Sei wieder 
(2) a=—o"a+o+r, 
(3) p=a@’b+o+s. 
Dann ist 
(4) al iain a F- 9) ot*) 
(5) p* _ a’(e—") BF, 
Ist r= 0, dann ist £* ein Haupttypus; ist in diesem Falle s>0, so 
muB wegen (1) auch a, also « = w*-a, daher auch « ein Haupttypus 
sein. Somit ist e=o”. Es wird dann a? =o“? = B*=@"*, also up = va. 
Diese Gleichung enthilt aber einen Widerspruch; denn v« ist ein Haupt- 
typus, wf aber nicht, da wf in der Normaldarstellung mehr als ein Glied 
enthalt, also kein Haupttypus ist. Gleichung (1) ist in diesem Fall un- 
modglich. 

Sei r,s > 0, dann ist 
(6) e=o*at---+r, 
(7) B= @’"b+---+5s. 
Die Ausdriicke setzen wir in (4) und (5) ein und erhalten dann wegen (1) 
(8) a Pa +--+ + ot C-%r = ob + --- + we-s. 
Es folgt durch Vergleichung 
(9) up = ve, 
(10) u(p—s) = v(a—r), 
(11) r= 8. 
(10) und (11) zusammen ergeben 
(10a) u(B—r) = v(ae—r). 
Da nun uf = w(6—r)+ ur, va=v(«e—r)+vr ist, so folgt aus (9) 
und (10a) 
(12) ur=vr. 
Hieraus ergibt sich nach §1, Gl. (10) «=v und daher wegen (9) 
B=«. Der letzte Fall, der nun noch méglich ist, ist r= s=—0. 

Gleichung (1), (4) und (5) zusammen ergeben @“? = w’*. Also ist 
(9) up = va. 
Sei w’ der gréBte Haupttypus nicht oberhalb uw; w’ habe fiir » die gleiche 
Bedeutung. Dann ist (9) gleichwertig mit 
(13) a’ B = wa. 


*) Ist » ein Rest von 2, so bezeichnen wir die kleinste Lisung uw der Gleichung 
i4=—p+yr mit 14—>»r. 
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Aus d=y folgt hiernach «=. Diesen Fall schlieBen wir aus und nehmen an 
(14) o>y, d=yte. 
Durch (14) ist ¢ eindeutig definiert und (13) geht tiber in 


(15) B= o@a=att"a+--- 


=o’b+---. 
Hieraus ergibt sich 


(16) yore+um. 
Da nun w’*+* das héchste Glied in der Cantorschen Normaldarstellung 
von v ist, aber der gréBte nicht oberhalb u gelegene Haupttypus a’ < @’+* 
ist, so folgt aus (16), daB w’** die gréBte Hauptzahl ist, die nicht ober- 
halb « liegt, d. h. 
(17) > alt! > ot >s, 
(18) é>o’t*>u> ao’. 
Aus (17) folgt, daB «= * ist. Also ist ¢ eine «-Zahl. 
Aus (18) folgt 
(19) é=@' > wo“ 
und daher 
(20) é>«. 
Die Gleichung (15) schreibt sich jetzt 
(15a) B= ea. 
Sei nun umgekehrt ¢ eine ¢-Zahl oberhalb der Limeszahl «. Setzen wir 


dann 6 = ¢«, dann behaupten wir, daB # die Gleichung (1) erfillt. Aus 
a=—oa+---<e=@" folgt 


(18) u<e 
und daher 


(19) e=eé. 
Nun ist o = @? = ** = w** (wegen (19)). Weiter ist 
Bt = (80)* = (@tth)* mm wl tHe — wot — op, 
Somit ist (1) erfillt.*) 
Wann gibt es eine Zahl 6 <a, fiir die (1) erfiillt ist? Dann ist 
a=-é«8 und «>. 
Daraus folgt, daB 6 dann und nur dann vorhanden ist, wenn 


(20) a= oth + ot"b, + ott*b, +--- 


? 


*) Aus § = ea folgt c—ee und, da ¢ > @ ist, ergibt sich demnach 9° = of. 
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wo 


(21) s=—o' >v>y>y,>-:- 
ist. # ist durch (20) eindeutig bestimmt. 

Wir fassen die Resultate zusammen zu folgendem 

Satz. Die Gleichung «® = p* ist fiir B+ «a nur méglich, wenn « 
eine Limeszahl ist. Verstehen wir dann unter « eine beliebige e-Zahl ober- 
halb «, so erfiillen alle Zahlen B= ea unsere Gleichung, und wenn B 
sie erfiillt und oberhalb « liegt, dann hat B die angegebene Gestalt. (Unter 


gewissen Voraussetzungen existiert unterhalb « noch ein einziges B, fiir 
das « = B* ist.) 





E. Buscue. Miébiussche Netze. 


Uber das Mébiussche Netz. 
Von 
E. Buscue in Haraburg. 


Bei der Herstellung eines Mébiusschen Netzes aus vier Grundpunkten 
zerfallt die Ebene anfanglich nur in endliche und unendlich grofe Dreiecke 
und Vierecke, doch kann man z. B. schon mit der elften Linie ein Fiinf- 
eck erzielen, dessen Inneres nicht von Netzlinien durchzogen wird. Ich 
will im folgenden zeigen, wie man ein beliebiges endliches Netz durch 
eine endliche Zahl von Netzlinien so vervollstiindigen kann, daB es nur 
drei- und viereckige Maschen hat. 


I. 


Wenn auf einer Geraden eine endliche Menge von verschiedenen 
Punkten, deren Anzahl > 2 ist, angenommen wird, so hat ein beliebiger 
Punkt P der Geraden, der nicht der Menge angehért, bekanntlich zwei 
Nachbarpunkte, d. h. solehe Punkte der Menge, die man, von P ausgehend, 
nétigenfalls unter Uberschreitung des unendlich fernen Punktes erreichen 
kann, ohne vorher einen andern Punkt der Menge zu treffen. Diesen und 
den entsprechenden Nachbarbegriff im Strahlenbiischel kann man zwar 
auf nicht linear geordnete Mengen von Elementen einer Ebene, die nur 
aus Pankten oder aus Geraden bestehen, nicht tibertragen, wohl aber auf 
Systeme, die aus Punkten und Geraden zugleich gebildet sind. Eine 
Gerade g des Systems heiBt einem Punkt P benachbart oder eine Nachbar- 
gerade von P, wenn man von P aus sich einen Punkt in der Ebene, 
eventuell unter Uberschreitung der unendlich fernen Geraden, so bewegen 
lassen kann, daB er gq trifft, ohne vorher oder bei Erreichung von g mit 
einem Punkt einer andern Geraden des Systems zusammenzufallen. Die 
Menge der Punkte P, die hierbei in Betracht gezogen wird, ist nur der 
Bedingung unterworfen, daB kein auf den Geraden des Systems liegender 
Punkt zu ihr gehéren soll, die Menge der Geraden wird als endlich voraus- 
gesetzt. Gehen mehrere Geraden des Systems durch einen Punkt, so hat 
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ein Punkt P héchstens zwei von diesen Geraden zu Nachbargeraden. Sind 
mindestens drei Gerade vorhanden, die nicht durch denselben Punkt gehen, 
so hat jeder Punkt P wenigstens drei Nachbargeraden. 

Dual entsprechend heiBt ein Punkt @ eines aus Punkten und Geraden 
bestehenden ebenen Systems einer Geraden p benachbart oder ein Nachbar- 
punkt yon p, wenn man von p aus eine Gerade sich in der Ebene so 
bewegen lassen kann, dab sie Q trifft, ohne vor oder bei Erreichung von 
Q mit einer Geraden durch einen anderen Systempunkt zusammenzufallen. 
Jetzt kann p irgend eine Gerade sein, die nicht durch einen Punkt des 
Systems geht, wihrend die Menge der Punkte als endlich vorausgesetzt 
wird. Liegen mehrere Punkte des Systems auf derselben Geraden, so hat 
eine Gerade p héchstens zwei von diesen Punkten zu Nachbarpunkten. 
Gibt es mindestens drei Punkte, die nicht auf einer Geraden liegen, so 
hat jede Gerade p wenigstens drei Nachbarpunkte.*) 


Il. 


Um die Aufgabe tiber das Mébiussche Netz zu lisen, beweise ich 
zunichst, daB es — auch abgesehen von ganz speziellen Fillen, bei denen 
die geforderte Eigenschaft auf der Hand liegt — Netze mit lauter Dreiecks- 
und Vierecksmaschen gibt, d. h. solehe Netze, bei denen jeder nicht auf 
einer Netzlinie liegende Punkt nur drei oder vier Netzlinien zu Nachbar- 
geraden hat. Zu diesem Zwecke betrachte ich den folgenden besonderen 
Fall des dual entsprechenden Satzes. 

In einer Ebene mit rechtwinkligem Koordinatensystem bestimmen die 
Geraden r=0, x=1,---,2=m—1 mit den Geraden y=0, y=1,---, y=n—-1, 
wo m und n ganze positive Zahlen sind, ein rechteckiges System von 
Gitterpuniten. Nimmt man zu diesen Punkten noch die unendlich fernen 
Punkte U auf der a-Achse, V auf der y-Achse und W auf der Geraden 
y= hinzu, so hat jede Gerade p der Ebene, die nicht durch einen 
dieser mn +3 Punkte geht, drei oder vier von diesen Punkten zu Nachbar- 
punkten. 

Beweis. Wenn p den Umfang des Gitterpunktrechtecks nicht schneidet, 
so hat diese Gerade zwei von den unendlich fernen Punkten und den- 
jenigen Eckgitterpunkt zu Nachbarpunkten, den man erreicht, wenn 
man p parallel mit sich selbst an das Rechteck heranschiebt. Schneidet p 
z. B. die #-Achse in dem Punkt z= m' >m—1 unter einem Winkel 
< 45°, so sind die Nachbarpunkte von p die Punkte U und W und der 


*) Diese Beziehungen sind natiirlich, abgesehen von der Benennung, nicht 
neu. Vergl. z. B. V. Eberhard: Die Grundgebilde der ebenen Geometrie, Band 1, 
Leipzig 1895. 
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Punkt mit den Koordinaten m—1,0. Um einen anderen Punkt des 
Systems zu erreichen, miiBte die Gerade p bei ihrer Bewegung vorher 
oder zugleich durch einen der genannten Punkte gehen, ein weiterer 
Nachbarpunkt von p ist also nicht vorhanden. 





Fig. 1. 


Wenn p den Umfang des Rechtecks schneidet, so werde vorliufig 
von U, V, W ganz abgesehen. Die Gerade verteilt die Gitterpunkte auf 
einen links und einen rechts von ihr liegenden Haufen. Legt man um 
diese die konvexen ,,UmriBpolygone“ H, und H,, die alle Punkte je eines 
Haufens umschlieBen und deren Eckpunkte Gitterpunkte sind*), so schneidet p 
eine Seite des Recktecks zwischen zwei Eckpunkten L, und R,, eine andere 
zwischen zwei Eckpunkten L, und R, der UmriBpolygone. Die Eckpunkte 
von H,, die im Innern des Rechtecks liegen, werden mit L,,---, L,_,, 
die entsprechenden Eckpunkte von H, mit R,,---, R,_, bezeichnet. Dann 
sind die Nachbarpunkte von p unter den Punkten ZL und FR zu suchen. 

Nun werde fiir einen Augenblick eine Gerade als relativ parallel zu p 
bezeichnet, wenn sie nicht aus einem UmriBpolygon in das andere tiber- 
tritt. In der Figur (Fig. 1) ist R, R, zu p relativ parallel. Dann kann von den 
Polygonseiten L,L,,, oder R,R,,, héchstens je eine zu p relativ parallel 
sein. Denn eine solche Seite muB mit der zu einer Achse durch die 
Mitte des in dem Rechteck liegenden Stiickes von p gezogenen Parallelen g 
einen inneren Punkt gemeinsam haben, da man sonst bei Verlingerung 


*) Vergl. F. Klein: Ausgew&hlte Kapitel der Zahlentheorie I (lith. Vorlesungs- 
heft. Gdttingen 1896), 8. 24 und Eberhard a. a. O. 8. 35. 
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der Seite um sich selbst nach g hin entweder auf derselben Seite oder 
auf der anderen Seite von p einen Gitterpunkt antreffen wiirde. Das erste 
wiirde aber mit der Voraussetzung, dab es sich um eine Polygonseite, 
das andere mit der Annahme, daB es sich um eine zu p relativ parallele 
Gerade handelt, im Widerspruch stehen. Wenn nicht gerade eine Poly- 
gonseite absolut parallel zu p ist, so gibt es, weil die Polygone konvex 
sind, immer je einen Eckpunkt von H, und H,, der der niichste an p ist. 
Ist z. B. L, dieser Punkt links, so unterscheidet er sich von allen anderen 
Punkten LZ dadurch, daS man die Polygonseiten L,_,L, und L,L,,, 
beide iiber L, hinaus verlingern mu$, um sie mit p zum Schnitt zu 
bringen. Gibt es nun etwa auf der linken Seite von p keine zu p relativ 
parallele Polygonseite, so ist sicher ein solcher Punkt L, vorhanden, und 
zwar treten in diesem Falle die Verliingerungen von L,_,L, und L,L, ,, 
iiber LZ, hinaus beide in H, ein. Nun ist jede Verbindungslinie von 
zwei Punkten dieser Verliingerungen relativ parallel zu p, denn eine 
solche Linie kann in H, nicht eintreten. Hieraus und aus der Tatsache, 
daB es rechts héchstens eine zu p relativ parallele Polygonseite gibt, 
folgt, daB die Verbindungslinie der beiden Schnittpunkte der Verliingerungen 
mit dem Umfang von H, eine Polygonseite oder ein Stiick einer solchen 
ist, und zwar ist diese relativ parallel zu p. Es gibt also immer ent- 
weder eine oder zwei zu p relativ parallele Polygonseiten. 

Die beiden Endpunkte einer zu p relativ parallelen Polygonseite und 
ein nichster Eckpunkt sind Nachbargitterpunkte von p. Bei einem niichsten 
Eckpunkt kann man nimlich durch Parallelverschiebung von p bewirken, 
daB diese Linie durch ihn geht, ohne vorher oder zugleich einen anderen 
Gitterpunkt zu treffen. Bei demjenigen Endpunkt einer zu p relativ 
parallelen Seite, der nicht zugleich nichster Punkt an p ist, verlingere 
man die Seite bis zum Schnitt mit p und dariiber hinaus. Dann wird 
auf dieser Verlingerung und in dem einen Winkelfeld zwischen ihr und p 
kein Gitterpunkt liegen, und durch eine Drehung von p um einen ge- 
niigend nahe an dem Schnittpunkt nach der Mitte der in dem Rechteck 
liegenden Strecke von p hin befindlichen Punkt kann man erreichen, dab 
die gedrehte Gerade durch den erwihnten Endpunkt der Seite geht, ohne 
vorher oder zugleich einen anderen Gitterpunkt zu treffen. Bei einer zu p 
absolut parallelen Polygonseite bewirkt man die Inzidenz ihrer Endpunkte 
mit p durch Drehungen dieser Geraden um zwei geniigend weit von dem 
Rechteck entfernt auf ihr liegende Punkte, die durch das Rechteck von- 
einander getrennt sind. Irgend ein anderer Gitterpunkt kann, wie man 
leicht sieht, nicht Nachbarpankt von p sein; es sind also gerade drei oder 
vier solche Punkte vorhanden. 

Nun werden die unendlich fernen Punkte U, V, W zu den Gitter- 
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punkten hinzugenommen. Die Linie p kann das Rechteck so schneiden, 
daB sie innerhalb des Rechtecks ganz in einem der Streifen zwischen den 
Geradenpaaren 

g=r,2=r+1 (r=0,1,----m—2) 
oder 

y=s,y=s+1 (s=0,1,---, m—2) 
oder 

y=at+ty=—a2+t+1 (t=—m+1,—m+?,---,0,1,---,n—2) 

enthalten ist. Dann ist einer der Punkte U, V, W Nachbarpunkt von », 
aber die vorher benachbarten Gitterpunkte, die nicht zugleich niichste 
Punkte sind, bleiben nicht Nachbarpunkte von p. Absolut parallel kann 
eine Polygonseite mit p jetzt nicht sein, da p ja nicht durch U, V, W 
gehen soll. Bleibt dagegen p innerhalb des Rechtecks nicht in einem 
der angegebenen Parallelstreifen, so ist keiner der Punkte U, V, W Nach- 
barpunkt von p, und die drei oder vier benachbarten Gitterpunkte bleiben 
Nachbarpunkte. 


IIL. 


Zu der eben betrachteten Figur /’ konstruiere man jetzt eine rezi- 
proke /, bei der den Parallelstrahlenbiischeln durch U und V die Punkte 
zweier projektiven Skalen (v. Staudtschei Abszissensysteme) auf zwei 
Geraden « und v entsprechen. Um diese Skalen in bekannter Weise zu 
finden, bezeichne man den Schnittpunkt von u und v in beiden mit oo, 
nehme auf uw die Punkte 0 und 1, auf v die Punkte 0’ und 1’ von dem 
Schnittpunkt und voneinander verschieden willkiirlich an, verbinde 0 
mit 0’, 1 mit 1’ und den Schnittpunkt dieser Verbindungslinien mit dem 
Punkt co durch die Gerade w, die dem Punkt W in F entspricht. Mittels 
dieser Elemente kann man durch Ziehen von Verbindungslinien und Be- 
stimmen von Schnittpunkten die Skalen bis zu den Punkten m—1 auf 
uw und (n—1) auf v fortsetzen und erhilt dann, indem man alle Punkte 
0, 1,---,m—1 mit allen Punkten 0’, 1’, ---,(m—1) verbindet, die Figur /. 
Diese ist ein Mébiussches Netz, in dem jedem nicht auf einer Netzlinie 
liegenden Punkt drei oder vier Netzlinien benachbart sind. Statt des 
Gitters mit ganzzahligen Gitterpunkten hiitte man in JF’ ebenso gut ein 
solehes benutzen kénnen, dessen siimtliche Punkte Koordinaten mit dem 
Generalnenner N haben, wo N eine beliebige ganze positive Zahl ist. 

Um endlich ein beliebiges angefangenes Mébiussches Netz in der 
gewiinschten Weise zu vervollstiindigen, bezeichne man den Schnitt- 
punkt zweier Netzgeraden u, v mit co und wiihle — allerdings nur einer 
geringfiigigen Vereinfachung zuliebe — diese Geraden so aus, daB auf 
beiden sich nur auf einer Seite des Punktes oo andere Netzpunkte befinden. 
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Solche Geraden kann man nétigenfalls durch Vervollstindigung des Netzes 
sicher finden. Die beiden von co am weitesten entfernten Netzpunkte 
auf « bezeichne man mit 0 und 1, auf v mit O' und 1’, so daB 1 
zwischen 0 und oo, 1’ zwischen 0’ und oo liegt. Den Schnittpunkt der 
Verbindungslinie von 0 und 0’ mit der von 1 und 1’ verbinde man 
mit oo durch die Gerade w. Dann bestimme man die rationalen Zahlen, 
die den tibrigen Netzpunkten auf uw und v in den durch 0,1, oo und 
0’, 1’, co bestimmten Skalen zukommen, und deren Generalnenner N und 


schalte durch weitere Netzlinien die Punkte yw? + --+ in beide Skalen 


ein bis zu einem solchen Werte, dab man alle urspriinglich vorhandenen 


Netzpunkte auf « und v und auch die bei der Konstruktion von - 7 neu 


hinzugekommenen Punkte, die ganzzahlig sind, erreicht hat. Bei diesem 
letzteren Verfahren kommen neue Netzpunkte auf uw und v nicht mehr 
hinzu. Verbindet man schlieBlich alle jetzt vorhandenen Netzpunkte auf u 
mit allen auf v liegenden, so sind unter diesen Verbindungslinien auch 
alle urspriinglichen und die bei der bis dahin vorgenommenen Vervoll- 
stindigung des Netzes hinzugekommenen Netzlinien mit Ausnahme von 
u, v, w enthalten. Das so entstandene Netz ist das verlangte. 
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Uber Kurven 12. und 10. Ordnung, die in der Enveloppentheorie 
auftreten. 


Von 


O. LoseHAND in Wilhelmshaven. 





In meiner Inaugural-Dissertation, Kiel 1904, hatte ich eine mir von 
Herrn Prof. Dr. P. Stiickel gestellte Aufgabe aus der Enveloppentheorie 
behandelt. Da meine Ergebnisse neuerdings von Herrn G. Loria in be- 
merkenswerter Weise verallgemeinert worden sind (vergl. 8. 512—516 
dieses Bandes), gebe ich im folgenden eine kurze, in einigen Punkten ver- 
besserte Darstellung dieser Untersuchungen. 


I, Stellung der Aufgabe. Mittelkurve. 


Es sind in der Ebene zwei feste Kreise gegeben. Man zeichnet alle 
Kreise, deren Mittelpunkte auf dem ersten liegen, und die den zweiten be- 
riihren. Die Enveloppe dieser Kreisschar ist zu untersuchen. 

In dieser Aufgabe treten drei willkiirlich zu wihlende GréBen auf, 
niimlich der Radius R des Kreises, auf dem die Mittelpunkte der die 
Enveloppe erzeugenden Kreise liegen, der Radius r des beriihrten Kreises 
und die Zentrale ¢ dieser beiden Kreise. Da es nur auf ihr gegenseitiges 
Verhiltnis ankommt, so erhalten wir eine Schar von co’? Enveloppen- 
kurven; es ist also erlaubt, einen dieser Parameter, z. B. R, ein fiir allemal 
festzulegen. 

Eine Enveloppe ist definiert als Gesamtheit der Schnittpunkte je 
zweier unendlich benachbarter Kurven einer Kurvenschar. Die erzeugenden 
Kurven sind in unserem Falle Kreise, die ihren Mittelpunkt auf dem 
Kreise R haben, und die den Kreis r beriihren. Je zwei solche unendlich 
benachbarte Kreise werden im allgemeinen zwei reelle Schnittpunkte be- 
sitzen, deren einer irgendwo in der Ebene liegt, waihrend der andere sich 
auf dem Kreise r befindet. Wir unterscheiden demnach, je nach der Er- 
zeugung durch jenen oder diesen Schnittpunkt, zwei Teile der Enveloppe; 
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es soll diese Bezeichnung als erster und zweiter Enveloppenteil durch- 
gehends festgehalten werden. 

Alle Punkte des zweiten Teils der Enveloppe kénnen nach der eben 
gegebenen Definition nur auf dem Kreise mit dem Radius r liegen. Aber 
sie brauchen diesen Kreis nicht zu erfiillen. Dies tritt vielmehr nur dann 
ein, wenn der Mittelpunkt des Kreises r innerhalb des Kreises R liegt. 
Befindet er sich dagegen auBerhalb des Kreises R, so sind die Enveloppen- 
kreise nicht mehr in ihrer ganzen Ausdehnung reell, es besteht der zweite 
Teil der Enveloppe in diesem Fall aus zwei einander diametral gegeniiber- 
liegenden doppelt beschriebenen Kreisstiicken. Ein besonderes Interesse 
bietet der Ubergangsfall, der eintritt, wenn der Mittelpunkt des Kreises r 
auf der Peripherie von RF liegt. Der Kreis r gehért dann gleichzeitig zu 
den erzeugenden Kreisen und zu der Enveloppe, und da in der Theorie 
der Differentialgleichungen erster Ordnung eine Enveloppenkurve als eine 
singulire Lésung anzusehen ist, so haben wir hier den merkwiirdigen Fall, 
daB ein Integral einer Differentialgleichung zugleich partikulire und sin- 
gulire Lésung ist. 

Der erste Teil der Enveloppenkurven, der eine Reihe merkwiirdiger 
Eigenschaften und eine reiche Fiille der verschiedensten Gestalten dar- 
bietet, soll hier etwas eingehender behandelt werden. 

Die Kurve, die fiir r= 0 entsteht, dh. die man erhilt, wenn der 
Radius des beriihrten Kreises in einen Punkt entartet, ist der einfachste 
Typus unserer entstehenden Kurven. Es wird deshalb vorteilhaft sein, 
diese Kurve vorweg zu behandeln. Aus Griinden, die erst spiiter klar 
werden, nennen wir sie die Mittelkurve’ Um ihre Gleichung zu erhalten, 
legen wir das Koordinatensystem so, dafh der in einen Punkt entartete 
Kreis der Anfang wird, und daB der Mittelpunkt des Kreises R, welcher 
die Mittelpunkte der die Enveloppe erzeugenden Kreise trigt, auf der 
negativen Seite der »-Achse liegt. Die Gleichung des erzeugenden Kreises 
ist dann: 

(1) + 4*— 2RE cos mp — 2Ry sin mp + 2cy = 0. 
Differentiert man nach g, so erhalt man 

(2) — sin m — 7 cos gm = 0. 

Diese Gleichung ist allgemein erfiillt durch 


E=ecosg, y=—esng. 
Das bedeutet aber die Darstellung von — und 7 in Polarkoordinaten. Fiihrt 
man diese in die obige Gleichung ein, so geht (1) tiber in 
(3) eo? — 2Re + 2ce sing = 0, 
wofiir man auch schreiben darf: 
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(3a) o = 0, o=—2csing+2R. 

Von diesen beiden Gleichungen stellt @ = 0 den Anfangspunkt dar, es ist 
also der Anfangspunkt stets ein Teil der Kurve. Um eine explizite Dar- 
stellung von € und y als Funktion von » zu erhalten, multipliziere man 
o@=— 2csing +2R noch mit cos@ bez. sing. Man findet auf diese 
Weise die Koordinaten der Mittelkurve als 


(4) ae sin m cos m + 2R cos g, 


Dazu ist noch der Anfangspunkt hinzuzunehmen. 

In kartesischen Koordinaten lautet die Gleichung der Kurve 
(5) (5? + 4 + 2en)?— 4B°(E? + 4?) = 0. 

Sie ist bekannt unter dem Namen Kreiskonchoide oder Pascalsche Schnecke 
(Limagon), im Falle c= R heibt sie Kardioide.*) 

Ubrigens ergibt sich eine neue Konstruktionsart der Kreiskonchoide 
aus den Gleichungen (1) und (2). In Worte iibertragen, besagen diese 
Gleichungen folgendes: 

In einer Ebene ist ein fester Kreis und ein fester Punkt gegeben. 
Schligt man einen Kreis, dessen Mittelpunkt auf dem gegebenen Kreis 
liegt, und der durch den festen Punkt hindurchgeht, und zieht durch 
jenen Punkt eine Parallele zu der Verbindungslinie beider Kreiszentra, so 
schneidet diese Parallele aus dem beweglichen Kreis stets einen Punkt der 
Kreiskonchoide aus. 


y= — 2csin’g + 2Rsin g. 


Il. Herstellung der Gleichung des ersten Enveloppenteils, 
Parallelitit der Kurven, Herleitung der Parallelkurven als Kreis- 
enveloppen nach Cayley. 


Wir gehen jetzt daran, die Gleichung der Enveloppenkurven wirklich 
herzustellen. Dabei soll derjenige Teil der Enveloppen, der aus den 
Kreisen oder Kreisstiicken besteht, und der oben als zweiter Teil der 
Enveloppe bezeichnet wurde, unberiicksichtigt gelassen werden. 

Die Gleichung des ersten Enveloppenteils ist das Resultat einer Eli- 
mination von @ aus der Gleichung des erzeugenden Kreises, der jetzt den 
Kreis r beriihrt, und der daraus durch Differentiation nach g gewonnenen 
Gleichung. Fiihrt man diese Elimination wirklich aus, so erhilt man die 
Kurvengleichung in kartesischen Koordinaten. Wir wollen uns jedoch 


*) Salmon-Fiedler, Analytische Geometrie der héheren ebenen Kurven, Leipzig 
1878, S. 52. Gino Loria, Spezielle algebraische und transzendente Kurven, Leipzig 
1902, S. 184 und S§. 142. 
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hier mit einer Gleichung der Kurve begniigen, die z und y explizit als 
Funktion von @ liefert. In Analogie mit der Mittelkurve lege man das 
Koordinatensystem so, daB der Mittelpunkt des Kreises r der Anfang wird, 
und derjenige des Kreises R auf der negativen y-Achse liegt. 

Aus der Gleichung des erzeugenden Kreises 
(6) (a—Reosg)?+ (y+ce—Rsing)=(r+Ve+ R?—2cRsing)’, 


(7) #@+y—2Reosp-c—2Rsing-y+2cy=—r+ 2rVer+ R*—2cRsing 
folgt durch Differentiation nach » 








be i __ recep 
(8) 2 sin y — y cosM = + Ve?+ R?— 2cRsing 





Wir setzen jetzt die Gleichung der Kurve an in der Form: 


y=E+re, y=uy+rB, 


wobei € und y die Koordinaten der Mittelkurve und « und £ vorliufig 
noch nicht bekannte GréBen bedeuten. Also wird 


2 = 2(R—csing)-cosp +ra, 

y = 2(R—esing) - sing +r6. 

Durch Substitution dieser Ausdriicke in (7) ergibt sich jetzt die Gleichung: 

(10) 4(R—esin @)* + 4r(acos p + psing) (R—csing) + r*(a*+ B*) 

—4R(R—csing) — 2Rr(acosp+ psing) + 4c(R—csing)sing + 2rp 
= r+ 2rVe+ R?— 2cR sin g. 

Diese Gleichung soll fiir jedes g identisch erfiillt sein, es folgt also durch 

Vergleichung der Koeffizienten von r* zwischen « und § die Relation: 

e+ p= 1, 
Eine weitere Beziehung zwischen beiden GréBen erhilt man, wenn man 


die Gleichungen (9) bez. mit sing und —cos@ multipliziert und addiert. 
Eine Vergleichung mit (8) liefert dann: 


(9) 





, ° + ¢ cos » 
ll —_ ] ———————_ as ° 
(11) any Pane Vei+ R*—2cRsing 


Nun ist aber 
a? + p= (a cos p + fsin mp)? + (asin g — Bcosg)*= 1, 


mithin 
F er ee 
, «cos @ + Bing = + V1— spp sc Raing 
(12) _ —R+csing 


Ve?+ R'—2eRsing 
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Bei richtiger Wahl der Vorzeichen ergibt sich aus den Gleichungen (11) 
und (12) 
(18) «= E VaepR—teRaing’ 

; — cos 29 — Rsing 
(14) b= + Va, R—cRing 
und zwar sind die Vorzeichen so zu kombinieren, daB die beiden oberen 
und die beiden unteren zusammengehéren. Setzen wir die so gefundenen 
Ausdriicke fiir « und # in (9) ein, so ergibt sich als Darstellung des 
ersten Teils unserer Enveloppenkurve die folgende: 

esin 29 — Reosg — 
Ve?+ R?— 2cRsing’ 
—cos tg — Beng 
Ver+ R?—2cR sin @ 

Es la8t sich nun folgender wichtige Satz beweisen: 

Die Enveloppen der in der Aufgabe definierten Kreisschar sind Parallel- 
kurven der fiir r =O entstehenden Kurve, und zwar erhdlt man die Parallel- 
kurve im Abstand r,, wenn der beriihrte Kreis den Radius r, hat. 

Bevor wir zum Beweise dieses Satzes tibergehen, mag hier eine Be- 
merkung iiber Parallelkurven Platz finden. Cayley definiert in seiner 
Abhandlung: On evolutes and parallel curves*) die Parallelkurve einer ge- 
gebenen Kurve als die Enveloppe eines Kreises mit konstantem Radius, 
dessen Mittelpunkt die gegebene Kurve beschreibt, oder der die gegebene 
Kurve stets beriihrt. Dieselbe Definition wird auch in Salmon-Fiedler, 
Analytische Geometrie der héheren ebenen Kurven, aufgestellt (S. 118f.). 
Zugleich aber findet man hier eine zweite Definition der Parallelkurven, 
niimlich als Enveloppe einer Geraden, die parallel der Tangente in fester 
Entfernung von derselben ist, also als Enveloppe von 


U,2 + Usy + Uz — ke (U2+ 0,3)", 


wo U,, U,, U, die homogenen Linienkoordinaten der Geraden sind. Diese 
Definition ist von der oben gegebenen wesentlich verschieden, denn sie 
berticksichtigt auBer den Parallelen zu den eigentlichen Tangenten der 
Kurve auch die Parallelen zu allen uneigentlichen Tangenten. Tritt also 
bei einer gegebenen Kurve ein Doppel- oder isolierter Punkt oder eine 
Spitze auf, so liefert die Definition der Parallelkurve als Enveloppe der 
Parallelen zu den Kurventangenten auch die Kreise (bzgl. Kreisstiicke) 
mit, von denen schon oben (S. 496) die Rede war, wihrend die Cayleysche 
Definition diese Kreise nicht mitgibt. Nach der Cayleyschen Definition 


z=—2csingcosp+2Reosptr 
(15) 





y = — 2csin’ +2Rsing+r 








*) Mathematical Papers VIII, S. 31 — Quart. Journ. XI, 1871. 
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sind also nur die Kurven des ersten Enveloppenteils Parallelkurven, nach 
der anderen Definition fallen auch die Kurven des zweiten Enveloppen- 
teils mit unter diesen Begriff, und es sind demnach die ganzen in der 
Aufgabe definierten Kurven als Parallelkurven zu bezeichnen. Wir werden 
im folgenden die Cayleysche Definition annehmen, miissen uns also auch 
in dem oben ausgesprochenen Satz auf den ersten Teil der Enveloppe 
beschriinken. 

Nachdem diese Bemerkungen vorausgeschickt sind, sei ein Beweis fiir 
die Parallelitit der Kurven erbracht, der sich anf die Cayleysche Definition 
der Parallelkurven stiitzt. Man sucht die Enveloppe der Kreise 
(16) (w7—§)?+ (y—nyr =r", 
wobei £ und » die Gleichungen (4) 

— = 2(R—esing) cos g, » = 2(R—csing) sing 
befriedigen. Durch Differentiation von (16) nach @ findet man 


dy, 


ail , d 
(17) (e—8) 5 + y—n) ft -0. 
Setzt man jetzt versuchsweise 


a=E+ry, y=y+Pr9d, 
so folgt durch Substitution in (16) die Gleichung 


7+ = 1, 
wihrend die Substitution in (17) ergibt 
d d 
vie +4 x = 0, 
wofiir man setzen darf 
d i 
yous, d=+uZe- 


Nun ist aber 








d : d . 
os = — 2c cos 2p — 2Rsin g, ig — — 2¢ sin 2 + 2K cos g, 
y=—(—2ecsin2g+2Reosg)u, 6 =(—2ccos2p—2Rsing) u, 
= 7+ &=— (+ R?—2c Rsing) 4u*, 
1 
= + Vet —tcReing’ 
also wird 

s=t+r csin2@ — Reosg — g=eqse ee See. 





Ver+ R?—2cRsing’ Ve?+ R*—2cRsing 


Die jetzt auf Grund der Cayleyschen Definition der Parallelkurven 


hergestellte Gleichung ist mit der friiher abgeleiteten Gleichung (15) iden- 
tisch, womit die Parallelitiét der Kurven bewiesen ist. 
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Wir haben auf 8. 496 die fiir r 0 entstehende Kurve die Mittl- 
kurve genannt. Diese Bezeichnung rechtfertigt sich jetzt aus der Parallelitat 
der Kurven, denn die fiir r= 0 entstehende Kurve verliuft tatsaichlich in 


der Mitte der Kurven r+ 0, wie aus der Cayleyschen Erzeugungsweise 
direkt folgt. 


It. Die Parallelkurven. 
a) Die Evolute. 


Jedes System von Parallelkurven besitzt ein und dieselbe Kriimmungs- 
mittelpunktskurve. Es wird daher vorteilhaft sein, diese bei der Dis- 
kussion der Kurven zugrunde zu legen. Wir gewinnen die Gleichung der 
Evolute am einfachsten aus der Mittelkurve: 


— = — 2csin pm cos p + 2R cos g, 4 = — 2c sin*’g + 2R sin g. 
Bezeichnet man die Ableitung nach g mit einem Strich, so ist die Gleichung 
der Evolute 

XY *+0'*)0 y E*+n%) Fe. 
a ined x, ee 
Man erhilt also 
- ° R*— 2cR —2 2 2R 
X =— 2csing cosy +2 Roos mp — e* Ser ican oe —-F 
(?+R*—?2 2¢R sing) (—2¢ cos2m — 2 Raing) 
2c?+ R*— 3c Rsing ? 





Y =—2esin’p +2Rsing + 








oder wenn man diese Rechnungen und gleichzeitig die Verschiebung des 
Koordinatensystems cd > 
X=X, Y=Y + 2c 
ausfiihrt, 
(19) x- 2¢ R* cos*@ y= 2c*(e — Rsin*g) 


2c?+ R*— 3c Rsing’ 2c*+ R*— 8cR sing 
Es werde zuniichst die Evolute genau untersucht. 


1) Unendliche Werte von X und Y kénnen nur dann auftreten, wenn 
der Nenner verschwindet. Das ca die Bedingung 





Man findet also, daB die Kurve ins Unendliche liuft, wenn 
2 2 
sing |= oe =i, 


d. h. <—* <1 ist, was eintritt, wenn ¢ zwischen =k und R liegt. 


2) Fir c=R liegt die Asymptote horizontal und geht durch y= 2c 
hindurch, sie bertihrt in diesem Fall reell nur im Endlichen. Fiir die 
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Lage der Kreise R und r bedeutet c = R, dab der Mittelpunkt von r auf 
der Peripherie von R liegt. — Ftir c= >R, d. h. wenn der Mittelpunkt 


von r gerade zwischen dem Mittelpunkt von R und der Peripherie von R 
liegt, ist die Asymptote vertikal. Ihr Schnittpunkt mit der Y-Achse liegt 
in diesem Fall im Unendlichen, die Y-Achse ist selber Asymptote. Andert 
sich ¢ von —R su R, so wird der Winkel, den die Asymptote mit der 
X-Achse bildet, stets kleiner. 

3) Die im Falle c = R entstehende Evolute ist chnlich der zugehirigen 
Mittelkurve. Sie geht durch dreifache VergriBerung und Wahl eines anderen 
Koordinatensystems in jene iiber. 

4) Die Extremwerte beider Koordinaten sind durch Differentiation von 
(19) leicht erhiiltlich. Sie treten ein 


fiir X bei cos*’g = 0, d.h. doppelt | fiir Y bei cosp=0, dh. fiir 


fir p= +73, | g=+F> 
sin g = — | sin p = 5, 

R’ 
; R F R R*+ 8e? 
sin @ at sin @ = a _ 


Besonderes Interesse bieten die Wurzeln, welche Spitzen der Evolute 
liefern. Solche sind die beiden ersten Wurzeln. Spitzentangente ist die 
Y-Achse. Die Ordinaten der Spitzen sind Y= tex =, wo das obere Zeichen 
fir p+, das untere fir p——~ gilt. Fir cm+R riickt die obere 


Spitze ins Unendliche. Ein Zusammenfallen beider Spitzen ist unmdglich 
auBer fir R= 0. 


Fir die Wurzel sin 9 = ; besitzen sowohl X als auch Y als Funk- 


tion von g Extremwerte (oder im speziellen Fall Wendepunkte mit 
achsenparalleler Tangente). Das ist aber nur méglich, wenn der Wurzel 


sin g@ = x eine Spitze der Evolute entspricht. Die Koordinaten dieser 
Spitze sind leicht aus (19) zu berechnen: 


— 2¢VR*—e* 2e8 
X = *¢ > ae Y= >: 


Die Spitze liegt stets im Endlichen, sie ist reell fir ce< R. Fir c= R, 
d. h. wenn der Mittelpunkt des beriihrten Kreises r bei der Enveloppe 
auf der Peripherie des Kreises R liegt, ist X=0, Y= 2c, die beiden 


fir sin g = z auftretenden Spitzen fallen also auf der Y-Achse zusammen. 
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Ist andererseits c= 0, so fallen beide Spitzen in den Nullpunkt, was ja 
auch ganz natiirlich ist, da im Falle konzentrischer Kreise die Evolute in 
einen Punkt ausartet. 

5) Die Evolute beriihrt den Kreis, auf dem die Mittelpunkte der er- 
zeugenden Kreise liegen, in gwei reellen oder imaginiiren Punkten. Reell 
sind die Beriihrungspunkte fiir cS R. Der sugehirige Wert von g wird 
gegeben durch sin g = z. 


b) Der Kriimmungsradius. 

Mit der Kenntnis der Evolute ist das erste Hilfsmittel zur Dis- 
kussion der Parallelkurven gegeben. Ein zweites gleich wichtiges Hilfs- 
mittel erhailt man, wenn man den Kriimmungsradius der Mittelkurve als 
Funktion eines auf dieser laufenden Punktes darstellt, z. B. als Funktion 
von g. Aus diesem Kriimmungsradius der Mittelkurve ist dann ohne 
weiteres durch Addition oder Subtraktion eines konstanten Stiickes der 
Kriimmungsradius einer beliebigen Parallelkurve zu gewinnen. 

Wir stellen also aus der Gleichung der Mittelkurve (4) 


— = — 2csin pg cos p + 2R cos g, 4 =— 2csin*g + 2Rsing 
ihren Kriimmungsradius 
— €*+ nt 
on —ne 





her. Die Rechnung ergibt 


2(c?-+ R?—2eRsing)* 
(20) is) 2c?+ R*—8cRsing ’” 





wobei die Wurzel mit dem positiven Zeichen gewahlt werden soll. 
Es ergeben sich dann folgende Resultate: 


1) Die Funktion + ist symmetrisch in bezug auf 9 = 


2) Unendliche Werte treten an der Stelle sin g = ae auf, wofir 
Vorbedingung ist 





ER<e<R. 


3) Die Extremwerte der Funktion, die hier von groBer Wichtigkeit 
sind, werden geliefert durch die Gleichung 


cos p Vc? + R?— 2cR sin gp (c—Raing) = 0. 





Daraus folgt 
1) cosy =0, sing=+1. Das gibt 


2(c + RB) 


2(cF R) 
fir c< R "="Ry2e 
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Beide Formeln sind also bis auf das Vorzeichen gleich. Nur fiir c= R 
liefern beide dasselbe. 


ce? + R* 


2) sing =~,¢p° Das gibt, in Gleichung (20) eingesetzt, + = 0. 


Dieser Fall kann itibrigens, wie man sieht, nur ftir c = R eintreten. 
3) sing — 5- Die Gleichung (24) liefert 
, 
‘=o 
Von diesen drei Formeln ergibt die erste fir go = -— + stets ein 
Maximum; fiir g = + : ein Minimum, falls ¢ > R, ein Maximum, falls 
e< = und R>ec> = - Ist c= R, so treten eigentlich, d. h. wenn wir 


uns nicht auf das obere Zeichen von Gleichung (20) beschriinken, zwei 
Wendepunkte auf. Da jedoch diese Beschriinkung aufrecht erhalten werden 


soll, so tritt hier eine Unstetigkeit der Tangente ein. Fiir ¢ -* ist 
— liefert zwei gewdhnliche 
Asymptoten. Fiir c= 0 ist die Kurve eine Parallele in endlicher, fiir 
¢ = oo eine Parallele in unendlicher Entfernung von der g-Achse. 

Durch die Festlegung des Wurzelvorzeichens in Gleichung (20) ist 
gleichzeitig ein fiir allemal das Vorzeichen des Kriimmungsradius bei den 
Parallelkurven festgelegt, da der Kriimmungsradius der Parallelkurve sich 
stets nur um eine Konstante von dem der Mittelkurve unterscheidet. Ist fiir 
gleiches gm der Kriimmungsradius einer Parallelkurve gréBer als derjenige 
der zugehérigen Mittelkurve, so wollen wir sagen, der Kurvenzug liegt 
auBerhalb der Mittelkurve, oder wir wollen kurz vom duferen Zug der 
Kurve sprechen, ist er dagegen kleiner, so soll er der innere Zug heiBen. 
Je ein iiuBerer und ein innerer Kurvenzug gehéren zusammen zu einer 
Kurve, ebenso ist im speziellen Falle die Mittelkurve als doppelt belegt 
anzusehen. 


g= ; eine Kuspidalasymptote. sing = 


ce) Diskussion der Parallelkurven. 

Mit Hilfe der Evolute und des Kriimmungsradius lat sich nun die 
Diskussion der Parallelkurven durchfiihren. Dabei ist zuniichst das Augen- 
merk auf die Spitzen der Kurven zu richten. 

Um den Ort der Spitzen einer durch r =r, bestimmten Kurve zu 
erhalten, mu8 man die Gleichung fiir r nach sing auflésen. Die Gleichung 
ist in sin m kubisch, also kénnen héchstens sechs reelle Spitzen vorhanden 
sein. Die cardanische Formel eignet sich indessen zu einer Untersuchung 
tiber Ort und Anzahl der Spitzen nicht, es ist daher besser, ein anderes 
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Verfahren einzuschlagen, das auf der in b) gelieferten Diskussion des 
Kriimmungsradius begriindet werden soll. Wir bestimmen nimlich die 
Zahl der Schnittpunkte einer im Abstand r von der g-Achse gezeichneten 
Parallelen mit der Kurve. LaBt man r variieren, so treten wegen der 
Symmetrie der Kurve neue Schnittpunkte immer paarweise auf und ver- 
schwinden auch wieder paarweise — dadurch ist die Anzahl der Schnitt- 
punkte und somit der Kurvenspitzen gegeben. Der Ort der Schnittpunkte, 
als innerhalb der Abszissen je zweier Extremwerte gelegen, ist fiir unsere 
Zwecke genau genug. 

Um dies Verfahren aber anwenden zu diirfen, mu8 man die GréBen- 
reihenfolge der Ordinaten der Extrema kennen. Diese macht jedoch nur 


in einem Fall Schwierigkeit, niimlich, wenn +R >c>O0 ist, wo zwei 


Maxima auftreten. Aus der angesetzten Ungleichung ergibt sich leicht, daB 
[r] a> [r]_ a 
2 2 


ist, wenn ¢ <V3 R. Nun ist aber V: > + , also ist der Bereich e<% 
einbegriffen in c <V3 R, mithin stets die obige Ungleichung erfiillt. 


Zwecks besserer Ubersicht ist es nétig, die entstehenden Kurven in 
eine Reihe von Gruppen zusammenzufassen, in denen dann die Kurven 
lauter gemeinschaftliche Merkmale aufweisen. Wir betrachten Kurven- 
scharen, in denen yr Parameter ist und 


Il) e>R, Il) > R<c<R, V) c<¥R, 
Il) c=R, IV) c= +R, VI) c=0. 


Die Gestalt der Kurven wird wesentlich durch die Spitzen bedingt, 
die sie besitzen. Wir beginnen deshalb mit den Spitzen und verfolgen 
zugleich die Stetigkeit der Gestaltsinderung. 


Il) ec>R. 
Auperer Zug. Keine Spitzen. 
Innerer Zug. 

2(¢ — R)* 


lr< ——a keine Spitzen 

2(e— R)* 2 Spitzen, aus- x 
ors “te—R artend " . 
3) r< 2(¢+ R)* 


2c+R 





2 Spitzen 1>sing >—1 
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4) r= 2(¢+ R* 2 Spitzen, aus- 





2c+R artend 
5) r> rae keine Spitzen. 
Il) c= RB. 
Auferer Zug. Keine Spitzen. 
Innerer Zug. 

2 Spitzen, aus- 
wees artend 
2)r>0 2 Spitzen 

- 2 Spitzen, aus- 
res 3 - artend 
4)r>=R _ keine Spitzen. 

Ill) ¢< BR. 
Auferer Zug. 
ljr< —* keine Spitzen 

_ 2(¢—R)* 2 Spitzen, aus- 
ee San 
3) r> * —_ 2 Spitzen 

Innerer Zug. 
_ «3 
l)r< ae a keine Spitzen 
9 4(R*—c)? 4 Spitzen, au je 
peng R*+c¢*  zweien ausartend 
3) r= ae 4 Spitzen 
4) 2(¢+ R)* 4 Spitzen, davon 
2e+R zwei ausartend 
5) r> are zwei Spitzen 
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s 

I 

| 
ra 


. ec 
sp = 5 
a <sing<+1 


€ >sing>—1 


die beiden ausartenden 


Spitzen bei mo = — 


< 2c?+ R* 


=" 38eR 


sin @ 








IV) c= RB. 


Auperer Zug. Keine Spitzen. 
Innerer Zug. 


2 . ° 
ljr< va R keine Spitzen 


2 4 Spitzen, zu je 
wre y3 2 zweien ausartend 
3)r< 7 R 4 Spitzen 

4 4 Spitzen, davon 
Gre Ts zwei ausartend 
5)r>iR — 2 Spitzen 

V) c<iR 
Aupferer Zug. Keine Spitzen. 
Innerer Zug. 

4(R?—e?? 


ljr< Re keine Spitzen 


2) ¢ 4(R*— oe? 4 Spitzen, zu je 
2R*-+c* zweien ausartend 


8)r< ae 4 Spitzen 


4)r 2(e+ R)* 4 Spitzen, davon 
R+ 2e 2 ausartend 


5) r> 4 +e 2 Spitzen 





2(¢¢c— R)* 2 Spitzen, aus- 





6)r= 


2e—R artend 
7) r> —— keine Spitzen. 
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° ce 
sng = R 
a <sing <1 
z >sng >—1 
die ausartenden Spitzen 

bei p =— = 


sing <1. 


° c 
sin” = —p 
z <sing <1 
- >sing>—1 
die ausartenden Spitzen 


bei 9=--> 
sing <1 
sing = 1 
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VI) c=0. 

Auferer Zug, Kreis mit dem Radius R + r. 

Innerer Zug, Kreis mit dem Radius R — r. 


Wir wollen jetzt die Gestaltsinderung der Kurven bei variierendem r 
in der Nahe der Evolutenspitzen betrachten. 


1) Deformation der Kurven in der Nihe der Evolutenspitze go =— =) 


(Fig. 1). Sie findet statt bei I, 4; Ll, 3; 
Ill, 4; IV, 4; V, 4 und zwar in folgender 
Art. Die Kurve hat 

a) zwei Spitzen auf der Evolute, 

b) zwei Spitzen auf der Evolute und 
einen Beriihrungsknoten mit der y-Achse 
als Tangente, 

c) zwei Spitzen auf der Evolute und 
2 Doppelpunkte, 

d) einen Doppelpunkt und einen drei- 
fachen Punkt auf der y-Achse, ,der aber, 
auBerlich nicht erkennbar, sich nur durch 
eine scharfe Biegung verrit“ (G. Loria, 
me 2 Ebene Kurven, unter Toroide, 8. 647), 
Schleife. 


e) einen Doppelpunkt und eine gewdhnliche Schleife. 





2) Deformation der Kurven in der Niihe der Evolutenspitze g = + > 
Fiir ¢> R (dieselbe Deformation wie 1). 

Fiir c= R. 

a) 2 Spitzen auf der Evolute. Sie nihern sich und 


b) fallen tibereinander, wie ja in diesem Fall tiberhaupt die ganzen 
Kurven tibereinanderfallen. Die Mittelkurve ist doppelt belegt (vgl. IIIb). 


ce) Sie entfernen sich wieder voneinander, indem sie dieselbe Figur 
wie in a) bilden. 
Fiir «> : R. Die Spitze kommt von oben her. Jeder Orthogonal- 


schnitt der Kurve mit einer Evolutenasymptote ist ein Wendepunkt der 
Kurve. 


a) 2 Wendepunkte. 
b) 2 Wendepunkte und ein dreifacher Punkt, wenn r= ———- ist. 


c) 2 Wendepunkte, ein Doppelpunkt auf der y-Achse und 2 Spitzen 
auf der Evolute. 
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d) 2 Wendepunkte, einen Doppelpunkt auf der y-Achse bildend, und 


2 Spitzen. Dies tritt ein fir Y= ee e- Punkt MM. 


e) ein Doppelpunkt, 2 Wendepunkte und 2 Spitzen. Spitzen und 
Wendepunkte riicken einander asymptotisch niher. 


Fiir c= 5 R. Die Spitze riickt auf der negativen Seite der y-Achse 


ins Unendliche und kommt 
fir e>0O wieder ins Endliche. Die Kurve besitzt in der Nahe 
der Spitze 
a) keine Besonderheit, 
b) einen dreifachen Punkt, 
c) 2 Spitzen und einen Doppel- 
punkt. 





3) Deformation der Kurven in 3 
der Nihe der Evolutenspitze 
° c 
sn eo = 7 @d 


(Fig. 2). Auf den Asymptoten der 
Evolute treten wieder Wendepunkte 
auf. Sonst hat man 

a) keine Besonderheit, 

b) einen dreifachen Punkt fiir 
2(R*? — ey! 

Rte”? - 
ce) einen Doppelpunkt und 2 
Spitzen auf der Evolute, 

d) einen Doppelpunkt, der zu- 
gleich Wendepunkt ist, und 2 
Spitzen, 

ec) einen Doppelpunkt und zwei Spitzen. 

Da zugleich mit diesen Deformationen auch die Deformationen 1) 
auftreten, so sind Beriihrungsknoten der Kurve méglich, die ihre Lage 
auf der y-Achse haben. Der eine derselben hat eine horizontale, der 
andere eine vertikale Tangente, vgl. Figur 2. 


f= 











a und p 
sind Kurven mit 
Beriilrungsknoten 


Fig. 2. 


IV. Die Pliickerschen Zahlen der Kurve. 


Die Mittelkurve unserer Kurvenschar ist eine algebraische Kurve, es 
miissen also auch alle ihre Parallelkurven (im Sinne der weiteren Defi- 
nition) algebraische Kurven sein. 
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Um die Charakteristiken der Parallelkurven, also diejenigen des ersten 
Enveloppenteils aufzustellen, benutzen wir die von Cayley in der oben 
zitierten Abhandlung angegebenen Relationen. Sie sind 


n’ = 2n + 2v — 2f — 2g, k’ = 6 + 2k — 6f — 6g, 
vy = 2», f' =2v—29, 
x = 2x, g = 29. 


Dabei bedeutet m die Ordnung, v die Klasse, k die Anzahl der Spitzen 
und x die der Wendepunkte der Mittelkurve. Die Zahl f gibt an, wie 
oft die Kurve durch die unendlich fernen imaginiren Kreispunkte J und 
J der Ebene geht, und g, wie oft sie die unendlich ferne Gerade beriihrt. 
Die gestrichenen Zahlen haben dieselbe Bedeutung fiir die abgeleitete 
Kurve. Die Anzahl der Doppelpunkte d und der Doppeltangenten 6 folgt 
endlich noch aus den bekannten Pliickerschen Formeln 


y =n(n—1) — 2d — 3k, 
n= v(vy—1)— 2d — 3x. 


Es miissen nun bei den Parailelkurven zwei wesentlich verschiedene 
Fille unterschieden werden, niimlich ob in der Gleichung der Mittelkurve 
c+ R oder c=R ist. Im ersten Fall erhalt man die Konchoide, im 
zweiten Falle die Kardioide. 

Die Konchoide ist eine Kurve vierter Ordnung und vierter Klasse, sie 
besitzt zwei Spitzen in den unendlich fernen Kreispunkten und zwei 
Wendepunkte. Hieraus ergibt sich die Anzahl der Doppelpunkte und 
Doppeltangenten als d=1, d=1. Die Kurve geht je einmal durch 
den Kreispunkt J und den Kreispunkt J hindurch, indem sie hier Spitzen 
bildet. Spitzentangenten sind die beiden imaginiiren Geraden 


4% +ia,=0 und 2,—iz,=0 


in homogenen Koordinaten. Beide Gerade schneiden sich in dem reellen 
Nullpunkt des Koordinatensystems, fallen also nicht mit der unendlich 
fernen Geraden zusammen. Die Kurve beriihrt demnach die unendlich 
ferne Gerade nicht. 

Fiir die Kardioide erfahren diese Zahlen insofern eine Modifikation, 
als hier der im Endlichen gelegene Doppelpunkt der Konchoide in eine 
weitere Spitze ausartet. Die Kardioide ist demnach eine Kurve vierter 
Ordnung und dritter Klasse mit drei Spitzen und keinem Wendepunkt. 
Fiir f und g ergeben sich dieselben Werte wie oben, niimlich f= 2, 
g=0. Endlich ist d=0, 6=1. 

Aus diesen Pliickerschen Zahlen ergeben sich direkt die Charakte- 
ristiken der Parallelkurven. Und zwar findet man 
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n’ = 12, x = 4, d’ = 38, f’ =8, 
y= 8, Kk = 16, o’ = 16, g =0 


fiir die Parallelkurven der Konchoide, wihrend sich fiir die Parallelkurven 
der Kardioide die Zahlen ergeben: 


n’ = 10, x= 0, d’ = 24, f’ =6, 

v= 6, k’ = 12, 6’ = 10, g =0. 
Als Geschlecht erhalt man hieraus fiir die Parallelkurven der Konchoide 
p= 1, fiir die Parallelkurven der Kardioide dagegen p = 0. 


Wilhelmshaven, April 1907. 
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Sopra certi inviluppi di cerchi. 
(Da una lettera al Prof. Paul Stickel.) 
Di 


Grvo Lorra a Genova. 


Cirea tre anni fa un Suo antico scolare, il Dr. O. Losehand, ebbe 
la cortesia d’inviarmi la sua Inaugural-Dissertation ,,Uber Kurven 16. Ord- 
nung und 12. Klasse, die bei einem Problem der Enveloppentheorie auf- 
treten“, la quale @ dedicata allo studio dell’ inviluppo dei cerchi che toc- 
cano un cerchio fisso di raggio r ed i cui centri appartengono ad un 
altro cerchio. L’autore giunge ivi al notevole risultato che, variando r, 
tutti gli inviluppi risultanti sono curve parallele a quella che corrisponde 
all’ ipotesi r 0 e che in generale @ una lumaca di Pascal e in particolare 
una cardioide. Combinando tale osservazione con le formole scoperte da 
Cayley, che legano le caratteristiche pliickeriane di una curva a quelle 
di una curva parallela, si ha il mezzo per trovare ordine, classe ecc. di 
tutti gli inviluppi considerati. 

Assorbito allora da altre cure io prestai a quel lavoro un’ attenzione 
superficiale, riserbandomi di ritornarvi sopra ove mi si presentasse l’oc- 
casione di occuparmi nuovamente di curve speciali; ora tale occasione 
mi fu offerta dall’ articolo destinato all’ ,,.Encyklopidie der mathematischen 
Wissenschaften“ sopra le curve algebriche particolari di ordine > 4, del 
quale venni incaricato. Mi accade cosi di far aleune osservazioni che 
fanno acquistare ai risultati del Dr. Losehand una grande estensione e 
che mi permetto di comunicare a Lei. 

La proposizione principale a cui giunsi si pud enunciare cosi: L’in- 
viluppi dei cerchi, i cui centri appartengono ad una data linea T non retta 
e che toccano wun cerchio fisso di raggio r, é una curva parallela all’ in- 
viluppo analogo corrispondente all’ ipotesi r= 0, cioé all’ inviluppo dei 
cerchi i cui centri stanno su T e che passano pel punto O, centro del cerchio 
fisso. La restrizione che [ non sia una linea retta @ necessaria perché in 
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tal caso i cerchi passanti per O costituirebbero un fascio, onde non 
avrebbero inviluppo. 

Per dimostrare questo teorema basterebbe notare che la dimostrazione 
geometrica esposta dal Dr. Losehand (p. 11—12)*) pel caso in cui [ sia un 
cerchio @ indipendente da tale ipotesi; ma si pud stabilire mediante un 
calcolo il quale guida a formole suscettibili di altre applicazioni; mi per- 
metta percid che gliele esponga. 

Cominciamo dal ricordare chel la rappresentazione parametrica della 
curva parallela alla distanza » dalla curva di equazioni 


c= (4), y= v(d) 
@ la seguente: 


wv’ (2) gd) 
1 z= g(4) — n— = v(A4)+n ——— 
@) 9) — "Tate? 9 *O+" Pat ea 
Prendiamo poi per origine 0 il centro del cerchio toccato da tutti i cir- 
coli considerati e supponiamo date le coordinate —, 4 di un punto qua- 
lunque della curva [ in funzione di un parametro 4; si indichino quindi 
con &’, 4’; &’, 7” le derivate prime e seconde di &, 4 rispetto a quel 
parametro. Allora (considerando sempre ogni radicale quadratico sus- 
cettibile di due valori) l’equazione generale dei cerchi inviluppanti sara 
(2) (a—§)? + (y—n)* = (r + V8 + 9) 
o pid semplicemente 
(2) be + ny = 5 (t+ y—r) —rVEFe. 
Differenziando quest’ equazione rispetto al parametro si ottiene 

, , Pa fo 
3 z+ —=— . 
(3) Satay " VEte 
e l’equazione dell’ inviluppo cercato si otterrebbe eliminando 4 fra le (2) 
e (3). Tale eliminazione non é effettuabile senza specificare le funzioni §, 7; 


ma si possono ottenere z, y in funzione di &, , &’, y', cioe di 4. Infatti 
le (2’) e (3) equivalgono alle seguenti equazioni: 








ns en a et. 
4) aGi—e a" — yep YA AGE —T8* — yee 





Ora, elevandole a quadrato e poi sommando, si ottiene: 


a+ ym @+yt—ryrEt+n) _ ra@*+y*—r*) 


4’ — Fn)? VE+n° 
Questa equazione, liberata dal fattore «*+ y*®— r’, diviene 
wpyt—r? _ 2En—Enr+VEtn 
267—E) VE + 0 


*) questo volume pg. 500. 





+r 
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in virta della quale le (4) divengono 


Gro Loria. 


‘atom 26c— Eo +VE+ a) ré 
(6) Vi?+ 0? (?+ n') VE Hq 
— 20 En + VET A rn 
VE +n? E*+ 0) VE+n"’ 
0, se meglio piace: 


om EN — Fn), _ 28 nn’ —En*+ 5E* 


6") Bet E40 VE +a’ 
= 2006 — Eni) » _ 2a b&—nb*+ nn" 
ia €+0)VP+ n° 


E questa la rappresentazione parametrica generale degli inviluppi di cui 
ci occupiamo. Ora se si pone 


(6) 9a) — 2 eey, v2 Tie, 
si trova 
’ 9 | —_ 2 — 3 
g(a’) =2 (n” &- ena né* tan) | 
g F'n — Fn") 2 F 7 or ? 
v= (57+ 1*)* 
, a4) — 460 —F ne? +n) 
9a) + va) - 4 ee, 


e siffatte relazioni dimonstrano che le equazioni (5) sono del tipo (1), purché 
alle funzioni g, si attribuiscono i valori (6): da cid traesi subito l’enun- 
ciato teorema. 

Le formole (5) si possono applicare comodamente allo studio degli 
inviluppi di cui ci Occupiamo nel caso in cui [ sia una curva razionale, 
giacché allora la curva (6) @ del pari razionale e le succitate formole di 
Cayley abilitano a determinare tutti i caratteri di quegli inviluppi. 

Se invece la curva [ @ di genere p>O, per ottenere la corrispon- 
dente rappresentazione analitica si potrebbe nelle (5) introdurre l’ipotesi 
che 4 fosse una data funzione algebrica di £; ma val forse meglio di 
riprendere ex novo la questione. Supporremo pertanto che la curva abbia 
per equazione 
(7) f(&, 1) =0 
ove f @ una funzione algebrica razionale ed intera; la questione consiste 
allora nella ricerca dell’ inviluppo dei cerchi (2°), i parametri £, 7 essendo 
legati dall’ equazione (7). Il metodo dei moltiplicatori di Lagrange, 
applicato nelle attuali ipotesi, da le due equazioni: 
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—22—2r—+ + wot — , -&-~ #5 


VE+n +e 


Vera 


Moltiplicandole per — e 7, addizionando i prodotti e tenendo conto della 
(2) si trova 


_ “t+y¥*- —r* 
egy! Lime 
baE +15 


valore che, sostituto nelle precedenti, le trasforma in queste altre 


ge ~ a ~ e 
Vi+n° 2(¢ id +e a) og 

(8 
*) rn a+y'—r of 
y an 


— Veta t 5a ,, af 
Wert stag) 
Quadrandole e sommandole si giunge alla seguente: 


: : of 
2 + Wiis 1G £) + (4) a+ y*—r? 
e+y=r+ - FF i 

«(8 5f +454) ' 
Com’ era prevedibile si ritrova qui la circonstanza favorevole che questa 
equazione @ divisibile per x? + y*— r*; liberata da tale fattore essa da 








attyt—rt rt Veta 2 +55 
(aetna) VE GE) +() 
onde le (8) assumono questo nuovo aspetto: 
i ” ™  (&) +Gq) 
: _, eh 4aet 
y a_i r+VE+n* "OF on OF 





~~ a/g8 78 = 2 of of on 

Ve+n Ve+n (55) + (4) 
Queste equazioni danno la rappresentazione generale degli inviluppi in parola 
mediante funzioni dei due parametri &, 7 legati dalle relazione (7); tali 
inviluppi sono curve parallele a quella rappresentata dalle equazioni: 
33* 
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off of of 
(10) ae C+ 98 » of. b5e +15, 


ol a} +6” * +E) 


A tale rappresentazione analitica se ne pud sostituire un’ altra in cui 2, y 
sono rappresentati in funzione razionale di due parametri legati da una 
equazione algebrica; basta infatti sostituire ai parametri &, 7 i due 6, 0 
definiti come segue: 


E o*—1 26 
= OGL 1? oe oes 


Genova, 20. Gennajo 1907. 
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Uber die Nullstellen der hypergeometrischen Funktion. 
Von 


A. Hurwirz in Ziirich. 


$ 1. 
Die Funktion E(x). 


Bei den folgenden Untersuchungen wird eine von Herrn F. Klein 
eingefiihrte Funktion einer reellen Variabeln x eine wichtige Rolle spielen. 
Diese Funktion E(x) ist durch die Festsetzung definiert, daB sie den Wert 
Null haben soll, wenn z nicht positiv ist, daB sie dagegen fiir ein posi- 
tives Argument « der gréBten ganzen Zahl gleich sein soll, welche von x 
iiberschritten wird. Man erkennt leicht, daB die Funktion E(x) auch durch 
die folgenden Gleichungen charakterisiert werden kann: 


(1) E(x) =0, wenn e<l, 

(2) E(a+1)= E(x) +1, wenn «>0. 

Die letzte Gleichung zieht unmittelbar die allgemeinere 
(2’) E(a+n) = E(x)+n, wenn «>0, 


nach sich, unter » eine nicht negative ganze Zahl verstanden. 

Durch das Symbol [x] werde, wie iiblich, die gréBte in x enthaltene 
ganze Zahl angedeutet. Ist nun x keine ganze Zahl und positiv, so ist 
offenbar E(x) = [x], zugleich ist 1 — «<1, also E(1—z)=0. Folglich 
gilt auch 

E(«#) + E(i—2z) = [z]. 
Ist aber « keine ganze Zahl und negativ, so gilt 
E(l —2x) + E(«#) = [1 —2] = — [z). 
Beide Gleichungen lassen sich in die folgende: 
(3) E(«) + E(1—<x) = sgn z - [2] 
zusammenziehen. Dabei bedeutet sgnz das Vorzeichen von z. Die 
Gleichung (3) gilt aber nur, wenn « keine ganze Zahl ist. 
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Mit Hilfe der Funktion E(x) laBt sich in sehr bequemer Weise das 
Vorzeichen der F-Funktion ausdriicken. Indem ich die betreffende Formel 
entwickele, will ich jedoch in Riicksicht auf die spiteren Untersuchungen 
statt der [-Funktion ihren reziproken Wert betrachten, der sich bekannt- 
lich durch das bestindig konvergierende Produkt 


© adgrenefT 0464 


darstellen liBt, wobei C die Mascheronische Konstante bezeichnet. Die 
Funktion f(x) geniigt den Funktionalgleichungen 


(5) f(@)=2f(@e+1), f(@)f—2) =F sinaz. 


Wenn « positiv ist, so ist offenbar auch f(x) positiv; dagegen hat 
f(x) = 2(a@+1)--- (w@+n—1)f(a@+n) das Vorzeichen (—1)", wenn x 
zwischen —n und —n-+1 liegt. Demnach ist das Vorzeichen von f(z) 
fiir jeden reellen Wert von z, der nicht mit einer der Nullstellen 

z=0,—1, —2, —3,--- 
von f(z) zusammenfallt, durch (— 1)*"-” ausgedriickt: 
6) sgn f(z) — (—1)*0-", 
Kombiniert man diese Gleichung mit (3) und (5), so findet man die auch 
leicht direkt zu beweisende Gleichung 


(7) sgn sin wx = (— 1)F@)+#(1-*) — (— 1), 
die fiir jeden nicht ganzzahligen reellen Wert von z gilt. 


§ 2. 
Normierung der Fundamentalzweige der P-Funktion. 
Die Verzweigungswerte a, b,c der Riemannschen Funktion*) 


a, b, ¢ 
(8) P (« B, 7 | 
a’, B, 7 
setze ich als reelle, endliche und der GréBe nach geordnete Werte: 
(9) a<b<e, 
voraus. Aus den Exponenten, zwischen welchen die Relation 
(10) ate’+B+Ph+y+y7—1 





*) Riemann, Beitrage zur Theorie der durch die GauBsche Reihe F(a, 8, y, x) 
darstellbaren Funktionen. Werke, 8. 67 (Leipzig, 1892). 
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besteht, bilde ich die folgenden Zahlen: 
A=a—a, p=f—p, v=—y—y, 
=a t+ Pty— 5 (1t4—u—»), 
1 
(11) H=—bB+yta=—, (l+e—v—Ad), 


y=y¥ tat p—> (lt+v—1—n), 





lo =@+ P+ y= ; (l+i4++y). 


Die Exponenten sollen zunichst nur der einen Einschrinkung unter- 
liegen, daB die Exponentendifferenzen 4, u,v nicht ganzzahlig sind. 

Zur Abkiirzung werde ich in der Folge das Doppelverhiltnis von 
irgend vier GréBen z, 2,, 2,, 2, durch 


(12) (22,423) = = : — 
bezeichnen. 

Die Fundamentalzweige der P-Funktion (8) mégen nun in der oberen 
Halbebene, d.h. in demjenigen Teile der z-Ebene, in welchem die zweite 
Koordinate von z positiv ist, gemaiB den folgenden Gleichungen festgelegt 
werden: 

Yo= f(L—4) (eabe)"B,, Ye= f(1 +4) (cabe)*B,, 
(13) ¥3—f—u)(ebeayrB,, yy— fl +m) (ebeay $,,, 
y,—f(l—v)(ecaby B,, yy —f(1 +») (cad) B,.. 

Hier bedeuten %, und §,, Potenzreihen von z — a mit dem konstanten 
Gliede 1, ebenso $,, $,, Potenzreihen von z—b und §,, $,, Potenzreihen 
von —c je mit dem konstanten Gliede 1. 


Die Potenzen der Doppelverhiiltnisse sollen in der oberen Halbebene 
durch die Festsetzung bestimmt werden, daB 


(zabe)* = emle(sabe), (2abe)* = e* 6s20e), usw. 
gesetzt und die Logarithmen 


Ig(zabe), lg(sbea), lg(ecab) 
bez. in den Stiicken a---b, b---c, ¢---a@ der Achse der reellen Zahlen 
reell genommen werden sollen. 

Die auf diese Weise in der oberen Halbebene eindeutig fixierten 
Zweige der P-Funktion sind nun durch folgende Gleichungen miteinander 
verbunden:*) 

*) Vgl. Riemann, |. c. S. 72,73, 86, sowie Bolza, Uber die linearen Relationen 
zwischen den zu verschiedenen singuliren Punkten gehdrigen Fundamentalsystemen 
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Ye = dinnw Fudfd —aye** y,— fry) fd —e)e-**" yy) 


- s (fo) fA —4)¥,— fed fa—eyy), 











(14) 4 = 
Ya = = (f@ fa —,e-**P y, — f(A) fA — we"? Y¥») 
~ gin v2 _ (f@fa — Hy) ¥y — FAD f(l—»,) Vy)» 
¥ = ue (fo) fA — wy) org = f(a,) fl — @) err Yy) 
ne*? roe 
a pin Ax (fap fA — mw) y¥.— frp fa- 2) Ya) 
(14”) 4 
Ys = Ben (fe) fa — ae “9 fu fa —v,e**ry,,) 
= 5 OFA — 0) Ye— fay) fF — 2) Ye) 
Wy = ania FA)fA— ve **y, — flu fl — @en*** ya) 
™ sin pa (flan) fA — 94) ¥y— FA, )f1—e) Ys)» 
(14”") 4 


Vy = ry in (f@) fA — pe '** 9, — fey fa — A) e-** yy) 





-3! = ” (fe) — a) ¥p— fy fA — wy) 9p). 


Die Gleichungen (14”) und (14”’) sind natiirlich Folgen der Gleichungen (14’) 
und entstehen iibrigens aus diesen durch die zyklische Permutation 
(ay) («' B’y’) (abe). 

Die Fundamentalzweige y,, ¥.-, Ys» Yx» Yy» ¥y sind im Innern der 
oberen Halbebene eindeutige regulire analytische Funktionen, die sich auch 
an allen Stellen der Achse der reeilen Zahlen, abgesehen von den Stellen 
a, b, c, regular verhalten. Ihre Entwicklungen in der Umgebung der 
letzteren Stellen sind aus den Gleichungen (13) und (14) ersichtlich. Die 
in den Gleichungen (13) auftretenden Potenzreihen $,, B,,,--- sind in 
einfacher Weise durch die Gaufsche Reihe 

F (i, m, n, x) = 1+- ee 
ausdriickbar. Man hat namlich son Riemann, 1. c. 8. 82): 





von Integralen der Riemannschen Differentialgleichung. Mathematische Annalen, 
Bd. 42, 8. 526. 
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B, = (ebac’ F(1—e, v,,1—A, abo) 
= (ebac F(u,, 1—4,, 1—A, abo), 
P,,. = (ebacl F(a,, 1—w,, 1+4, (abe) 
= (zbac F(1—v,, 0,1+4, @abo). 
Durch die Permutation («fy) (a’B’y’) (abe) gehen hieraus die Darstellungen 
von $,, By, B,, PB, durch die GauBsche Reihe hervor. 

Von nun ab will ich voraussetzen, daB die Exponenten «, a’, 8, 8’, y, 7’ 
reelle Werte haben. Es sind dann auf der Achse der reellen Zahlen die 
Fundamentalzweige y,, y,, fiir das Stiick a---b, ebenso y,, y, fir das 
Stiick b---c und y,, y,, fiir das Stiick c---a reell. Sei nun weiter 
(15) é>a, BP>B, ¥>7, 
so daB die Exponentendifferenzen A, u, v positiv sind. Ferner mége durch 
die, eventuell mit Indizes versehenen, Buchstaben p und gq stets eine 
positive Konstante bezeichnet werden. 

Wie aus (6) und (13) hervorgeht, lauten dann die Anfangsglieder der 
Entwicklungen von y, und y,, an der Stelle z =a folgendermaBen: 
ai Ye — (1) p, (@—a)* + 

Ya = Pals — a)” + 
Fiir die Stelle z=} findet man aus (13) und (14’) zuniichst 


wenn f(u;)f(1—4,) nicht Null ist. Andernfalls kommt dagegen 


(13’) 


et (fm) fad—efd +) p- bo—z/'+-- ). 
In Riicksicht auf (6) und (7) folgt nun: 


an, (or Dern eet wenn f(u,)f(1—A,) +0, 
(—1)R HOE +19, Gay +, wenn f,)f(I—2)=0 


Ebenso ergibt sich, wenn man beachtet, dab g>0, also auch f(g) >0 ist: 


aa) {tem CDRA + wenn f(1—,) +0, 
(=~ 1)F@) +204) + FQ— ay)+1 1¢.(0—s)" +-:- +, Wenn f(i—r,) = 0, 
Die in den Formeln (16), (17), (18) auftretenden Potenzen von z — a und 
b—z sind reell zu nehmen fiir reelle positive Werte von z—a bez. 
b—z. 
Die Gleichungen (17) und (18) lassen sich noch etwas vereinfachen. 
Wenn /f(u,)f(1—4,) = 0 ist, so hat entweder 4, oder 1—y, einen 
positiven ganzzahligen Wert. Im ersten Falle folgt aus 








A. Hurwrrz. 


etaA=—l—»y, o0+4,=—14+4, 


daB 


E(l—») = Eu) +4, E(v,)=0, Ed) +1-E@) +4, 
und folglich 
(17) E(w) + E(e) + EL —»,) + 1 = E(A) + E(m,) (mod. 2) 
ist. Im zweiten Falle gilt dieselbe Kongruenz. Denn jetzt folgt aus 
e=e+(1—4,), 4=—(1—#,)—4, 
E(o) = E(u) +(1—a,), [4J=[-4]) + 1 —a#,), 
d. i. nach (3) 
E(e) = E(u) + (1—u,), (Le) + Ld—»,)) = — E(11+4)+(1—4,), 
woraus wieder die Kongruenz (17’) hervorgeht. 


Wenn /(1—v,) = 0 ist, so hat v, einen positiven ganzzahligen Wert 
und es folgt dann aus 


A+ty=—l—w, w+y4=—1—-A4, 
E(u,)=9, E—d,) = E(u) + », 


dab 


daB 


und folglich 
(18) E(u) + E(u.) + LA —4,) + 1=%,+ 1 = E(y,) (mod. 2) 


ist. Vermége der Kongruenzen (17°) und (18) lassen sich die Entwick- 
lungsformeln (17) und (18) durch die folgenden ersetzen: 


Ya = (—1)PAD+FO-H)g,(b—s)P +--+, wenn f(u)f(1—4,) +0, 
Ya = (—1F@+FODGO— 2) +o, wen f(a) f(1 — 44) = 0, 
Yom (—1IFO GOs) +---, wenn f(1—¥) +0, 
Ye= (IGA +o, wenn f(1—%,) = 0. 


Aus den Gleichungen (11) geht hervor, daB von den Zahlen 4,, u,, %,, @ 
héchstens eine ganzzahlig sein kann; denn andernfalls wiirde eine der 
Exponentendifferenzen 4, u, vy eine ganze Zahl sein. Daher kénnen jeden- 
falls die Gleichungen 


flu) fA—4,)=0, f—»,)=0 
niemals gleichzeitig bestehen. 
Den Gleichungen (16), (19) entsprechende Gleichungen gelten natiir- 


lich fir die Fundamentalzweige y;, y, und y,, yy. Sie entstehen aus 
jenen durch die zyklische Permutation (@By) (a’ p’y’) (abe). 


(19) 
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§ 3. 
Indizes. 


Weiterhin werde ich mich hiufig der Rechnung mit Cauchyschen 
Indizes bedienen, weshalb ich hier die hauptsichlichen, diese Indizes be- 
treffenden Siitze zusammenstelle. 

Es sei @ eine in dem Intervalle 
(20) astsb 
reelle und, abgesehen von einer endlichen Zahl im Innern des Intervalles 
liegender Stellen, eindeutige und stetige Funktion von ¢. Diese Ausnahme- 
stellen seien ‘ 

(21) ty, te, oo, &. 

Dieselben sollen ,,polare“ Unstetigkeitspunkte von @ sein, d. h. es soll in 
einer geniigend kleinen Umgebung ¢,— 4 ---¢,+6 des Punktes ¢, der 
reziproke Wert von  dadurch zu einer stetigen Funktion von ¢ werden, 
da8 man ihm im Punkte ¢, selbst den Wert Null beilegt. Ein solcher 
Unstetigkeitspunkt ist offenbar fiir die urspriingliche Funktion m dadurch 
charakterisiert, daB der Wert von g mit bestimmtem Vorzeichen unend- 
lich wird, sowohl wenn man ¢ von links her, als auch wenn man ¢ von 
rechts her nach ¢, konvergieren lift. Fiir die einzelne Unstetigkeits- 
stelle ¢, soll nun 

(22) e(t;)=0, +1 oder —1 

gesetzt werden, je nachdem beim Uberschreiten der Stelle ¢, sein Vor- 
zeichen nicht wechselt, oder von negativen zu positiven oder von positiven 
zu negativen Werten tibergeht. 

Bezeichnet 6 eine unendlich kleine positive GréBe, so ist, wie leicht 
zu sehen, 


(23) e(t,) = + [sgn 9(t,+ 8) — sgn w(t,—8)]. 


Unter dem Index J,’(m) der Funktion @ fiir das Intervall a<t<b ver- 
steht man nun die Summe 


(24) Ja (p) = &(h) + &(t) + +> + a(t). 
Diese Definition wird durch die Festsetzung erginzt, dab 
(25) J. (y) =0 


sein soli, wenn @ eine fiir das ganze Intervall a <¢< b stetige Funktion 
von ¢ ist. 

Statt J,’(p) werde ich bisweilen auch kiirzer J(q) schreiben. Bei 
dieser Schreibweise muB dann natiirlich das Intervall a<t<b, fiir 
welches der Index genommen werden soll, noch ausdriicklich angegeben 


werden. 
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Aus der Definition des Index ergeben sich nun ohne Schwierigkeit 
die folgenden Sitze: 

I Bezeichnet ¢ einen zwischen a und 6 liegenden Stetigkeitspunkt 
der Funktion g, so ist 
(26) Ja () = Ja (y) + JP(g)- 

IL. Besitzen die Funktionen g, und g, im Intervalle a < ¢ < b keinen 
gemeinsamen Unstetigkeitspunkt, so ist 


(27) I(G, + ¥2) = I(H;) + IMs); 
insbesondere gilt 
(28) Ti+ 2) = I(Gs)s 


wenn g, durchaus stetig ist. 

Die in den Gleichungen (27), (28) auftretenden Indizes sind samtlich 
fiir das Intervall a---b zu nehmen. 

Ill. Bedeutet ¢ eine nicht verschwindende Konstante, so ist 
(29) I(cg) = sgn c- J(g), 
wobei die beiden Indizes sich auf dasselbe Intervall beziehen. 

IV. Wenn ebenso wie g auch 1 fir das Intervall a<t<b nur 
einzelne, im Innern des Intervalles liegende polare Unstetigkeiten hat, so 
gilt zwischen den auf dieses Intervall bezogenen Indizes von g und 5 
die Relation 
(30) J(~) +d (=) - + (sgn p (b) — sgn (a). 


Die linke Seite dieser Relation gibt nimlich an, um wie viel hiu- 
figer m von negativen zu positiven als von positiven zu negativen Werten 
tibergeht, wihrend ¢ das Intervall a---6 durchliuft. Dieser Uberschu8 
ist aber offenbar 0, wenn g(b) und g(a) gleiches Zeichen haben, dagegen 
+1, wenn (6) positiv und g(a) negativ ist, und endlich —1, wenn g(b) 
negativ und (a) positiv ist. 

V. Es seien u,v, u,,v, reelle Funktionen der Verinderlichen ¢, die im 
Intervalle a<t<b stetig sind, an den Grenzen des Intervalles simtlich 
von Null verschieden sind, im Innern des Intervalles nur endlich viele 
Nullstellen besitzen und der Bedingung geniigen, da fiir das ganze Intervall 


(31) uv, — vu, > 0 
ist. Dann besteht die Gleichung 
1 
(32) J (<) =F (Ft) + = (an (ve,), —sgn (or),), 


wobei die Indizes auf das Intervall a---6 zu beziehen sind.*) 


*) Man vergleiche zu diesem Satze die Abhandlung von P. Stickel: Uber 
Systeme von Funktionen reeller Variabeln, Crelles Journal, Bd. 112, S. 311. 
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Infolge der Bedingung (31) kénnen u und v niemals gleichzeitig ver- 
schwinden. Der Quotient besitzt daher die Nullstellen von v zu po- 
laren Unstetigkeitsstellen. Die nimlichen Stellen sind auch polare Un- 
stetigkeitsstellen von “ - Da nun wegen (31) w und », an den Null- 
stellen von v das gleiche Vorzeichen besitzen, so ist 


4(5)-9G)- 
Auf dieselbe Weise folgt 
7) --7(5): 


Kombiniert man nun diese Gleichungen mit dem aus (30) hervorgehenden 
Werte von 
v, v 
7( v ) si Te ) : 


so ergibt sich ohne Schwierigkeit die Gleichung (32). 
VI. Es sei u eine reelle Funktion von ¢, die im Intervalle a<t<b 


ein stetige Ableitung u’ = besitzt. Die Funktion « soll nur endlich 


viele und zwar samtlich im Innern des Intervalles liegende Nullstellen 
haben; ferner sollen « und w’ niemals gleichzeitig verschwinden. Dann 
ist die Anzahl der Nullstellen von u gleich dem fiir das Intervall a---b 


u 
genommenen Index von —-- 


Beim Uberschreiten einer Nullstelle von u geht namlich = stets von 
negativen zu positiven Werten tiber; nach Gleichung (24) setzt sich daher 
der Index von “ aus so vielen Einheiten zusammen, als die Funktion u 
Nullstellen besitzt. 


§ 4. 
Die reellen Nullstellen der P-Funktion. 

Es wurde schon oben bemerkt, daB fiir das Stiick a---b der Achse 
der reellen Zahlen die Fundamentalzweige y, und y,, reelle Werte be- 
sitzen. Jeder Zweig der P-Funktion, welcher dieselbe Eigenschaft hat, 
driickt sich offenbar aus in der Form 
(33) y ead ky, + K Ye) 


unter k und k’ reelle Konstante verstanden. 
In diesem Paragraphen soll es sich nun darum handeln, die Anzahl 
der Nullstellen der Funktion y, die im Innern des Intervalles 


aed 
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liegen, zu bestimmen. Diese Anzahl ist eine endliche, da die (aus (16), 
(17) and (18) folgenden) Entwicklungen von y in der Umgebung der 
Stellen a und 6 zeigen, daB die letzteren Stellen keine Hiufungspunkte 
von Nullstellen der Funktion y sein kénnen. 


Bezeichnet 9 eine unendlich kleine positive GréBe und bezieht man 
die im folgenden auftretenden Cauchyschen Indizes simtlich auf das Intervall 
a+d<2<b—4d, 

so gibt nach Satz VI. des vorigen Paragraphen 
/ y'\ _ (1 ay 
(34) J(%)=J(; 9) 
die in Rede stehende Anzahl von Nullstellen an. 

Nun folgt aus (33) 
(35) V Yor — YYar = K(YeYu — Yow’). 
Nach bekannten Siitzen bewahrt die rechte Seite — wenn zuniichst k von 
Null verschieden vorausgesetzt wird — zwischen a und b ein konstantes 
Zeichen. Um dieses zu bestimmen, entwickle man mit Hilfe von (16) 
nach Potenzen von (¢—a). Man findet so 

Yo Ya! — YoYor = Pa Pu (e — a’) (—1)°O (2—a)e+"-? +... 
und das zu bestimmende Vorzeichen ist daher 
— sgn k- (—1)*®). 
Aus den Sitzen III. und V. des vorigen Paragraphen folgt nun: 


J (5) ld (*) — $-sgn k(—1)*® (sgn yy.) 5 — 882 Yue): 


Das Vorzeichen sgn (yy,,),,  erweist sich auf Grund der Entwicklung von 


Ye — kY Yu > Ky? 


nach Potenzen von z—a gleich dem Vorzeichen von k(—1)*®. Daher 
kommt 


(36) J(2) = a(%) +5 (1—1)F® sgn kyy,)y_2)- 


Fiir den Fall, daB & nicht Null ist, wird durch diese Gleichung die 
Anzahl der zwischen a und 6 liegenden Nullstellen von y auf die ent- 
sprechende Anzahl fiir den zum gréBeren Exponenten gehérenden Funda- 
mentalzweig y,, zuriickgefiihrt. Die erstere Anzahl ist nach (36) offenbar 
entweder gerade so groB oder um 1 gréBer als die letztere Anzahl. 

Im Falle k=0 ist y=Ky,,, und folglich hat dann y dieselbe An- 
zahl von Nullstellen zwischen a und b wie y,.. 

















Nullsteilen der hypergeometrischen Funktion. 527 


Es eriibrigt, die Anzahl der Nullstellen von y,, zwischen a und }, 


also den Wert des Index 
r(*), 
festzustellen. . 
Aus der Gleichung 


a, b, ¢ , ‘a, b, c : 
a(« B, y 7 td (-—*) (= )' (es B—é,y+d+e | 
a’, BY, a — 8, B—8,7+b+8 
schlieBt man leicht, indem man 6 = «, «= 8 nimmt, daB die Anzahl der 
Nullstellen von y,, zwischen a und } nur von den Exponentendifferenzen 
“e—a=i, h—B=u, y—y=v abhingen kann. Sie darf daher als 
Funktion von 4, wu, v oder auch — da vermége (11) 4, u, v durch 
Ai, Hy, ¥, ausgedriickt werden kénnen — als Funktion von i,, u,, v, an- 
gesehen werden. Ich setze dementsprechend 


(37) T(E) = 90s ts %)- 
Die Determinante 





YaYa! — Ya'Ya 
besitzt zwischen a und b das konstante Vorzeichen (— 1)’. Daher ist auch 


(8) TE) =a FE) = 1) 9, ay): 


Zur Bestimmung der Anzahl »(4,,u,,%,) betrachte ich nun neben 
der urspriinglichen P-Funktion noch die ihr benachbarte Funktion 


a, — Cc: 
P (- —-1l1 ~B »Y ‘| . 
a’, B+ 1, y 


Die mit einem oberen Striche versehenen Buchstaben mégen fiir diese 
Funktion die analoge Bedeutung haben, wie die ungestrichenen Buchstaben 
fiir die urspriingliche P-Funktion. Es ist dann offenbar 

(39) 1=44+1, p=u+1, v=», A=, =H, %4=%4—1, e=-e+l 
und die er (14’) ergeben daher 





= Sees (fy) fA —A,) e-* 7° 9, + fi —D f(—e) €-'*" Hy) 
in 
me, save (f,—) fA—4) 9, —fedf-—O I,), 
te — ane (fet) fQ—v,) #7, + fa) fA—w) e-**? Fy) 





~ (fo+) fa—p,) 9, — f(a) f2—v) G,). 


sin yz 
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Wenn nun y, von 1 verschieden vorausgesetzt wird, so zeigt der 
Vergleich der Gleichungen (14’) und (40), daB zwischen den Funktionen- 


paaren 

(Yar Ya)» (Yar Yer Yyr Yy) 
genau dieselben linearen homogenen Relationen bestehen, wie zwischen 
den Funktionenpaaren 


G.2e1—%) Fe), (— Y x e(l— 4) 9»), (1—»,) Vy e9,)- 
Daraus folgt aber (Riemann, |. c. § 6) 


(41) Fa¥e— OL —%) Fara = C- (2—a)***~* (2— bP +? (2—e)rt7, 
wo C eine Konstante bezeichnet. Aus dieser Gleichung schlieBt man, dab 


Yada = e(i aes %) GaGa 
im Intervalle a< z<} konstantes Vorzeichen besitzt und die Entwick- 
lung an der Stelle z= a zeigt, daB dieses konstante Vorzeichen 


sgn f(—2) = (—1)P0+2)— (—1)F0* 
ist. Nach den Sitzen des vorigen Paragraphen ist daher 


JG) = sen (1—v,) J) 
+ > sgn (1—v,) (—1)* [sgn (yFu)o—s — 989 YoTu as] 
oder nach (38) 
P(Ay, Hay %) = — sgn (L—%) p(4,, Hy, %,—1) 
+ 5 sgn (1—»,) [590 (Ye Fe)—1— 989 (YeIu)a+ a]: 
Die Entwicklungsformeln (16) und (18) ergeben nun weiter 


(42) sgn (Y Va ars = + 1 
und 
(43) sgn (Yu Fado — 1 oder = 1)Fe) re-s ? 


je nachdem y, eine Zahl der Reihe 2, 3, 4,--- ist oder nicht. 
Daher kommt 


(44) 9 (Ay, Hy, My) = sgn (v,—1) P(A, w,, ¥,—1) 
+ sgn (y,—1)[1—(— 1A +Fe-9) 


im allgemeinen, und 
(44’) P(Ay, Hy, %3) = P(A, Hy, %—1) +1, 
wenn v, eine Zahl der Reihe 2, 3, 4, -- - ist. 
Die auf diese Weise gewonnenen Rekursionsformeln gestatten nun die 
Bestimmung der Anzahl »(A,,u,,¥,). Ist nimlich v,< 1, so ergibt (44) 
P(A, Hr, %) + H(A, Hr, %—1) = 0 
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und, da beide Glieder der linken Seite dieser Gleichung nicht negative 
ganze Zahlen bedeuten, 
(45) @ (Ay, Hy, %) = 0, wenn 1, <1. 

Ist aber v, >1, so ergeben (44) und (44’) iibereinstimmend 

P (Ars Hay %) = PCA My %—1L) +1 

und hieraus folgt, in Riicksicht auf (45), 
(46) (A,, 4, %,) = E(v,), wenn v, >1 keine ganze Zahl ist, 
und 
(47) @(Ay, ts %) = (AL, Hr, 1) + (%,—1), wenn v, > 1 eine ganze Zahl ist. 
Da nun endlich fiir v, = 1 


Ya' = const. (g—a)* (2z—b)* (2—c)” 
wird, so ist 


(48) 9 (a,, Hy, 1) = 9. 

Die Gleichungen (45) bis (48) lassen sich in die eine Gleichung 
(49) P(Ay, Hr, %4) = E(r) 

zusammenfassen. 


Hiermit sind wir zu folgendem, zuerst von Herrn Klein*) auf ganz 
anderem Wege gefundenen Satze gelangt: 

Satz 1. Die Anzahl der reellen, zwischen a und b liegenden Null- 
stellen des zum griferen Exponenten gehirenden Fundamentalzweiges yu 
(50) E(v,) =E (7745444). 


Die entsprechende Anzahl fiir den zum kleineren Exponenten ge- 
hérenden Fundamentalzweig y, ergibt sich leicht aus (36). Indem man 
namlich in (33) und (36) k= 1, k’=0 nimmt, kommt 


. Y Ye ai ' 
(51) 7 (3) = I (52) + FA —DP® sgn atte): 
Das hier auftretende Signum ist nun aus den Entwicklungen (19) zu be- 
stimmen. Man erhilt ersichtlich 
sgn (yayw)—-s = (—1)® oder (—1)#@)+#0-m)+E0), 

je nachdem f(u,)f(1—A,) = 0 ist oder nicht. 

*) ,Uber die Nullstellen der hypergeometrischen Reihe“, diese Annalen Bd. 37, 
8. 573. Vgl. auch meine unter gleichem Titel erschienene Arbeit in Bd. 38 dieser 
Annalen, sowie L. Gegenbauer, ,,Zur Theorie der hypergeometrischen Reihe“, Be- 
richte der Akademie zu Wien 1891, und ,,Uber die Wurzeln der hypergeometrischen 
Reihe“, Monatshefte f. Mathematik Bd. 2. 
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Demzufolge gilt der 
Satz 2. Die Anzahl der reellen, zwischen a und b liegenden Null- 
stellen des zum kleineren Exponenten gehirigen Fundamentalzweiges y, 
betriiat 
y—i—p+i1 
(52) E(*—;* ) +, 





wobei « = 0 ist, wenn 4, oder 1 — uw, eine positive ganze Zahl ist, dagegen 
€ = — (1—(—1)F + FA) + FA) + Fry) 


in jedem anderen Falle. 
Das in der Gleichung (36) auftretende Signum 


, , k’ 
sgn (kyyy)_s = sgn (My, +kK Ye)Ye)o—3 = 980 (Yat E Yor)s—a"(— 1) 
ist folgendermaBen zu berechnen: Nach (14’) ist 


tet Ea sae (flan) fL—A) + fF (@) fm) 7? 
— (fo) f—e) + | Fa) FA a ta yy | 
und ferner (vgl. (16)) 
em inBy, =(— 1)*p, (b—2 +. , ei" y, — p,(b—2)* + 
Da sin wx das Vorzeichen (—1)*™ Masti. so ergibt sich offenbar 


oun (y, + ye)s—2— sen (Flu) —2,) + * Fle) fA—n4)) 
oder ; 
(—1)8)+* 9gn (f(0,) (0) + | 1) Fm), 


je nachdem 
Ss 
f (us) fA—a,) + | Fe) fA—»,) +0 oder =0 
ist. Im letzteren Falle, wenn also 
Kv 
f(u,) f(A—A,) + | Fle) FA—»,) = 0 
ist, ergibt eine leichte Rechnung 


ar 3 ri . . 
f(n)fA—e) + §f) fw) —— Js Fes tteeny — (Dw HE + Hp, 
wo p eine positive GréBe vorstellt. Also ist dann 

sgn ( ot bf Ye)o—8 = (—1)FO+ 200, 
Es gilt demnach der 
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Satz 3. Bezeichnen k und k zwei reelle Konstante, von denen die 
erstere nicht Null ist, so ist die Anzahl der reellen, zwischen a und b liegen- 
den Nullstellen von 

y = ky, + KY. 
gleich 
(53) E(v,) + = E(°—*F***) +5, 
wobei 


e= 5 [1—(-10@+ 8 sgn (f(u,) (a) + | FF —»,)) | 
oder 
e=0 
ist, je nachdem : 
(us) fA1—a,) + + Fle) FA—) 


von Null verschieden oder Null ist. 


Nach den Formeln (14”) lassen sich mit Hilfe der Siitze 1, 2, 3 die 
Anzahlen der reellen, zwischen a und b liegenden Nullstellen von y, und 
y bestimmen. 


Um y, 2u erhalten, mu8 man 


k = f(4,) f(1—w,), Kk = — f(v,) f(l—e@) 
nehmen. Ist uw, oder 1— A, eine positive ganze Zahl, so wird k = 0 
und y, hat dieselben Nullstellen wie y,,, also E(v,) reelle Nullstellen 
zwischen @ und b. 


In jedem andern Falle ist k +0, und also nach Satz 3 die in Rede 
stehende Anzahl 





E(y,) +, 
wobei 
1 )fa— 
e =A [1 — (18+ #09 ogn (fm) (1 — a) — FETE" (0) F1—v,)) 
Der unter dem Signum stehende Ausdruck ist 
1 sing, wsind,a—singzsiny,z 1 sina sinux 
x f@,) fA —H4), a* f(4,) (—n,) 


und hat also das Vorzeichen 
(—1)2@+2W)+ 20-4) + 2H), 
Daher kommt nun 


Satz 4. Die Anzahl der reellen, zwischen a und b liegenden Null- 
stellen von y, betrigt 
E(v,) +, 


e=0, 


wobei 


34* 
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wenn uw, oder 1 — A, eine positive ganze Zahl ist, dagegen 
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gas + [1 — (—1)2W+20-2)+ 204) + 20)] 


in jedem anderen Falle. 
Nach (14”) ergibt die Annahme 


k = f(e) f(i—,), kK = — f(u,) f(1—4,) 
den Fundamentalzweig y,. Ist k= 0, so wird yy proportional mit y,.; 
ist aber k +0, so liegt der Fall des Satzes 3 vor, in welchem 


f(t) fa) + = F(@) F—) = 0 
ist. 

Man erhilt also den 

Satz 5. Die Anzahl der reellen, zwischen a und b liegenden Null- 
stellen von y,, betrigt stets E(v,). 

Durch die zyklische Vertauschung (abc) (aBy) (a’ fy’) gehen aus den 
vorstehend bewiesenen Siitzen entsprechende Sitze fiir die Zweige y,, y, 
resp. y,, y, hervor. é, 

Mit Hilfe dieser Siitze kann man leicht fiir einen beliebig gegebenen 
Zweig y der P-Funktion die Anzahlen seiner reellen Nullstellen im Innern 
der Stiicke ab, be, ca der reellen Zahlenachse feststellen. Denn jeder 
solche Zweig y lat sich durch jedes der Funktionenpaare (y,, y,.), (Ys, ¥»), 
(y,,¥y) limear und homogen ausdriicken. Ist nun z. B. 


y = Cy, + C'Ve, 
so wird y zwischen a und 6 keine reelle Nullstelle besitzen, falls der 


Quotient C: C’ komplex ist. Ist aber dieser Quotient reell, so kann man 
y auf die Form 


y= m(ky, +k y~) 
bringen, wo m nicht Null und k& und &’ reell sind. Dann liest man aus 
Satz 3 die Anzahl der reellen Nullstellen von y, die zwischen a und } 
liegen, sofort ab. 
Das Ziel der nun folgenden Untersuchungen wird es sein, fiir einen 
beliebig gegebenen Zweig 


(54) y = Cy, + C’'yy = Dy, + Dyy = Ey, + E’y, 
der P-Funktion auch die Anzahl seiner imaginiiren, im Innern der oberen 
Halbebene gelegenen Nullstellen zu bestimmen. 
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§ 5. 
Erledigung einiger speziellen Fille. 


Zur Vereinfachung der Darstellung will ich zuniichst diejenigen 
speziellen Fille erledigen, in welchen der Zweig y der P-Funktion, fir 
welchen die Zahl der imaginiiren Nullstellen bestimmt werden soll, sich 
durch Multiplikation mit Potenzen von z—a, z—b, z—c in eine ein- 
deutige Funktion von z verwandeln 1aBt. 

Es leuchtet ein, daB der betrachtete Zweig dann, abgesehen von 
konstanten Faktoren, mit je einem der zu a, b, c gehérenden Fundamental- 
zweige zusammenfallen muB. Nach den Verwandlungsformeln (14’) liegt 
ein solcher spezieller Fall dann und nur dann vor, wenn eine der Zahlen 
Ayy Hay %1» @ eimen ganzzahligen Wert hat. 

Da bei der Permutation (@ By) (a’ f’y’) (abe) die Zahlen 4,, u,, v, sich 
ebenfalls permutieren, so geniigt es, die beiden Fiille, in welchen g oder 4, 
ganzzahlig ist, ins Auge zu fassen. 

I) @ besitet einen (wegen 9 > 0 notwendig positiven) ganzzahligen Wert. 

Es ist dann f(1—g) = 0 und also nach (14’) 


y= C-y, = D-y, = E-y, = (2—a)* (2—by (e—c)’ - Ge), 


wo C, D, E nicht verschwindende Konstante bedeuten. Die Funktion 
@G(z) ist eindeutig und fiir jedes endliche ¢ regular, folglich eine ganze 
Funktion. An den Stellen z =a, b,c ist G(z) von Null verschieden. An 
der Stelle z = co ist 


(2) = (2a) “(eb #20) (GQ +F+HR4--), 


wobei die Reihe die Entwicklung von y an der Stelle z = oo vorstellt. 
Es ist daher G@(z) eine ganze rationale Funktion vom Grade 


—a—B—y=e+fh+y—1l—e-1. 


Der Grad vermindert sich, wenn ¢ = ist, d. h. wenn y an der 
Stelle z= co verschwindet. Da y nirgends von héherer als der ersten 
Ordnung Null werden kann, ist dann c, +0 und daher G(z) vom Grade 
@—2. Es ist indessen zweckmiBig, in diesem Falle @(z) als ganze 
Funktion (g—1) Grades mit verschwindendem héchsten Term anzusehen 
und dementsprechend den Wert z= oo als Nullstelle von G(s) zu be- 
trachten. Hierdurch erzielt man, daB in jedem Falle die Nullstellen von 
@(z) véllig tibereinstimmen mit den von a, b, c verschiedenen Nullstellen 
von y. 


Bezeichnen nun §,,, R;,, R,, die Anzahlen der reellen Nullstellen 
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von y oder G(z), die zwischen a und b, bez. b und ¢, bez. ¢ und a liegen, 
so ergeben die Siitze des vorigen Paragraphen 


Roo—Ey)+4, Re —LA)+n, Re=— Buy) +h, 

wobei jede der Zahlen ¢,, 7,, €, einen der beiden Werte 0 und 1 besitzt. 
Und zwar sind diese Zahlen aus den Kongruenzen 

é, = E(4) + E(a,) + E(»,) + E(1—,) (mod. 2), 

% = E(u) + E(u,) + E(4,) + E—»,) (mod. 2), 

& = E(v) + E(v,) + Ey) + EA) (mod. 2) 
zu bestimmen. 

Da G(z) vom Grade 9 — 1 ist, so folgt nun weiter: 


Die Anzahl der in der oberen Halbebene liegenden imaginiren Null- 
stellen von y oder G(z) betriigt 


= le— 1 —R,, — R,. — R,,]. 


Il) 4, besitet einen positiven ganzzahligen Wert. 
Es ist dann nach (14’) 
y= C-y, = D-y, = E-y, = (¢—a)* (e—b (e—c) Ge), 
wo @(z) eine ganze rationale Funktion vom Grade 
—a—f—yme+pt+y—1l—4,-1 
bezeichnet. Die Siitze des vorigen Paragraphen ergeben nun bei An- 
wendung entsprechender Bezeichnungen, wie im Fall I), 


R,, = 9, R,. = A, = 1, R,, = 0. 
Die Anzahl der imaginiiren Nullstellen von y ist daher Null, die Funk- 
tion G(z) hat lauter reelle Nullstellen. 
Ill) 4, ist Null oder eine negative ganze Zahl. 
In diesem Falle ergibt sich 
Y= C-¥y — De yg = E-y, = (¢—0)" (2—bY (2-0) G), 
wo G(z) eine ganze rationale Funktion vom Grade 
—& —$—geetfty—inw—d, 
bezeichnet. Die Anzahlen der reellen Nullstellen von y betragen 
R= E(r,), R=, RK. = E(u) 
wo « den Wert Null oder 1 besitzt, je nachdem 


E(u) + E(u,) + EA —»,) 
gerade oder ungerade ist. 
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Die Anzahl der in der oberen Halbebene liegenden imaginiren Null- 
stellen von y betragt 


= (—4, — E(,) — ¢ — E(u,)). 


Die in diesem Paragraphen erhaltenen Anzahlen sind auf ganz anderm 
Wege von Herrn Hilbert*) bestimmt worden. 


§ 6. 
Uber die stetige Anderung des Logarithmus. 


Nach einem bekannten Satze von Cauchy laBt sich die Anzahl der 
Nullstellen einer Funktion g(z) fir einen Bereich, in welchem diese 


Funktion reguliir ist, durch das Integral 53 f d lg p(z) ausdriicken. In 


manchen Fiillen ist es méglich, den Wert dieses Integrales mit Hilfe 
eines Satzes zu bestimmen, den ich in diesem Paragraphen ableiten will. 

Es seien u und v reelle eindeutige Funktionen der reellen Variabeln ¢, 
welche in dem Intervalle a<¢<b stetig sind und in diesem Intervalle 
niemals gleichzeitig verschwinden. Die Funktion v mége ferner an den 
Grenzen des Intervalles von Null verschieden sein und im Innern des 
Intervalls nur eine endliche Zahl von Nullstellen besitzen. Unter diesen 
Voraussetzungen laBt sich der stetige Zuwachs, den der Logarithmus von 
u + iv erfahrt, wenn ¢ von a bis 6 variiert und den ich mit 


(55) D* lg (w+ iv) 


bezeichnen will, durch den Index von ~ fir das Intervall a<¢<b aus- 
driicken. 

Es gilt namlich der folgende 

Satz 6. Es bezeichne L(z2), unter 2 irgend eine von Null verschiedene 
komplexe Zahl verstanden, den ,,Hauptwert“ von \g z, d. h. denjenigen Wert 
r+ is dieses Logarithmus, fiir welchen —2<s< 2 ist. Dann besteht die 
Gleichung: 

u 


(56) oi, Di Ig (w+ iv) = > Jt (*) — + [agn v,—sgn 0] 
+ 52; [L(u+iv), — L(u+iv),]. 


Hierbei bedeuten v,, v, die Werte, welche v fiir ta bez. t=b besitet und 
(u+iv),, (u+iv), diejenigen Werte, welche u+ iv fiir t—a bez. t=—b besitet. 





*) Uber die Diskriminante der im Endlichen abbrechenden hyperg trisch 
Reihe. (Crelles Journal, Bd. 103, S. 337.) 
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Zum Beweise der Gleichung (56) fiihren die folgenden Betrachtungen. 

Man erkennt zuniichst, daB es geniigt, die Gleichung (56) unter der 
Voraussetzung zu beweisen, dab v im Intervalle a<t<b tiberhaupt nicht 
oder nur einmal verschwindet. Falls niamlich » mehr als einmal ver- 
schwindet, kann man das Intervall a---b durch geeignete, zwischen a 
und b eingeschaltete Werte so in Teilintervalle zerlegen, dab im Innern 
jedes Teilintervalles » ein und nur einmal verschwindet. Gilt nun die 
Gleichung (56) fir jedes Teilintervall, so braucht man nur die fiir die 
einzelnen Teilintervalle gebildeten Gleichungen (56) zu addieren, um die 
Richtigkeit der Gleichung auch fiir das ganze Intervall a---b einzusehen. 
Man darf ferner in dem Falle, in welchem v nur eine Nullstelle zwischen 
a und b besitzt, beim Beweise der Gleichung (56) voraussetzen, dab an 
der Nullstelle von v der Wert von wu positiv ist. Dies folgt daraus, daB 
die Gleichung fiir das Funktionenpaar u, v gilt, wenn sie fiir das Funk- 
tionenpaar —u, —v richtig ist. In der Tat bleibt die linke Seite der 
Gleichung (56) ungeindert, wenn u und v durch —wu resp. —v ersetzt 
werden. Aber auch die rechte Seite bleibt dabei ungeandert; denn diese 
geht itiber in 


1 1 1 : : 
= 92 (=) + F [sgn 0 — sgn v,] + 55; [L(—u— iv), — L(—u—iv),], 
und es ist 
L(—u—iv), = L(u+ iv), — xi sgn »,, 
L(—u—iv), = L(u+ iv), — xi sgn »,. 


Es bleibt demnach nur iibrig, die Gleichung (56) in folgenden Fallen 
zu beweisen: 

1) Die Funktion v hat keine Nullstelle im Intervalle a<t<b, 

2) Die Funktion v hat eine Nullstelle im Intervalle a<t¢<b, und 

an dieser Nullstelle ist w positiv. 

Im ersten Falle durchliuft der Punkt z= u-+ iv, wihrend ¢ von a 
bis b variiert, eine stetige Kurve, welche die Achse der reellen Zahlen 
nicht trifft. Daher ist 
D* lg (u+ iv) = L(u+ iv), — L(u+iv),, Fe(*) =0, sgnv, = sgn v,, 
aus welchen Gleichungen unmittelbar die Giiltigkeit der Gleichung (56) 
erhellt. 

Im zweiten Falle durchliuft z= u + iv eine stetige Kurve, die mit 
der Achse der reellen Zahlen einen einzigen, auf der positiven Hilfte dieser 
Achse liegenden Punkt gemein hat. Wiederum ist 
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D3 lg (u+ iv) = L(w+ iv), — L(u+iv),, 
und man iiberzeugt sich sofort, daB 


Jz (=) =0, +1 oder —1 
ist, je nachdem resp. 


sgn v,=sgn v,, sgnv,=+1, sgnv,——1 oder sgnv,——1, sgnv,=+1 


ist. Die Gleichung (56) ist daher wieder erfiillt. Nach dem, was oben 
bemerkt wurde, ist hiermit die Allgemeingiiltigkeit der Gleichung (56) 
bewiesen. 

Diese Gleichung laBt sich tibrigens noch etwas kiirzer, wie folgt, 
schreiben: 
(57) 2; Dilg(u+iv) — 5 J (*) — + [sgn eli + 2; (Lut iv). 
Dabei bedeutet das Symbol []? allgemein die Differenz g, — y, der Werte, 
welche eine Funktion m der Variabeln ¢ fiir ¢ =}, resp. ta annimmt. 


§ 7. 
Anzahl der Nullstellen einer in einem Bereiche reguliren Funktion. 


Bei der folgenden Untersuchung werde ich mich einiger abkiirzenden 
Bezeichnungen bedienen, die ich zunichst erklairen will. 

In der Ebene der komplexen Variabeln ¢ sei gegeben ein einfacher 
stetiger Kurvenbogen mit dem Anfangspunkt z, und dem Endpunkt 4,. 
Die Koordinaten eines auf dem Bogen verinderlichen Punktes sind — 
gemaiB dem Begriffe eines ,,einfachen stetigen Kurvenbogens“ — als stetige 
Funktionen einer reellen Variabeln ¢ so darstellbar, daB der Punkt gerade 
den Kurvenbogen einfach beschreibt, wenn ¢ ein bestimmtes endliches 
Intervall a<¢<b durchliuft. Sind nun wu und v reelle stetige Funk- 
tionen des Ortes auf dem Kurvenbogen, die in keinem Punkte des letzteren 
gleichzeitig verschwinden, und ist v nur fiir endlich viele und zwar innere 
Punkte des Kurvenbogens Null, so kann man « und v auch als Funk- 
tionen von ¢ ansehen, auf welche die Gleichung (57) Anwendung findet. 
Die einzelnen Glieder dieser Gleichung erhalten dann ersichtlich Werte, 
die nur von dem Kurvenbogen und den auf ihm gegebenen GréBen u 
und v abhiingen, nicht aber von der Wahl der zur analytischen Dar- 
stellung des Kurvenbogens dierfenden Verinderlichen ¢. Die Gleichung (57) 
werde ich deshalb in diesem Falle in der Weise abiindern, daB ich an 
Stelle von a.und b die Werte z, resp. z, setze, welche den Anfangspunkt 
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resp. Endpunkt des Kurvenbogens bezeichnen. Die Gleichung erhilt da- 
durch die Gestalt*) 


(58) 51; Dlg (utiv) — +d (“) — 4 [sgn 0] + 525 Lut iv). 


Ferner treffe ich folgende Festsetzung: Bezeichnen ¢ und « infini- 
tesimale positive Gréfen und nimmt ¢ sukzessive alle Werte des Intervailes 
a+0dé---b—e an, so beschreibt der Punkt z einen Teilbogen des ur- 
spriinglichen Kurvenbogens z,2,. Anfangs- und Endpunkt dieses Teil- 
bogens werde ich, wenn hieraus kein MiBverstiindnis entstehen kann, mit 
z, +0 bez. z, — 0 bezeichnen. 

Es sei nun B ein Bereich der komplexen Zahlenebene, der von einer 
einfachen, stetigen, geschlossenen Kurve begrenzt wird. Im Innern von B 
sei die Funktion F(z) regulir, auf 
dem Rande sei sie — abgesehen von 
einer endlichen Anzahl von Punkten 
41> 2g, °**> %, — tiberall regular und 
von Null verschieden. Diejenigen 
unter diesen Punkten, welche fiir 
F(z) singular sind, sollen nicht 
Hiufungsstellen von Nullstellen von 
F(z) sein. Unter diesen Voraus- 
setzungen besitzt F(z) im Innern von 
B nur endlich viele Nullstellen, deren 
Anzahl N sich folgendermaBen aus- 
driicken 1aBt. 

Man scheide aus dem Bereiche B 
durch infinitesimale Konturen g,, 9,,-- 
--5@, Umgebungen der Stellen z,, z,,---, 2, aus. Die Kontur 9, fiihre 
vom Punkte z,— 0 zum Punkte z,+ 0, die Kontur g, von z,—0 nach 
4,+0u.s.f. Durch Ausscheidung der Umgebungen der Stellen z,, z,,---,2, 
entstehe aus dem Bereiche B der Bereich B’. Dann ist 22i N gleich der 
stetigen Anderung, die lg F(z) bei positiver Durchlaufung der Begrenzung 
von B’ erfahrt. Man hat also 





(69) N=,*, D, lg Fle) + 54; Dy, aap +51; D, |g F(s) 
+ os m8 lg Fle) +--+ 54; Dezi lg FO), 


1 ver’ #, und z, ener ee handelt es sich also um eine geschlossene Kurve, 
so kommt _ Dig (u+iv) = ; 1 (*). Dieser spezielle Fall der Formel (58) findet 
sich schon bei Sturm in Liouvilles Journal Ser. I, Bd. I, 8. 294. 
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wo die auf der rechten Seite dieser Gleichung gebrauchten Symbole nach 
dem Vorhergehenden keiner weiteren Erliuterung bediirfen. 
Ich will nun annehmen, daB sich F(z) an der Stelle z, wie 


const. (2 — z,)“* 

verhilt, d. h. daB fiir alle geniigend nahe bei z, liegenden Werte von z 
der Unterschied zwischen 
(60) a 

(s—z,) * 
und einer bestimmten von Null verschiedenen Konstanten dem absoluten 
Betrage nach kleiner ist als eine beliebig kleine positive GréBe. Der 
Punkt, welcher den Wert des Quotienten (60) geometrisch darstellt, wird 
dann eine in endlicher Entfernung vom Nullpunkt verlaufende infinitesi- 
male Kontur beschreiben, wenn ¢ die infinitesimale Kontur g, beschreibt. 
Daher kommt 


° 1 F 
(1) = D, ig—& 


(e—z,) * 


1 1 < 
Qn Dy, Ig F(z) — Qui Do, Ig (2—#) tes 


Wird nun die Kontur g, als ein Kreisbogen mit dem Mittelpunkt z, 
angenommen und ferner vorausgesetzt, dab die Berandung des Bereiches B 
im Punkte 4, eine bestimmte Tangente besitzt, so ist 

De, lg (2—4,) = — xi 
und aus (61) folgt also 


1 1 
(62) ani Dy, lg F(z) —— 


a “e: 
Finden die gemachten Voraussetzungen fiir alle Punkte z,, ,,---, 2, statt, 
so liBt sich demnach die Gleichung (59) durch die folgende ersetzen: 

(68) N+ (a, +0q+--+4,) = 55; Daz lg Fl) +--+ ga; Deze Fee). 


2xi 4, +0 
Zur Berechnung der einzelnen Glieder der rechten Seite kann man 
hiufig die Gleichung (58) benutzen. Man fasse z. B. das erste Glied der 
rechten Seite ins Auge. Bezeichnet C eine von Null verschiedene, sonst 
aber beliebige Konstante, so ist 
(64) D®~° lg F(z) = D®>° lg (C- Fi) = D®=3 lg (u+iv), 


+0 +0 +0 


wenn u den reellen, iv den imaginiren Teil von C- F(z) bedeutet. Fiir 
die inneren Punkte des Teilbogens z,---2, der Berandung von B sind 
u und v sicher niemals gleichzeitig Null, da F(z) nach Voraussetzung, 
abgesehen von den Punkten z,, 4,,---, 2,, tiberall lings der Berandung 
von B von Null verschieden ist. Man wird also die Gleichung (58) stets 
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dann zur Berechnung von (64) anwenden kénnen, wenn es gelingt, die 
Konstante C so zu wihlen, dab die zweite Komponente v von C- F(z) 
nur endlich oft fiir innere Punkte des Teilbogens z, --- 2, verschwindet. 
In dem besonderen Falle, wo C- F(z) lings dieses Teilbogens z, - - - 2, 
rein imaginir, also C- F(z) = iv, ist, wird v fir innere Punkte des Bogens 
iiberhaupt nicht verschwinden kénnen, also ein unveriinderliches Vor- 
zeichen bewahren. Dann folgt aus (58) 
5gj D278 le Fle) = 5; (Lin) 32. 


2, +0 

Der reelle Teil dieses Ausdrucks verschwindet. Daher darf man in 
dem betrachteten Falle in der Gleichung (63) das Glied =~, D*=Sig F(z) 
unterdriicken. Denn da N eine reelle Zahl bedeutet, geniigt es zur Be- 
stimmung von N in der Gleichung (63) nur die reellen Teile der einzelnen 
Glieder beizubehalten. 

Bei den vorstehenden Betrachtungen hiitte man statt der Zahlenebene 
auch die Zahlenkugel zugrunde legen kénnen. Daraus ist ersichtlich, dab 
man die Formel (58) auch auf Kurven, die durch den unendlich fernen 
Punkt gehen, anwenden darf, und ebenso die Formel (63) auf Bereiche, 
welche den unendlich fernen Punkt im Innern oder auf der Begrenzung 
enthalten. 


§ 8. 
Anwendung auf die Riemannsche P-Funktion. 
In bezug auf die P-Funktion behalte ich die friiheren Voraussetzungen 
und Bezeichnungen bei. Wenn nun 
(65) y = Cy, + Cy, = Dy; + D'y,= Ey, + E'y, 
einen Zweig der P-Funktion bezeichnet, so kann man die Anzahl der in 
der oberen Halbebene liegenden Nullstellen von y mit Hilfe der all- 


gemeinen Formel (63) berechnen. Hierbei sind zwei Fille zu unter- 
scheiden: 

Fall 1. Unter den Quotienten C: C’, D: D’, E: E’ ist kein reeller 
vorhanden. 

Fall 2. Unter den Quotienten C: C’, D: D’, E: E’ ist mindestens 
einer reell. 

Im ersten Falle, den ich zunichst betrachten will, kann y im Innern 
der Stiicke ab, be, ca der Achse der reellen Zahlen nicht verschwinden. 
Denn wiirde z. B. fiir ein reelles z zwischen a und } die Funktion y Null 
werden, so wire fiir diesen Wert von z 

C:C = —Yy,: Ya; 
und also C: C’ reell, entgegen der Voraussetzung. 
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An den Punkten a, b, ¢ verhilt sich y beziiglich wie 
const. (¢—a)*, const.(2—b)’, const. (2 —c)’. 


Die Formel (63) wende ich nun auf den Fall an, wo der Bereich B 
die obere Halbebene ist, und F(z) mit y zusammenfillt. Die Begrenzung 
von B wird von der Achse der reellen Zahien gebildet und die Punkte 
a, b,c tibernehmen die Rolle der Punkte z,, 2,,---,2,. Daher wird die 


Anzahl N der in der oberen Halbebene liegenden Nullstellen von y durch 
die folgende Gleichung bestimmt 


(66) is ali Aina 

1 C=— a 

™~ ai Deve ye ley + oni 2xt =a 58 Igy + sat Deve Igy. 
Indem ich zur Abkiirzung 
(67) go, 4--1™, «-(-1)™ 
setze, bringe ich nun die Ausdriicke (65) der Funktion y auf die Form 
(68) y=l(e,y + (+4G)yq) = m(e,¥st G, +idy)y) =n(e,y, +(e, +ie)¥,)» 
wobei dann 1, m, m von Null verschiedene und ¢,, d,, €,, Cy, d,, &, reelle 
Konstanten bezeichnen. Die Konstanten c¢,, d,, e, sind von Null ver- 
schieden. 
Mit Hilfe von (58) kommt nun 
1 b-0 y 
sei eve WY = 3 — D4) g (7) 


= MES) —Lomtosotss + EL 


oder nach den Gleichungen (38), (49), (16) und (19) 
(69) =D. ley = sgn: [5 E(,) + 7 — *) | 


2x 
y -0 
+anlZ(DL 
Kine entsprechende Darstellung gilt fiir die beiden anderen Terme 


der rechten Seite der Gleichung (66). Die letztere léBt sich dement- 
sprechend so schreiben: 


W) W= 35-4645 (L(+ mallO)I. 


+anlE(S)Le 
wobei zur Abkiirzung 
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(71) G= + sgn ¢y [ E(v,) + = i—— 1)F)| 
+ ysgnd, E(4,) + 41 —(— 12%) 


- ; a4, [ E(u) + = (1— (—1)F)| 


gesetzt ist. Die Zahl G ist, wie man sich leicht tiberzeugt, eine ganze Zahl. 

Da N eine reelle (nicht negative, ganze) Zahl ist, so bleibt die Glei- 
chung (70) richtig, wenn man die imaginiiren Bestandteile der einzelnen. 
Terme der rechten Seite vernachlissigt. Deshalb werde ich bei der nun 


folgenden Berechnung von ; 
-0 
eh 


nur die imaginiren Teile der auftretenden GréBen beriicksichtigen. 
Fiir geniigend kleine positive reelle Werte von z—a ist nach (16) 


= Yat (4 +56) Ye = Pal@— a) + °°, 
und folglich 
L(*) = L(p,) + «L(e—a) + B(e—a), 
wo $(¢—a) mit z—a unendlich klein wird. Hieraus ist ersichtlich, daB 
der imaginiire Teil von L(#) fir z=—a+ 0, wenn die positive GréBe 0 
nach Null konvergiert, ebenfalls die Null zur Grenze hat. 
Fiir geniigend kleine positive reelle Werte von b — z ist 
Y3 _ &. Ps (e—by > ‘Stites. &,27? p, (b—2f + oe 
Yy= Py(e—b+---— EF p,(b—2% +---, 
und folglich, da . 


*u Vp 


(4, + id,)y F 
bo Tea (t + Ota) 


ist, 
. P a 
(72) L(%) =L(7 e=?) + L(e*e,y,) +L (1+ = (d+id,e™ b—2)"+---). 
In der Tat ist der zweite Logarithmus der rechten Seite reell, und 


der dritte Logarithmus liegt nahe bei Null, so daB die zweite Komponente 
der rechten Seite zwischen — x und + 2 liegt, also wirklich durch (73) 


der Hauptwert des Logarithmus von + dargestellt wird. Hierbei ist in- 
dessen vorausgesetzt, daB >on nicht eine negative reelle GréBe ist, also 
die zweite Komponente von L(+ ex?) zwischen —a und + 2 liegt. In dem 


Falle, wo 7" reell und negativ ist, besitzt L (7 en*) den imaginaren 
Teil iz. 
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Es wird dann die Gleichung (72) giiltig bleiben, wenn die zweite 
Komponente von 


(73) L(t+ = (a, + id) é=*b—a +--’) = e (d, + id,) é*" (b— 2)" 4+. 


fiir alle geniigend kleinen Werte von )—z einen negativen Wert hat. 
Andernfalls mu8 die Gleichung (72) in der Weise abgeiindert werden, dab 
der rechten Seite der Term — 2izx zugesetzt wird. Die zweite Kompo- 
nente des Ausdrucks (73) wird aber fiir kleine Werte von b—z negativ 
oder positiv sein, je nachdem 
(74) (a, + id,) é*" 
eine negative oder positive zweite Komponente besitzt. 

Aus dem Vorhergehenden folgt, daB der reelle Teil von 


sil 2(4)I, 


iibereinstimmt mit dem reellen Teile von 


(75) wih (Te) —«, 


2x0 
wo ¢ im allgemeinen Null und nur dann gleich 1 zu nehmen ist, wenn 
é*? einen reellen negativen Wert und zugleich die GréBe (74) eine 
positive zweite Komponente besitzt. Unter welchen Bedingungen tritt 
dieser Ausnahmefall, in welchem ¢ = 1 zu nehmen ist, ein? Um dieses 
za untersuchen, setze ich in die Gleichung 
M(ELYs + (dy + tds) Yr) = UE, Yet Gt iC) Ya) 

fiir y,, y, die aus (14°) folgenden Darstellungen dieser Funktionen durch 
Yz, Y¥x eim und vergleiche dann die Koeffizienten von y,, y,, beiderseits. 
Auf diese Weise ergibt sich nach leichter Rechnung: 


> CB am os ~ [fu)f(a— —A eth e)f(I—r4)(q+ie,) | 
(d, + id,) é**. 7 ene = sin px maw [f(ms)f—e)¢, +f(A, \f(—w,)(¢,+ ie) |- 


Aus der ersten dieser Gleichungen ersieht man, daB > ene dann und 


nur dann eine negative reelle GréBe ist, wenn erstens f(1—v,) = 0, also 
v, eine positive ganze Zahl, und zugleich zweitens 


(76) 


(77) sgn (eX. -f(u,) f—a 4) = (—1)F0- —#)+EQ,)+£Q@) oe — J 


ist. Sind diese Bedingungen erfiillt, so hat die zweite Komponente von 
(d,+ id,) e'*" das Vorzeichen 


sgn (an az f(A) fA—m) ¢) = (—1)F) +204) + 20-4) gn c, = (—1)" agn cy, 
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wobei (18’) beriicksichtigt ist. Hat », einen positiven ganzzahligen Wert, 
so folgt aus 
At+y=—1l—m, wt+y=-l—d, 
E(1—p,)= E(4)+%, EA.) =—0 
ist. Daher kann die Bedingung (77) durch 
(<I e—1 
ersetzt werden. Demnach ist die in (75) auftretende Zahl ¢ nur dann 


gleich 1 zu nehmen, wenn », eine positive ungerade Zahl und zugleich 
sgn c,=—1 ist. Es wird dann der Wert des reellen Teiles von (75) 


daB 


on ee - 
Qi 2 


In dem Falle, wo zwar v, eine positive ungerade Zahl, aber sgnc,— + 1 
ist, hat man ¢ = 0 zu nehmen und der reelle Teil von (75) ist dann also 


as 1 
ia Se +5" 


Zusammenfassend kann man daher sagen: 
Wenn v, keine positive ungerade Zahl ist, so stimmt der reelle 


Teil von . 
1 b— 
vail“ (T)]., 


Su pe 


Qa 


mit demjenigen von 


iiberein. Wenn aber v, eine positive ungerade Zahl ist, so ist der reelle 
Teil von aA 2(%)1.. gleich ; Sgn Cy. 

Die entsprechenden Tatsachen gelten nun fiir die beiden anderen 
Klammerausdriicke, die in der Gleichung (70) auftreten. Bezeichnet man 
die zweite Komponente m des Hauptwertes des Logarithmus einer belie- 
bigen von Null verschiedenen komplexen Zahl z= ré¥ wie itiblich mit 
am z (Amplitude von z), so gilt demnach folgender 

Satz 6. Um die Anzahl N der in der oberen Halbebene liegenden 
Nullstellen eines Zweiges 

y = Cy, + C’yy = Dy; + Dy, = Ey, + E’y, 
der Riemannschen P-Funktion zu bestimmen, verfahre man im Falle, wo 
keiner der Quotienten C:C’, D: D', E: E’ reell ist, folgendermafen: 

Man bringe die Ausdriicke von y durch die Elementarzweige der 
P-Funktion auf die Form (68) und berechne sodann die ganze Zahl G ge- 
map (71). Dann ist 


(78) N= (e-1)+G@+1, 
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wobei, falls keine der Zahlen v,, 4,, u, eine positive, ungerade, ganze Zahl 
ist, » den Wert 


8) um am(Fer9) + Lam(S or) + Lam (Len) 


besitet. Die Gleichung (78) bleibt auch in dem Falle, wo v, oder i, oder 
u, eine positive ungerade ganze Zahl ist, giiltig, wenn man dann nur in der 
Definitionsgleichung (79) von » das erste, bew. sweite, baw. dritte Glied der 
rechten Seite durch 


+ 8gnG, bzw. + sgn dy, bzw. + sgn ¢, 
ersetat. 
Wie schon in § 2 bemerkt wurde, kann von den Zahlen »,, 4,, wu, 
héchstens eine ganzzahlig sein. 
An den vorstehenden Satz kniipfe ich noch eine Reihe von Be- 
merkungen. 


Da die Amplituden zwischen —a und + 2 liegen, so liegt 7 zwischen 
~3 und ++ und zwar, wie man leicht sieht, mit AusschluB der Grenzen. 


Wenn daher die der GréBe G + ; (g—1) zuniichst liegende ganze Zahl 
mit H bezeichnet wird, so dab 
H—-+<G+Z(@-l)<H+y 
ist, so wird N zwischen H—2 und H+ 2 liegen, und also 
N=4H, oder H—1, oder H+1 
sein. 
DaB durch die Gleichung (78) eine ganze Zahl definiert wird, erkennt 


man folgendermaBen: 
Aus den Gleichungen 


am (Fe?) =amm—aml +28 + 22g, 
(80) am ( é7) =amn —amm + ay + 2ah, 

am (1 on =—am/ —amn + 2a + 2ak, 
in denen g, h, k ganze Zahlen bedeuten, folgt fiir 4 der Wert 


n=y(at+b+y)tgtht+k=—Fe-lt+gth+h, 
worauf (78) die Gestalt annimmt 
(81) N=GHgth+k. 


Mathematische Annalen. LXIIII. 35 
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Aus der ersten Gleichung (76) und den analogen auf ald und 


+ gne beziiglichen Gleichungen entnimmt man noch folgende Darstellung 
der den Wert von  bestimmenden Amplituden: 


am (7 ¢**) — am (fu) fl—4,) 2+ f@)fA—») (+ ig), 
(82) jam (= e*7) — am (fm, fl—m)¢, +f fA—4) @+idy), 
am ( i en = am (f(A,) f(lL—,) ¢, + f(@) fA —m,) (+ #¢,)). 


Unter Beriicksichtigung dieser Gleichungen und von (71) erkennt man, 
daB vermége (78) die Anzahl N durch die GréBen 


A, My V, te, d,+id,, e+ 16 
ausgedrtickt ist. Da nun ferner nach (65) und (68) 


, g . D’ , ” 
(83) qtig=aS, d, + id,= #5 e+ iegq—e,a, 
oC 2 ae. 
Cc? D’ E- 
Jeder dieser Quotienten liBt sich aber nach (65) vermége der Verwand- 
lungsformeln (14’), (14”), (14’”) als linear gebrochene Funktion der beiden 
anderen darstellen, so daB sich in letzter Instanz die Zahl N nur von 
4, u,v und irgend einem der Quotienten a d ; + abhingig erweist. 


Dies steht im Einklang mit der evidenten Tatsache, dab die Nullstellen 


so erscheint N dargestellt durch 4, w, v und die Quotienten 


von y auBer von A, uw, vy nur von dem Werte des Quotienten S 
(oder 5 oder 5) abhingen. — 
Ich wende mich nunmehr zur Betrachtung des Falles, in welchem 


unter den Quotienten oe a i sich mindestens einer befindet, der reell 


ist. Wegen der Symmetrie der P-Funktion beziiglich der Verzweigungs- 


punkte a, b, c geniigt es, den Fall ins Auge zu fassen, wo a einen reellen 
Wert hat. 
Aus den Verwandlungsformeln (14’) folgt nun 


* — gixtt—u), CF) fA—e) + Cf) fA —m,) 


Cf.) fA—4,) + C'Fe) FA—»,)’ 
E’ _ _ Cf(u,) fa—e) + C'e*™* £0,) F4—»,) | 


E Cf(»,) fA—4,) + C’** F(e) F(A—,) 


(84) 





Da nun g und 4 nicht ganzzablig sind, so kann demnach * nicht anders 
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reell sein, als wenn D=0O oder D’=0O ist und > nicht anders, als wenn 


C=0 oder C’=0 ist. _—_ Falle will ich zunachst ausschlieBen, so 
daB unter den Quotienten 2, @ 3 . + nur der erste reell ist. Auf der 


Achse der reellen Zahlen wird dann y zwischen 6 und ¢ und zwischen c 
und a sicher nicht verschwinden. Die reellen, zwischen a und b liegenden 
Nullstellen von y seien nach aufsteigender GréBe geordnet die folgenden: 
(85) By, 2g, °°", 2y'y 

so daB N’ ihre Anzahl bezeichnet. Zur Bestimmung der Anzahl N der 
in der oberen Halbebene liegenden Nullstellen von y wende ich wiederum 
die Formel (63) an, wobei ich nur die reellen Teile der einzelnen Glieder 
der Formel beibehalte. Die Rolle der in der Formel auftretenden Punkte 
2,, %,°**, 2, Spielen hier die Punkte (85) zusammen mit den Punkten a, b, c. 
Es kommt nun ersichtlich 

(86) N+Z(@+b+7+N) 35 Dio ley t so; Dez ley. 


6+0 Qai-- e+ 0 


Denn die reellen Teile von 


Po ~_ Di-* Igy, — i, *lgy, «°° 


a+0 i a, +0 


sind saimtlich aie weil y lings des Stiickes a---b der Achse der reellen 
Zahlen bis auf einen konstanten Faktor reell ist. 

Die Berechnung der rechten Seite der Gleichung (86) vollzieht sich 
in derselben Weise, wie im Falle der Gleichung (66). Man iibersieht 
sofort, daB man zu folgendem Ergebnis gelangt: 

Satz 7. Um die Anzahl N der in der oberen Halbebene liegenden 
Nullstellen eines Zweiges 

y = Cy, + C’y, = Dy, + D’y, = Ey, + E’y, 
der Riemannschen P-Funktion zu bestimmen, verfahre man im Falle, wo der 
Quotient C:C’ reell, aber C, C’, D und D’ von Null verschieden sind, 
folgendermaBen : 

Man bringe die Ausdriicke von y durch die Elementarzweige der 
P-Funktion auf die Form (68) und berechne sodann die ganze Zahl G 
gemaGB (71). Dann ist 


(37) N+ N= 3(e-1)+G+n, 


wobei, falls keine der Zahlen 1,, uw, eine positive ungerade ganze Zahl ist, 
y den Wert 


(88) 7 = - = am (* é*7) + os am (2 én) 
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besitzt. Die Gleichung (87) bleibt auch in dem Falle, wo i, oder uw, eine 
positive, ungerade, ganze Zahl ist, giiltig, wenn man dann nur in der Defi- 
nitionsgleichung (88) von » das erste bew. zweite Glied der rechten Seite 
durch 


1 1 
9 Send, bzw. —sgne, 


ersetat. Die Zahl N’ bedeutet die Anzahl der reellen Nullstellen von y, die 
zwischen a und b liegen. 

Hierzu ist noch folgendes zu bemerken: In den Darstellungen (68) 
von y wird c,=0 sein, wihrend d, und e, von Null verschieden sind. 
Das erste Glied auf der rechten Seite der Gleichung (71) verschwindet 
dementsprechend, indem sgnc,=0 zu setzen ist. Die Anzahl N’ ist nach 
§ 4 zu berechnen. — 

Es eriibrigt, die Fille C=—0, C’=0, D=0, D’=0 ma betrachten. 
Es handelt sich in diesen Fallen nach (65) um die Nullstellen eines Ele- 
mentarzweiger der P-Funktion. Wegen der Symmetrieeigenschaften der 
P-Funktion geniigt es, die Nullstellen der Zweige y, und y,, zu be- 
trachten. 

Fallt zuniichst y mit y,, zusammen, so haben die Gleichungen (65) 
folgende Gestalt: 


(89) 9-9 = os e~**P (fo) fa —%,) ¥3— f(A,) fa — Hy) ore Y) 





bd 


= Sve" (FO fA —m) ¥y =F) fv) ¥y)- 





Ich werde nun annehmen, da keine der Zahlen u,, v,, 1— A, eine posi- 
tive ganze Zahl ist, weil andernfalls einer der speziellen Fiille vorliegen 
wiirde, die im § 5 erledigt wurden. Die Funktion (89) kann dann wohl 
zwischen a und b, sowie zwischen ¢ und a, nicht aber zwischen b und c 
reelle Nullstellen haben. Die Anzahl ihrer reellen Nullstellen zwischen 
a und b bzw. zwischen ¢ und a betrigt nach den Siitzen von § 4 E(v,) 
bzw. E(u,). Die Formel (63) liefert nun fiir die Zahl N der in der 
oberen Halbebene liegenden Nullstellen von y,, die Gleichung 


, , 1 c— 
(00) = N+ S(e'+h+7+ Ew) +E) = 5; Dizi ley, 
wobei nur der reelle Teil der rechten Seite beizubehalten ist. Dieser wird 
analog wie in den friiheren Fiillen bestimmt. Man bringe niamlich (89) 
auf die (68) entsprechende Form: 


(91) Y= Ya = m(E,Y; + G+ id) yy) = n(e,y, + E+ te) y,). 
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Dann ist der Wert der rechten Seite in (90) 


(92) Segnd,[H(4,) + 4 1—— )] + A am (Xe), 


wobei im Falle, wo 4, eine positive ungerade ganze Zahl ist, am (= g ’) 
durch 5 sgnd, zu ersetzen ist. 
Der Vergleich von (89) und (91) ergibt nun 





inal) fA—w,) 0 sin we sxe’) f(A—th) 
d, + id, — 8,6 Fame)? wee dnen’ fas) 
und hieraus 


(98) sgnd,—=(—1)£0)+#0)+£0-4), am (~ ent) — am ((—1)FW)+ £0) . #4), 
wobei beriicksichtigt ist, daB a’ + 6+ y mit 4, zusammenfillt. 
Zur Berechnung der Amplitude setze ich 
4,=[AJ+e (O<e<}), 

unter [4,] die gr6Bte ganze, in 4, enthaltene Zahl verstanden. Es kommt dann 

= 1)F a) + Fim) #4 == (—1)F@) +20) +2) em — a em, 
Gilt das obere Vorzeichen, so ist 

am (= ev?) = ae = 2(4,—[A,]); 

dagegen, wenn das untere Vorzeichen gilt, 

am (= é*7) =a(e—1)—2(4,—[4,]—1) baw. =z, 
je nachdem 4, keine ganze Zahl bzw. eine ganze Zahl ist. 


Man hat daher 
(94) tam (= é7) = 4, — [4] — $ (1-1 + 20 + a) 
im allgemeinen, jedoch 
, 1 n 
(94’) = am (* #7) = 1 


in dem einen Falle, wo 4, eine ganze Zahl und zugleich E(u,) + E(v,) + A, 
ungerade ist. 

Ist 4, ganzzahlig, so kann 4, nur einen positiven ganzzahligen Wert 
haben, weil nach Voraussetzung 1 — A, keine positive ganze Zahl ist. Es 
ist also dann 


4>0, w=l—-v—-A<l, 4 =1-g-4<1, 
und daher 


E(u,) + E(y) + 4 = A. 
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Der Ausnahmefall, in welchem (94’) gilt, tritt also nur ein, wenn 4, eine 
positive, ungerade, ganze Zahl ist. Es ist dies also gerade der Fall, in 


welchem das zweite Glied in (92) durch + sgnd, zu ersetzen ist. 
Aus (90), (92), (93), (94) ergibt sich nun 


N ++ (Ee, + Ew) 
1 1 
=F 1pevenon+ 20-0 EG,) + £(1— 1F)] + 0, 
wobei im allgemeinen 
1 1 
n=- 4 ((4,) +3(l-C 1)FOs) + BC) + tad) . 
dagegen im Falle, wo 4, eine positive, ungerade, ganze Zahl ist, 
1 1 
ge —GAts 
zu nehmen ist. Fiir ein nicht ganzzahliges 4, ist nun ferner 
[4,] = sgn 4,(£(,)+ E(l—4,)), 
wahrend fiir ein positives ganzzahliges A, 
[A] = 4, = sgn d, (EG, + B—d,) + 1) 
ist. Hieraus folgt nach leichter Rechnung, daB in jedem Falle 


7ou— ; [ sgna,(E(2,) + E(l—d,)) + +( —(— 1)Fe+ Br) + #0) + Bt-2))| 


ist. So findet man schlieBlich: 
Satz 8. Es sei keine der Gripen u,, v,, 1 — 4, eine positive ganze 
Zahl. Dann ist die Anzahl N der in der oberen Halbebene liegenden Null- 


stellen des zum griferen Exponenten gehirenden Fundamentalzweiges y, 
durch die Gleichung 


(95) N + > (Eu, + Eo) 


— 5 (—1)Fe + 200+ 80-2) (E(a,) + ) — > 9gn a, (EQ, + Ea) — > 
bestimmt. 

Im Falle eines beliebigen positiven Wertes von A, ist 
E(l—4,)=0, E(u.) = EA—v—4,)=0, E(v,) — E—u—d,) = 0, 
sgn4,=—+1 
und die Gleichung (95) liefert dann also N=0. Der Fundamentalzweig y,, 

besitzt also, wenn 4, positiv ist, tiberhaupt keine imaginiire Nullstelle. 
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Es bleibt nun endlich noch die Anzahl der in der oberen Halbebene 
liegenden Nullstellen von 


(96) y~-9.= aos e~**8 (fu) fA—A) ¥; — fv) f—g) e Y») 


= Gow Oo Fovfa—d) ¥,— fu) fa—oy,) 


zu bestimmen. Dabei setve ich voraus, dab keine der GréBen 4,, 1—u,, 
1—v,,@ eine positive ganze Zahl ist, weil andernfalls einer der Fille 
vorliegen wiirde, die in § 5 erledigt worden sind. 

Fiir die zu bestimmende Anzahl N ergibt sich nun zuniichst die 
Gleichung 


(97) N+- y(et+B+y+N'+N") = xi Piso! 4a» 


wobei rechter Hand der imaginare Teil fortzulassen ist, und N’ bzw. N” 
die Anzahl der reellen Nullstellen von y, zwischen a und b, bzw. zwischen 
e und a bezeichnet. 

Die Berechnung der rechten Seite von (97) geschieht wie in den 
friiheren Fallen. Man setze (96) in die Form 


(98)  -y=y.= m(é,y,+ G+ td) y,) = n(e,y, + + 14) YY); 
dann ist der Wert der rechten Seite von (97) 


(99) } agnd, (E(4,) + (1—(—1)*)) + Lam (* e*?), 
und zwar ausnahmslos, da der Fall, wo A, eine positive ungerade Zahl ist 


und daher das zweite Glied in (99) durch + sgn dy zu ersetzen wiire, 


nicht in Betracht kommt. 
Nun findet man durch den Vergleich von (96) und (98) 
d,+id,——s e-txu ls) fA—e) n sinu7 gin(at pf) 
“ 


fu,)fa—a)’ m ~ *«* sinew fu)’ 








und daher 
sgn dy = (—1)#@)+ #0) +20-m)+£0—m), 


200) (4) m am A} W 40-0) -gtt-a, 


Zur Bestimmung der Amplitude setze man 
e—= Ele) +¢ (0<e<}); 


so kommt 


am (~ é7) =a(l—e«) baw. — zz, 
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je nachdem E(1—y,) + E(1—v,) + E(e) gerade oder ungerade ist. Also 
allgemein 


(101) am (=e'*”) = 2(E(e)— 9 + 5 (1+(—1)t-m + 20-0 + 20), 
Aus (97), (99), (100) und (101) folgt nun nach gehériger Reduktion 


(102) N+ 5(N'+N") 
= . (— 1)}2@+2@)+20-m,)+20-n) (E(a,) + >) * : E(e) — +: 


Die Anzahlen N’ und N” sind den Siitzen 2 und 4 in § 4 zu entnehmen. 
Man erhilt so schlieBlich den folgenden 
Satz 9. Es sei keine der Gripen @, 4,, 1—u,, 1—v, eine positive 
ganze Zahl. Dann ist die Anzahl N der in der oberen Halbebene liegenden 
Nullstellen des zum kleineren Exponenten gehirenden Fundamentalzweiges y, 
durch die Gleichung 


(103) N+ + (Eu,)+ Ee, +e+) 


1 1 1 , st = 
-> (E (e) — 3) + +. (— 1)F@)+ 2G) + £0—m)+20—%) (E(,) + >) 
bestimmt, wobei 


& = 5 (1—(—1)FO+ 20) +204) + 20m), 


n= +(1 — (— 1)F@)+ FA) + B01) + E(n)) 
ist. 
Die in diesem Paragraphen bestimmten Zahlen gestatten eine einfache 
geometrische Deutung. An den Stellen der oberen Halbebene, an welchen 


Cy, + CY. nal 0 
ist, besitzt der Quotient > den Wert — $ , weil y, und y,, nirgends 


gleichzeitig verschwinden kénnen. Nun bildet der Quotient a bekannt- 


lich die obere Halbebene auf ein von drei Kreisbogen begrenztes Gebiet 
ab.*) Die oben bestimmten Zahlen N geben also an, wie vielfach sich 
dieses Gebiet tiber einen gegebenen Punkt — > hin erstreckt. Es bietet 


sich hier die Aufgabe, die von mir gefundenen Zahlen durch Betrachtungen 


*) H. A. Schwarz, Uber einige Abbildungsaufgaben, Crelles Journal Bd. 70 
oder Gesammelte mathematische Abhandlungen, Bd. II, 8. 80 (Berlin 1890). 
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zu bestiitigen, die der Analysis situs angehéren, was mit Hilfe der von 
Herrn Klein*) ausgebildeten Methoden keine gréBeren Schwierigkeiten 
haben diirfte. 


§ 9. 
Die Nullstellen der hypergeometrischen Funktion. 


Da sich die Riemannsche P-Funktion durch die GauBsche Reihe dar- 
stellen laB8t (vgl. die Formeln (13’)), so kénnen die erhaltenen Resultate 
auch als Eigenschaften der GauBschen Reihe ausgesprochen werden. Ich 
begniige mich damit, dieses nur fiir die Sitze niher auszufiihren, die sich 
auf die Elementarzweige der P-Funktion beziehen. 

In der Ebene der komplexen Verinderlichen x werde ein geradliniger 
Schnitt ausgefiihrt, welcher lings der Achse der positiven reellen Zahlen 
vom Punkte 1 zum Punkte oo fiihrt. Die mit diesem Schnitte versehene 
Ebene heiBe E’; sie stellt alle endlichen komplexen Zahlen x dar, mit 
Ausschlu8 derjenigen, die reell und > 1 sind. 

Bekanntlich gibt es nun eine in der ganzen Ebene LE’ eindeutige 
regulire analytische Funktion, welche fiir diejenigen Werte von x, deren 
absoluter Betrag <1 ist, durch die GauBsche Reihe 


(104) F(l,m,n,z)=14+ 1" 9+ tet apes 


dargestellt wird. Diese Funktion will ich ,ypergeometrische Funktion mit 
den Parametern |,m,n“ nennen und auch fiir diejenigen Werte von z, 
fiir welche die Reihe (104) nicht konvergiert, mit F'(l, m,n, x) bezeichnen. 
Setzt man nun 

z—a b—a 
(105) a= (sabe) = -——: 5» 
wo a<b<e drei reelle GréBen bedeuten, so geht F'(l, m,n, x) in den- 
jenigen Zweig der Riemannschen Funktion 


a, b, c 
(106) P | 0, 0, l | 
1—n, n—l—m, m 
tiber, welcher zum Verzweigungswert a und zum Exponenien © gehért. 
Wenn /, m, » reell und 
(107) A=|1—n|, p=|n—l—m|, v=|l—m| 
als nicht ganzzahlig vorausgesetzt werden, so werden demnach die auf die 








*) Vgl. namentlich die autographierte Vorlesung ,,Uber die hypergeometrische 
Funktion“ (Géttingen 1894). 
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Zweige y, und y,, beziiglichen Sitze hier Anwendung finden und offenbar 
die Anzahlen der reellen Nullstellen von F'(1, m, n, x) zwischen den Grenzen 
z=0O und «=1 (welche z=a und z=} entsprechen), sowie zwischen 
den Grenzen = — co und x = 0 (welche z= c und z =a entsprechen), 
sowie endlich die Anzahl der imaginiren Nullstellen von F(l, m,n, x) 
ergeben. 

Hierbei ist nun zu unterscheiden, ob von den beiden zu z= a ge- 
hérenden Exponenten 0 und 1—w» der erste oder der zweite der gréBere 
ist, mit anderen Worten, ob 


1—n<0O oder 1—xn>O 


ist. Im ersten Falle handelt es sich um den zum gréBeren Exponenten 
« = 0, im zweiten Falle um den zum kleineren Exponenten « =0 ge- 
hérenden Fundamentalzweig der Funktion (106). Aus den Zahlen (107) 
sind noch die folgenden weiteren zu bilden: 


1 1 
A= Z(lts4—p—v), m= Udt+e—v—A), 

(108) “J - 
y= 7 (1+v—i—p), = z(i+4+uty), 


Ferner schicke ich noch die Bemerkung voraus, daB die Funktion 
F(l, m,n, x) sich selbst konjugiert ist (dh. fir konjugierte Werte des 
Argumentes konjugierte Funktionswerte annimmt), und daB daher die An- 
zahl aller imaginiren Nullstellen der Funktion doppelt so groB ist, wie 
die Anzahl der in der oberen Halbebene befindlichen Nullstellen. 

Die Siitze 1—5, 8, 9 ergeben nun nachstehende Resultate: 


1. Fall: n> 1. 
Die Anzahl der reellen Nullstellen der hypergeometrischen Funktion 
F(l, m,n, x) betrdgt 
E(u,) im Intervall — c --- 0, 
E(v,) im Interval O--- 1. 
Unter der Voraussetzung, daB keine der Gripen w,,v,,1—A, eine 
positive ganze Zahl ist, betriigt die Anzahl der imaginiren Nullstellen von 
F(l, m,n, x) 


+ (E(4,) + >) — sgn a, (Ea) + Ed —4)) — | — E(u) — Er), 


wobei das obere oder das untere Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem 


E(u,) + E(v,) + El —4,) 
gerade oder ungerade ist. 
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Wenn eine der GréBen u,, v,, 1—A, eine positive ganze Zahl ist, so 
ist die Anzahl der imaginiiren Nullstellen von F(l,m,n,z) nach den 
Siitzen des § 5 zu bestimmen. 


2. Fall: n< 1. 
Die Anzahl der reellen Nullstellen der hypergeometrischen Funktion 
Fil, m,n, x) betriigt 
E(u,) + ¢ im Intervall — oo --- 0, 
E(v,) + 4 im Intervall 0O.---1, 
wobei « den Wert 0 hat, wenn 4, oder 1—-¥, eine positive ganze Zahl ist, 
in jedem anderen Falle aber « den Wert 0 oder 1 hat, je nachdem 


E(4) + E(4,) + E(u,) + EA —) 
gerade oder ungerade ist, wobei ferner y den Wert 0 hat, wenn 1, oder 
1—, eine positive ganze Zahl ist, in jedem anderen Falle aber y den 
Wert 0 oder 1 hat, je nachdem 

E(4) + E(A,) + E(v,) + EA — a) 
gerade oder ungerade ist. 

Unter der Voraussetzung, daB keine der Gripen oe, 4,, 1—u,, 1—, 

eine positive ganze Zahl ist, betriigt die Anzahl der imagindiren Wurzeln 
von F(l, m,n, 2) 


1 1 ' 
E(e) — > + (EQ) + 5) — Ea) t+e+ Eo) +1), 
wobei das obere oder das untere Vorzeichen zu nehmen ist, je nachdem 
E(o) + E(4,) + EA—,) + EA —»,) 
gerade oder ungerade ist. 

Wenn eine der GréBen o, 4,, 1—u,, 1—», eine positive ganze Zahl 
ist, so ist die Anzahl der imaginiren Nullstellen von F(/,m,m,) nach 
den Siatzen des § 5 zu bestimmen. 

Die durch die vorstehenden Sitze gegebenen Anzahlen habe ich (unter 
AusschluB der Fille, in welchen eine der GréBen g, 4,, 4,, v, ganzzahlig 
ist) ohne Beweise in meiner Note*) ,,Uber die imaginiren Nullstellen der 
hypergeometrischen Funktion“ mitgeteilt. Beim Vergleiche der dort ge- 
gebenen Anzahlen mit den hier gefundenen wolle man beachten, daB man 


u mit » und uw, mit v, zu vertauschen hat, um die Bezeichnungen hier 
mit denen dort in Ubereinstimmung zu bringen. 

*) Nachrichten der K. Gesellschaft der Wissenschaften zu Gidttingen, Math.-phys. 
Klasse, Sitzung vom 5. Mai 1906. 
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§ 10. 


Uber die Lage der imaginiren Nullstellen der hypergeometrischen 
Funktion. 


Setzt man, unter /, m, n zuniichst beliebige Werte verstanden, 


n—1 l+m—n+1 


(109) p(x) =x? (l—z) ? Fil, m,n, 2), 
so geniigt g(x) der Differentialgleichung 
a’? 
wobei 
2 
(111) big m SEO 


(1 — 2)’ 
ist und A, B, C die Konstanten 
qi2) 4=(5")', Baim—"@t*=)4! o- ("Fy 
bedeuten. 

Die Funktion g(x) ist in der Ebene der komplexen Variabeln z nach 
AusschluB derjenigen reellen Werte, welche < 0 oder >1 sind, eindeutig 
und regulir. Es sei nun r ein bestimmter, nicht reeller Zahlenwert, s zu 
r konjugiert imaginér. Die Funktionen 

p(r-t), p(s-t) 

werden dann in der Ebene der komplexen Variabeln ¢ beide gleichzeitig 
eindeutig und regulir sein, wenn man diejenigen Werte ¢ ausschlieBt, fir 
welche entweder r¢ oder st den oben erwihnten reellen Werten (die <0 
oder > 1 sind) angehért. Diese Werte von ¢ werden durch vier Halb- 
gerade reprisentiert, von denen zwei vom Nullpunkte, die beiden anderen 
von den Punkten - bzw. : nach dem unendlich fernen Punkte fiihren. 
Die Bestimmung iiber die Potenzen 


n—1 





a- 
=e 9 
a? =—e* ™ und (l—z) #? =e 





! _ I = 
1 +m—n+1 tment ig(t—2) 


denke ich mir so getroffen, dab lgz und lg(1—z) fiir reelle, zwischen 0 
und 1 liegende Werte von a selbst reell sind. Die Funktion g(x) ist 
dann sich selbst konjugiert, wenn /, m, m reelle Werte besitzen, wie ich 
von nun an voraussetzen will. 

Nach (110) gelten nun die Differentialgleichungen: 


FeO _ k(rt)- p(rt), 
(118) ee ) 
TP) _ K(st) - p(st), 





(dig?) 
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und aus diesen folgt: 





d P 
(114) zigi (97) ice — 9(st) Fie?) — (kis —kird) wert) geo. 


Ich will nunmehr annehmen, daf r und folglich auch s eine Null- 
stelle der hypergeometrischen Funktion F(/,m,m, a) sei und unter dieser 
Annahme die Gleichung (114) iiber das Intervall 1 ---¢ der reellen Zahlen- 


achse integrieren. Dabei bezeichne ¢ einen positiven reellen Wert. Auf 
diese Weise kommt 


{keh —k0rt) p(rt) o(st)digt = st g(rt) g (st) —rtg(st) 9 (rt), 


oder mit Riicksicht auf (111) 


(115) (s—r) f (20+ B)+(A—C) (r+-s)t—@A+B) rst], 200 900 ag 


— rt)? (1—sf)* 
= st p(rt) p' (st) —rt p(st) p (r?). 

In der Umgebung der Stelle ¢=0 ist die rechte Seite von (115) nach 
aufsteigenden Potenzen von ¢ entwickelbar und zwar beginnt die betreffende 
Entwicklung, wie eine leichte Rechnung ergibt, mit einem Gliede der 
Form const. 7". 

Wenn daher » > 0 ist, so wird die rechte Seite von (115) fiir t= 0 
verschwinden, so daB dann 


1 
: ‘ t 
(116) J ((20+ B)+(A—C) (r+s)t—(2.4+B)rst] an enttap dt = 0 
ist, wobei das Integral geradlinig zu nehmen ist. 
Diese Gleichung kann nun, weil (rt) g(st) wesentlich positiv ist, 
nur dann bestehen, wenn 


(20+ B) + (A—C)(r+s)t—(2A+B)rs# 
im Intervalle 0<¢<1 sowohl positive, als auch negative Werte an- 
nimmt, oder aber bestindig Null ist. Der letztere Fall tritt nur ein, wenn 
C= A, B=—2A, also k(z) = 0-7 **t4 C= (">*)" ist. Wir 


“—a 
diirfen ihn als interesselos ausschlieBen, weil F(/, m,n, 2) in diesem Falle 
einer Potenz von 1—z gleich ist. 


DaB nun die Gleichung 
(20+ B) + (A—C)(r+s)t—(2A4+B)rst?=0 


oder, wenn 


(117) r= E+ ing, 3 = by — it 
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gesetzt wird, die Gleichung 
(2C+ B) + 2(A—C)&,t — (24+ B) (E,?#+ 9,24) = 0 
eine zwischen © und 1 liegende Wurzel ¢ besitzen muB, laBt sich auch 
dahin aussprechen, daB in der Ebene der komplexen Variabeln 
(118) z2=§+in 


die Verbindungsstrecke des Nullpunktes mit dem Punkte r= &, + ing 
den Kreis 


(119) (20+ B) + 2(A—C)E — (24+ B) (E+ 77) = 0 
treffen muB. 

Fihrt man, wie im vorigen Paragraphen, die GréBen 
(120) A=|n—1|, o=|n—l—m|, v=\l—m| 


ein, so wird 
(121) A= te, Bai(t—vt—#-1), C12, 


und die Gleichung des Kreises (119) nimmt die Gestalt an: 
(122) (mw? + v? — A?— 1) (€? + 9*) + 2(42?—v*) & — (uw? + 429 —v*® —1) = 0. 

Es gilt demnach der folgende Satz: 

Die Parameter 1, m,n der hypergeometrischen Funktion F(l, m,n, x) 
seien reell und iiberdies n > 0 vorausgesetet. Jede imagindre Nullstelle der 
Funktion hat dann eine solche Lage, dap die Verbindwngsstrecke derselben 
mit dem Nullpunkt den Kreis (122) trifft. 

Ist 

w+ v?— 7?-1=—0, 
so geht die Gleichung (122) in die Gleichung § — 1 = 0 iiber, und unser 
Satz besagt dann, daB jede imaginire Wurzel der hypergeometrischen 
Funktion rechts von der Geraden § = 1 liegt, oder daB imaginire Wurzeln, 
deren reelle Teile kleiner als 1 sind, nicht existieren. 

Ist aber 

w+ p?— 727-140, 
so stellt (122) denjenigen Kreis vor, dessen Mittelpunkt die Koordinaten 
g?— 42 


es ss OM Da 
hat und dessen Radius gleich dem absoluten Werte von 


p*—1 
e+e —i—1 
ist. Dieser Kreis umschlieBt den Nullpunkt oder nicht, je nachdem 
|u®—1|>|v?—2?| oder |u?—1| <|v*®—A/?}. 
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Im ersten Falle besagt unser Satz, daB im Innern des in Rede 
stehenden Kreises sich keine imaginire Nullstelle der hypergeometrischen 
Funktion befindet, im zweiten Falle aber, daB die vom Nullpunkt an den 
Kreis gehenden Tangenten zusammen mit dem zwischen ihren Beriihrungs- 
punkten liegenden Kreisbogen ein Gebiet bestimmen, in welchem keine 
imaginare Nullstelle der hypergeometrischen Funktion liegt. 

Wenn v = |/—m)| nicht ganzzahlig ist, so beginnt die Entwicklung 
der rechten Seite der Gleichung (115) an der Stelle t= oo mit einem 
Gliede der Gestalt const. ¢’-*. Unter der Voraussetzung vy <1 wird daher 
das in der Gleichung (115) auftretende Integral fiir ¢ = oo verschwinden. 
Daraus ergibt sich ersichtlich der folgende weitere Satz: 

Die Parameter 1,m,n der hypergeometrischen Funktion F(l, m,n, x) 
seien reell und iiberdies vy =|l—m| nicht ganzzahlig wnd <1 vorausgesetet. 
Jede imaginiire Nullstelle der Funktion hat dann eine solche Lage, dap die- 
jenige von ihr ausgehende Halbgerade, deren Verliingerung durch den Null- 
punkt geht, den Kreis (122) trifft. 

SchlieBlich will ich noch bemerken, daB die in diesem Paragraphen 
angesteliten Betrachtungen sich weiter vertiefen und auch auf die imagi- 
niiren Nullstellen beliebiger sich selbst konjugierter Zweige der Riemann- 
schen P-Funktion verallgemeinern lassen. 





Den Zitaten, die ich oben gegeben habe, fiige ich hier noch einige 
weitere hinzu. Hermite hat in seiner Arbeit ,Sur les racines de la 
fonction sphérique de seconde espece* (Mémoires de la Société Royale des 
Sciences de Boheme, VII™ série, tome 4, Prague 1890) mehrere Siitze 
iiber die imaginiiren Nullstellen der Kugelfunktion zweiter Art bewiesen. 
Diese Sitze beziehen sich also auf einen Zweig der speziellen P-Funktion, 


die zu den Exponentendifferenzen 4 = 2n + 1 + + , w=0, v= + ge- 
hért, unter m eine positive ganze Zahl verstanden. Fiir die auf die reellen 
Nullstellen der hypergeometrischen Funktion beziiglichen Siitze von Herrn 
Klein haben sich Hermite und Stieltjes lebhaft interessiert, wie dies 
aus der ,Correspondance d’Hermite et de Stieltjes“ (t. II, p. 132, 134, 142, 
Paris 1905) hervorgeht. In seinem Briefe vom 9. Februar 1891 schreibt 
Stieltjes: ,M. Hurwitz a remarqué comme moi (et avant moi) que le 
théoreme de M. Klein sur les racines de F(a, b,c, x) = 0 s’obtient aisé- 
ment a l'aide de la méthode de Sturm. Son travail est 4 l’impression, 
et j'attendrai done pour voir s'il s’est occupé aussi des racines imaginaires. 
C’est & Taide de la méthode de M. Klein elle-méme que je crois voir 
comment il faudra préciser cette question des racines imaginaires. Mais 
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je suis bien convaincu que tout ce qu’on pourra obtenir sera accessible 
aussi par la méthode qui consiste a calculer le nombre des racines & 
l'aide de la variation de l’argument. I| faudra recourir aux formules qui 
donnent la continuation de la fonction dans les diverses parties du plan etc.“ 
Man sieht, daB Stieltjes damals mit der Absicht umging, Sitze aufzu- 
suchen, wie ich sie in § 9 der vorstehenden Arbeit bewiesen habe. So- 
viel ich weiB, hat er indessen diese Absicht nicht verwirklicht. 

In einem engen Zusammenhange mit diesen Sitzen stehen auch die 
Ergebnisse meiner Arbeit tiber die Nullstellen der Besselschen Funktion 
(diese Annalen, Bd. 33, S. 246). Bekanntlich laBt sich die Besselsche 
Funktion als ein Grenzfall der hypergeometrischen ansehen. Daher wird 
es méglich sein, die auf die Nullstellen der letzteren Funktion beziiglichen 
Siitze durch einen Grenziibergang in entsprechende Siitze fiir die Besselsche 
Funktion tberzufihren. 


Ziirich, im Juli 1907. 


Wihrend des Druckes dieser Arbeit hatte Herr F. Klein die Freundlichkeit, 
mich auf die Abhandlung von Herrn Van Vleck aufmerksam zu machen, die unter 
dem Titel ,,A determination of the number of real and imaginary roots of the hyper- 
geometric series“ in den Transactions of the American Mathematical Society (vol. 3, 
January 1902) erschienen ist. Auf Grund der geometrischen Methoden des Herrn 
Klein bestimmt Herr Van Vieck auSer den Anzahlen reeller Wurzeln auch die- 
jenigen Anzahlen imagina’rer Wurzeln, welche ich im § 9 betrachtet habe. Herrn 
Van Vleck gebiihrt also das Verdienst, zuerst fertige Formeln fiir diese Anzahlen 
aufgestellt und bewiesen zu haben. Der Form nach sind Herrn Van Vlecks Re- 
sultate nicht so einfach wie die meinigen, und es leuchtet nicht ohne weiteres ein, 
da8 die von uns auf verschiedenen Wegen gefundenen Zahlen miteinander iiberein- 
stimmen. Bei einigen von mir angestellten Stichproben hat sich indessen wirklich 
villige Ubereinstimmung ergeben. Die Anzahlen der imaginiren Nullstellen beliebiger 
Zweige der Riemannschen P-Funktion, die ich im § 8 bestimmt habe, hat Herr 
Van Vleck nicht in Betracht gezogen. Wie ich schon am Schlusse jenes Paragraphen 
bemerkt habe, diirfte es wohl nicht schwierig sein, diese Anzahlen auch mit Hilfe 
der Methoden des Herrn Klein zu erhalten. [September 1907.] 
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Uber die Darstellung ganzer Zahlen als Summen von sechsten 
Potenzen ganzer Zahlen. 


Von 


Avsert Fiecx in Berlin. 


Bekanntlich ist jede ganze positive Zahl als Summe von héchstens 
vier Quadraten ganzer Zahlen darstellbar (Lagrange). Eine Verkleine- 
rung der Héchstzahl vier ist unméglich, da es Zahlen gibt, welche zu 
ihrer summatorischen Darstellung nicht weniger als vier Quadrate er- 
fordern. 

Wihrend hier die Feststellung der Anzahl exakt gegliickt ist, bietet 
die Zerlegung einer Zahl in (positive) Kuben oder Biquadrate oder fiinfte 
Potenzen insofern bisher untiberwindliche Schwierigkeiten, als man nur 
dazu gelangt ist, festzustellen, da fiir die Hochsteahl der betreffenden 
Potenzen, die zur Darstellung jeder, noch so groBen, Zahl sicher aus- 
reichen, eine absolute angebbare Grenze vorhanden ist. An die Erreichung 
des exakten Resultates ist aber hier noch gar nicht zu denken. Fiir noch 
hohere als fiinfte Potenzen war bisher noch nicht eimmal bekannt, ob eine 
solche Grenze existiert. 

Fiir die dritten Potenzen ist es Herrn Maillet*) gelungen, nachzu- 
weisen, daB jede ganze Zahl sich in eine bestimmte — fiir alle Zahlen 
gleiche — Héchstzahl von positiven Kuben zerlegen laBt. Maillet hat 
diese Grenze auf 17 bestimmt. Verfasser**) dieses hat sie als leicht auf 
13 reduzierbar nachgewiesen. Mehr als 13 Kuben sind also zur Dar- 
stellung irgend einer Zahl nie erforderlich. Doch gibt es bis 40000 keine 





*) Sur la décomposition d'un nombre entier en une somme de cubes d’entiers 
positifs (Association frangaise pour l’avancement des sciences. Congrés de Bordeaux 
1895, S. 242247). — Eine Reproduktion des Mailletschen Beweises siehe in der 
folgenden Abhandlung Note **). 

**) Uber die Darstellung ganzer Zahlen als Summen von positiven Kuben und 
als Summen von Biquadraten ganzer Zahlen (Sitzungsberichte der Berliner mathem. 
Gesellsch. Jahrg. V, S. 2, 1906). 
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Zahl, die zu ihrer Darstellung mehr als neun Kuben bendtigte 
(v. Sterneck). *) 


Fiir die vierten Potenzen zeigte Liouville**) aus der Identitit: 
6 (art yt att w= (w-ty)+ (ate) + (etu)+ (yte)+ (y+u)'+ (e+u)! 
+ (2—y)t+ (a)*-+ (@—u)*+ (ya)'+ (y—u)*+ (20) 
daB jede ganze positive Zahl N die Summe von héchstens 53 Biquadraten 


ist. Denn, da links das sechsfache Quadrat einer beliebigen Zahl n, steht, 
so ist jedes Sechsfache einer beliebigen Zahl N, 


6.N = 6(n,’+ n,*+ n,*+ n,?), 
durch 48, also jede beliebige Zahl 


Z=6N+a (a = 0, 1, 2, 3, 4, 5) 
durch héchstens 53 Biquadrate ausdriickbar. 

Die Zahl 53 erfuhr Reduktionen durch Realis***) auf 47, durch 
Lucas*) auf 45 und spiter}+) auf 41, durch den Verfasser (s. 8. 561 Note*)) 
dieses auf 39 und zuletzt durch Herrn Landauy}}) auf 38. Doch ist 
keine Zahl bekannt, welche nicht durch héchstens 19 Biquadrate dar- 
stellbar wire. 

Fiir die fiinften Potenzen ist durch Maillet*+) bewiesen worden, 
daB 192 solcher zur Darstellung jeder Zahl geniigen. Diese Anzahl lait 
sich leicht noch um ca. 36 Einheiten reduzieren. Doch ist diese Ver- 
ringerung zwecklos, weil auch die dann resultierende Anzahl noch zu sehr 
von der vermutlichen idealen Grenzzahl (37) differiert. 

Uber die fiinften Potenzen hinaus ist die Mailletsche Methode nicht 
anwendbar. Aber schon Waring**}) hat die Vermutung ausgesprochen, 
daB zur Darstellung jeder noch so groBen Zahl hichstens eine bestimmte An- 
zahl n** Potenzen erforderlich ist. 

*) Uber die kleinste Anzahl Kuben, aus welchen jede Zahl bis 40000 zusammen- 
gesetzt werden kann. Sitzungsberichte der K. Akad. der Wissensch. in Wien. Math.- 
naturwissenschaftliche Klasse Bd. 112, Abt. II*, Dez. 1903, S. 1627—1666. 

**) Der Liouvillesche Beweis findet sich in Lebesgue, Exercices d'Analyse 
numérique. Paris 1859 (Leiber et Faraguet), 8. 118—115. 

***) Note sur un théoréme d’Arithmétique (Nouv. Corresp. mathématique Bd. IV, 
1878, S. 209—210). 

+) Sur la décomposition des nombres en bicarrés (ebenda p. 323—325). 

+t) Sur un théoréme de M. Liouville, concernant la décomposition des nombres 
en bicarrés (Nouv. Ann. de Math. Ser. 2, Bd. 17, S. 536—537). 

+tt) Uber die Darstellung einer ganzen Zahl als Summe von Biquadraten (Rendi- 
conti del Circolo Matematico di Palermo T. XXIII, 1907, S. 91—96). 

*+) Quelques extensions du théortme de Fermat sur les nombres polygones 
(Journ. de mathématiques Ser. 5, Bd. Il, 1896, S. 363—3880). 

**+) Meditationes algebraicae, ed. III, Cambridge 1782, S. 349--350. 
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Dies ist nicht schon a priori klar, und es gibt Zahlenreihen, von welchen 
— zur Darstellung gewisser Zahlen — immer mehr Glieder erforderlich 
werden, je gréBer jene Zahlen werden. Ein Beispiel bildet die Reihe mit 
dem allgemeinen Glied 1-2-3---m = m!, denn es sind z. B. zur Darstellung 
der Zahl n-n! genau die m Zahler m! erforderlich. Die obere Grenze 
ist daher hier unendlich groB. Auch geometrische Reihen gehdren 
hierher. 

Fiir sechste Potenzen stand bisher nicht fest, ob eine endliche Héchst- 
zahl iiberhaupt existiert. Im folgenden soll fiir die Darstellung ganzer Zahlen 
durch sechste Potenzen gezeigt werden, daB eine gewisse endliche Anzahl 
solcher zur Darstellung aller Zahlen sicher geniigt. 

Auch in dieser Richtung ist bereits ein — allerdings mibgliickter — 
Versuch gemacht worden. Bei Laisant*) befindet sich folgende von 
Lucas*) aufgestellte Identitat: 


10(a2+ y+ t+ ut) (at y)t+ (e+e) (e+u)+(y+e)+(y-+u)+(s-+u)* 
+ (@—y)"+ (0-2) (2 —u)*+ (y—2)"+ (y—u) + (eu) 
+ 4a®+ 4y9+ 4e8+ dud, 


Diese ist offensichtlich falsch! Sie lautet im Original**) ebenso und ist 
auch spiater nicht richtig gestellt worden. 

Die Methode, welche ich zur Auffindung einer passenden Identitit 
verwandte, beruht auf folgender einfachen Uberlegung. 

Es ist (a*+ b?+ c*+ d*)® darzustellen oder ein Vielfaches davon. Die 
Entwicklung dieses Ausdrucks enthilt nur quadratische Summanden, und 
derselbe ist in eine Summe von sechsten Potenzen der Form 


(aa + Bb+ ye + dd)® 


zu verwandeln. Also miissen zuniichst die «, B, y, d so beschaffen sein, 
daB in der entwickelten Summe alle Glieder, welche ungerade Potenzen 
von a, b, c,d enthalten, sich aufheben. 

Dies ist z. B. bereits der Fall bei (a+ 0)*+(a—b)®, also auch bei 


der Summe 
B= (a+))'+ (a—b)'+ (a+ e+ (a—c)"+ (a+ d)*+(a—d)'+0+0)'+(0—c) 
(12) 


+ (b+d)*+ (b—d)'+ (c+d)*+ (c—d* = > [a +O} 





*) Laisant, Recueil de problémes de mathématiques. Algébre. Théorie des 
nombres. Probabilités. Géométrie de situation. 8. 125, No. 407. 

**) Journ. de Mathématiques élémentaires et spéciales (Bourget), Bd. I, 1877, 
8. 127, Aufgabe 38. 
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Die (12) tiber dem rechts stehenden Ausdruck zeigt die Anzahl der 
Summanden an. 

Diese Summe B reicht aber nicht aus, denn wenn auch hier die 
Glieder mit ungeraden Potenzen fehlen, so kénnen wir doch nicht die 
Koeffizienten mit denen von (a?+5?+c¢*+d*)° in Ubereinstimmung bringen. 

Dies gelingt aber, wenn wir noch einige Summen von ihnlichen 
Eigenschaften ausfindig machen. Dazu gehért zuniichst 

(4) 
Cm ab + b+ c+ a= >" [a]. 
Gr 


Da aber in (a?+b*+c*?+d*)® auch Glieder der Form 6.a*b*c* er- 
scheinen, so miissen wir auch noch eine ahnliche Summe finden, in der die 
a, b, c, d zu dreien kombiniert vorkommen. Nun ist leicht zu sehen, daB 


(a+b+c)*+ (—a+b+c)*+ (a—b+c)*+ (a+b—c) 
die verlangte Eigenschaft hat, und um auch d zu seinem Rechte kommen 
zu lassen, miissen wir mehrere derartige Summen zu folgendem Ausdruck 
vereinigen: 

A =(a+b+c)*+ (—a+b+c)§ + (a—b+c)*+ (a+b—c)® 

+ (a+b+d)*+ (—a+b+d)*+ (a—b+d)*+ (a+b—d)® 

+ (a+e+d)°+ (—a+c+d)*+ (a—c+d)*+ (a+ce—d)® 

+ (b+c+d$+ (—b+ce+d)°+ (b—c+d)°+ (b+c—d) 


(16) 


=>’ [otbtef. 
Gceon 
Nunmehr kénnen wir vier ganze positive Zahlen 
m,n, p,r 
so finden, dab 
(1) mA+nB+ pC =r(a?+?+e+ a). 


Es wird, wenn wir entwickeln, bei Anwendung leicht verstindlicher 
Abkirzungen, 


A= 12 >) a* + 120 >’ a*h? + 360 >’ a®d*e?, 
— ad E* 

B= 6 >S'ab+ 30 > att, 
a: on" 

C= > a 


a--d 
und andererseits: 


(a+ B+ c+ a) — > at + 38>’ ath? + 6 > atb*e, 
a---d a---d a---d 
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eine Formel, deren Einsetzung in (1) bei Koeffizientenvergleichung folgende 
Beziehungen ergibt: 





12m+ 6n+p= fr r= 60m, 
120m + 30n = | oder \n= 2m, 
360m =6r p = 36m. 


Hieraus erhalten wir z. B. fiir m= 1 das Wertsystem: 
m=1; n=2; p=36; r= 60, 
woraus sofort die gewiinschte Identitat folgt: 
(a+b+e)§+ (—a+b+c)*+ (a—b+c)*+ (a+b—c) 
+ (a+b+d)°+ (—a+b+d)°+ (a—b+d)+ (a+b—d) 
+(a+e+d+ (—a+e+d)'+ (a—c+d)+ (a+e—d) 
+(b+e+d)§+ (—b+e+d)°+ (b—c+d)*°+ (6+c—d) 
+ 2(a+ b)® + 2(a—b)* + 2(a+c)*+ 2(a—c)*+ 2(a+d)*+ 2(a—d)® 
+2(b+c)® + 2(b—c)® + 2(b+ d)§ + 2(b—d)*+ 2(c+d)*+ 2(c—d)® 
+ 36a° + 360° + 36c® + 36d* = 60(a*?+ b?+ c?+ a*), 
oder mit der oben eingefiihrten Abkiirzung geschrieben: 
(16) (12) (4) 


D> (atbsclt+ 2 > [a+b] + 36 > [a}’— 60(a*+ b+ c+ a)’.*) 


Hier steht links eine Summe von 1- 16+ 2-12+ 36-4 — 184 sechsten 
Potenzen, rechts aber der sechzigfache Kubus irgendeiner Zahl n,. Nun 
liBt sich aber jede Zahl N als Summe von hiéchstens 13 Kuben (etwa 
der Zahlen n,, ”,,-+-+, %3) ausdriicken, also wird das Sechzigfache jeder 
ganzen Zahl N eine Summe von hichstens 13 - 184 = 2392 sechsten Po- 
tenzen und daher jede beliebige Zahl Z = 60N + a (a = 0,1, 2, ---, 59) 
eine Summe von héchstens 2392 + 59 = 2451 sechsten Potenzen. — Die 
Reduktion dieser Anzahl wire zwar leicht, aber ohne besonderen Nutzen. 
Sie mag daher hier unterbleiben. 

Die Methode versagt bei den achten Potenzen, wie man leicht findet, 
deshalb, weil hier zum Unterschied gegen oben bereits zwei Arten von 
Gliedern aus zwei Faktoren erscheinen, nimlich a*°b*? und a* bd‘, und, gleich- 
viel wie wir die m, n, p usw. wihlen, sich hier stets ein bestimmtes Ver- 
hiltnis der Koeffizienten herausstellt, das nicht mit dem anderswertigen 
Verhiltnis der entsprechenden Koeffizienten der anderen Seite in Einklang 
gebracht werden kann. 





*) Die obige Identitat mit der aus ihr gezogenen Folgerung betr. die Zerlegung 
einer Zahl in sechste Potenzen habe ich am 28. Nov. 1906 in der Berliner mathe- 
matischen Gesellschaft vorgetragen. 
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Es ist ersichtlich, daB auf dhnliche Weise wie oben eine groBe Anzahl 
von Identitiiten abgeleitet und fiir chnliche oder andere Zwecke nutebar ge- 
macht werden kann.*) 


Berlin, Dez. 1906. 


*) Hier kénnten noch die hdheren Kombinationen und Potenzen eine Rolle 
spielen; ein Beispiel ist die Summe 
(8) 
_Dletitetam—(otbtetaen+(—o—b+e+ain+(—a} bb dm4(—at b+o—a)em 


+(—atbte+dm4( a—bte+dm4( atb—c+dm4( at+b+e—ajm 


deren Entwicklung nur Glieder mit geraden Potenzen enthilt. 

(Dagegen ergibt z. B. die obere Halfte der rechten Seite allein den Wegfall 
aller Glieder mit ungeraden Potenzen der a, b, c, d, ausgenommen diejenigen Glieder, 
die ungerade Potenzen aller vier GréBen zugleich enthalten. Die untere Hilfte ver- 
halt sich ebenso.) 


Ahnliches ergibt die allgemeine Betrachtung der Summe 
(¢)*") 
S (4tq4--ta). <n) 
Prey a 
Zur Erklirung sei erwihnt, daB, wenn die + Zeichen der a; in jeder Weise bei allen 
a;, auch bei a, variiert wiirden, wir 2* Ausdriicke der in der eckigen Klammer 
stehenden Art erhalten wiirden. Da dann aber zu jedem Ausdruck auch der ent- 
gegengesetzt gleiche gehdren wiirde, so brauchen wir nur die Hilfte der 2* Ausdriicke, 
also nur 2‘~', was dadurch angedeutet ist, daB vor a, das + Zeichen fehlt. — Sind 
nun » Zahlen, a,, 4,,---, Gn, gegeben, so deuten die a,,---,a, der eckigen Klammer 


irgend eine Kombination der n Zahlen zur k*" Klasse an, deren es (z) gibt. Also 
deutet das J im Ganzen die Summe von (?) 2k-* 2m" Potenzen an. 


Die Auswertung dieser Summe ergibt nur Glieder mit geraden Exponenten der 
a;, und zwar wird: 


()?") 


a +a,+-: -+a,]}** = Qt! -P> Coa aayiGay tee ai git. ape, 


wo 
@ +a +--+ a—m, k<n, 
é die Anzahl der Exponenten a, von a,, welche nicht Null sind. Die innere Summe 


bezieht sich auf alle a, die der obigen Gleichung geniigen, die AuBere Summe auf 
alle Kombinationen zur k*" Klasse der a,, a,,---, @,. 
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Uber die Darstellung gewisser ganzer rationalzahliger definiter 
Funktionen als Summen von vierten resp. sechsten Potenzen 
ganzer rationalzahliger Funktionen. 


Von 


Ausert Fieck in Berlin. 


Herr Landau*) hat zuerst nachgewiesen, daB jede definite Funktion 
einer Variablen mit rationalzahligen Koeffizienten sich als Summe von 
Quadraten ganzer rationalzahliger Funktionen ausdriicken laBt. Im Héchst- 
falle geniigen dazu sicher 44+ 4 Quadrate, wenn die definite Funktion 
vom Grade 2k ist. Die Héchstzahl der Quadrate ist also nur von k, 
nicht von der Art der definiten Funktion abhingig. 

Speziell zeigte Herr Landau**), daB jede definite Funktion zweiten 
Grades sich als Summe von héchstens fiinf Quadraten darstellen 1laBt, 
und daB es solche Funktionen gibt, die durch weniger als fiinf Quadrate 
nicht ausdriickbar sind. Das gleiche ist auch fiir definite Funktionen 
vierten Grades der Fall.***) 

SchlieBlich hat Herr Landau+) gezeigt, daB unter Voraussetzung 
eines von Herrn Hilbert+}) ausgesprochenen Satzes, daB nimlich jede 
total positive Zahl eines algebraischen Zahlkérpers sich als Summe von 
vier Quadraten gewisser Zahlen des Kérpers darstellen laBt, sich jede 
definite ganze rationalzahlige Funktion n‘" Grades als Summe von acht 
Quadraten ganzer rationalzahliger Funktionen ergibt. Dadurch ist die 
Héchstzahl sogar von » unabhiingig geworden. 


*) Uber die Darstellung definiter biniirer Formen durch Quadrate (Math. 
Annalen Bd. 57, 1908, S. 583—64). 
**) Uber die Zerlegung definiter Funktionen in Quadrate (Arch. der Mathem. (3) 
Bd. VII, 1904, S. 271—275). 
***) Vorhergehende Arbeit S. 275—277 und die Arbeit des Verfassers dieses: Zur 
Darstellung definiter bin’rer Formen ete. (Archiv (3) Bd. X, 1906, S. 23—38). 
+) Uber die Darstellung definiter Funktionen durch Quadrate (Math. Avnalen 
Bd. 62, 1906, S. 272—281). 
+t) Encyklopidie der math. Wissensch. Bd. I, S. 696, Leipzig 1900. 
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Im folgenden soll fiir gewisse definite Funktionen gezeigt werden, dap 
sie eine additive Darstellung durch eine endliche, fiir alle diese Funktionen 
gleiche, angebbare Hochstzahl vierter resp. sechster Potenzen zulassen. 

Es ist klar, daB nicht jede definite Funktion vierten resp. sechsten 
Grades als Summe von vierten resp. sechsten Potenzen darstellbar ist. 

So wird man vergeblich 

a+a2+1 oder 2+27+1 
in der Form 

Z(ax+ py resp. Z(axr + B)® 
darzustellen versuchen, da in letzteren Ausdriicken das Glied mit z’ nicht 
in Wegfall kommen kann. 

Ich benutze fiir meinen oben ausgesprochenen Zweck von obigen 
Satzen zuniichst nur den Landauschen iiber die Zerlegbarkeit quadratischer 
definiter Funktionen. Ferner sind nétig folgende zwei Identititen, welche 
leicht bestiatigt werden kénnen und welche auf dem in meiner hier voran- 
gehenden Arbeit (S. 563ff.) beschriebenen Wege gefunden wurden. 

Es ist naimlich fiir irgend welche fiinf Zahlen a, b, c, d, e: 


(a+b+c)* + (—a+b+c)* + (a—b+c} + (a+b—c)* 
+ (a+b+d) + (—a+b+d) + (a—b+d} + (a+b—dy* 
+ (a+b+ ef + (—a+b+ ce) + (a—b+ 0) + (a+b—e)* 
+ (a+e+d+(—a+e+d* + (a—c+d) + (a+e—d) 
+ (a+e+ e+ (—a+c+e)* + (a—c+e)*+ (a+cec—e) 
+ (a+d+e)* + (—a+d+e)* + (a—d+e)* + (a+d—e)* 
+ (b+ ¢+d)* + (—b+c¢+d) + (b—c+d)* + (b+ ¢—d)* 
+ (b+c+e)* + (—b+c+e)* + (b—c+e} + (b+c—e)* 
+ (b+d+e)* + (—b+d-+ e+ (b6—d+e)t + (6+d—ey* 
+(e+d+e)* + (—ce+d+e)' + (c—d+e)*+ (ec +d—e)* 


(A’) 


+ 6(a+b) + 6(a—b) + 6(4+0) + 6(a—c} 
+ 6(a+d)* + 6(a—dy* + 6(a+e) + 6(a—e)* 
+ 6(b+e4 + 6(-—ct + 6+ + 6-—d) 
+ 6+e + 6(b—ef + 6 +d)* + 6(c—d) 
+ 6(e+e)* + 6(c—ef + 6(d+e)* + 6(d—e)} 
= 72 (a? +b? ++ d+ *)*. 


Oder mit der in der vorigen Arbeit verwendeten Abkiirzung geschrieben: 


(40) (20) 


(A’) > (a+ose} + 6 >" [at bf = 2@+R+ +a er. 
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Und ebenso ist 


(40) (5) 


®) Sla+bset+ 36 >’ [a]* — 60(a* + 8+ c+ a? + e%) 


Seien nun a, b, c, d, e irgendwelche ganze rationalzahlige Funktionen 
von « vom Grade 0 oder 1, dann ist jede quadratische definite Funktion 
in der Form 
@+RP+ei4+P+e 

darstellbar. Rechts steht also, abgesehen von den Koeffizienten 72 resp. 
60, in (A’) das Quadrat einer beliebigen quadratischen definiten Funktion, 
in (B’) der Kubus einer solchen. 

Die Koeffizienten 72 resp. 60 kénnen wir auf folgende Weise aus- 
schalten. Wir ergiinzen sie durch Multiplikation zum Quadrat resp. zum 
Kubus, multiplizieren also (A’) mit 2, dann wird rechts 


12°(a? +B? +? + d+) = (47+ B+C+ D?+ EY) 
stehen, denn hier laBt sich die definite Funktion 
12(a* + b? + 2? + d + e*) 


aufs neue durch finf Quadrate ausdriicken. Wegen der Zulissigkeit 
rationalzahliger Koeffizienten kann dann offenbar auch 


44+ B2+C+DP+E 


jede beliebige quadratische definite Funktion sein. 
Ebenso verfahren wir in (B’). Wir multiplizieren mit 
2. 3?. 5? — 450 
und gewinnen so rechts den Kubus jeder beliebigen quadratischen definiten 
Funktion. 

Links aber stehen im Falle(A’): 2(40+6-20)=— 320 Biquadrate. 

im Falle (B’): 450(40 + 180) =99000 sechste Potenzen. 
Damit sind folgende Sitze bewiesen: 

Satz A’: Jedes Quadrat einer definiten ganzen, rationalzahligen quadra- 
tischen Funktion von x ist die Summe einer endlichen, bestimmbaren, von 
den Koeffizienten der Funktion unabhingigen Hochstzahl von Biquadraten 
ganzer rationalzahliger, hichstens linearer Funktionen. 

Satz B’: Jeder Kubus einer definiten ganzen, rationalzahligen quadra- 
tischen Funktion von x ist die Swmme einer endlichen, bestimmbaren, von 
den Koeffizienten der Funktion unabhingigen Hochstzahl von sechsten Potenzen 
ganzer rationalzahliger, hichstens linearer Funktionen. 

Gleiches gilt auch fiir definite Funktionen vierten resp. sechsten 
Grades, die sich als Summe von Quadraten resp. Kuben definiter quadra- 
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tischer Funktionen darstellen lassen. Auch sie sind Summen endlich 
vieler vierter resp. sechster Potenzen. 

Endlich lat sich auch jede definite quadratische Funktion einer 
definiten quadratischen Funktion durch Biquadrate ausdriicken. Denn 
es ist: 

b\2? , 4ac—b? - a>0O 
ax*+ bx +e—a(x+ A) + =ay'+b sa 

und eine definite Funktion hiervon: 
2 \2 A>0 
A(ay + Uy +B B>0) 
Da aber sowohl A wie B als auch (ay* + 6’)? Summen endlich vieler 
Biquadrate sind, so gilt das auch fiir den aus ihnen zusammengesetzten 

Ausdruck. 

Es ist in (A’) und (B’) ein Spezialfall der folgenden allgemeinen 
Sitze abgeleitet worden, weil wegen der Anzahl fiinf der notwendigen 
Funktionen a, b, c, d, e die Identitiiten sich leichter deutlich machen 
lieBen. 

Im folgenden sollen die beiden allgemeineren Siitze bewiesen werden: 

Satz A: Das Quadrat jeder definiten ganzen rationaleahligen Funktion 
von x ist die Summe einer endlichen, bestimmbaren, vom Grade und den 
Koeffizienten der Funktion unabhiingigen Hochstzahl von vierten Potenzen 
ganzer rationalzahliger Funktionen. 

Satz B: Der Kubus jeder definiten ganzen rationalzahligen Funktion 
von x ist die Summe einer endlichen, bestimmbaren, vom Grade und den 
Koeffizienten der Funktion unabhiingigen Hichsteahl von sechsten Potenzen 
ganzer rationalzahliger Funktionen. 

Zum Beweise dieser Siitze dient der anfangs erwihnte aus dem 
Hilbertschen abgeleitete Landausche Satz, daB jede definite Funktion 
die Summe von héchstens acht Quadraten ist.*) 

Die notwendigen Identititen nehmen hier einen so groBen Umfang 
ein, daB wir nur die abgekiirzte Form hier anfiihren kénnen. In dieser 
Form aber kénnen sie mit Hilfe der in der SchluBanmerkung der vorigen 
Arbeit gegebenen allgemeinen Formel (S. 566) leicht abgeleitet werden. 

Seien a, b, c, d,e, f, 9g, acht Zahlen, so folgt: 


*) Es ist jedoch zu bemerken, daB die Endlichkeit der Anzahl der vierten resp. 
sechsten Potenzen auch schon — wenn auch schwieriger — aus dem Landauschen 
Satze folgt, daB jede definite Funktion 2k**" Grades durch hichstens 4k + 4 Quadrate 
dargestellt werden kann. In letzterem Falle wird aber als Héchstzahl der vierten 
resp. sechsten Potenzen ein von k abhédngiger Ausdruck erhalten, wihrend die obige 
Héchstzahl von k unabhiingig ist. 

















Darstellung definiter Funktionen durch vierte resp. sechste Potenzen. 571 
(560) 


> (at b+e+ dt — 280 5’ at + 720 >" ab, 
—, 


(56) 


> (e+ -= 14S) at + 12 >) a*b*. 


a--+h 
Ferner ist: 


@+P++ Pp P+ P+ —g th — > at +2 >) a. 
Multiplizieren wir diese drei Gleichungen der Reihe nach mit m, n, 1, 
so folgt durch Addition und Koeffizientenvergleichung 

280m + l4n= r 
720m + 12n =2r 
Also z. B. fir m=1 
(560) (56) 
(A) D okbtes d+ 10D [o +0} 
=40 +P 4EQ¢ M+ Pt Pty? + h*)*. *) 


Fiir sechste Potenzen folgt entsprechend: 
(560) 


> [a@tb ++ dj = 280 > a + 1800 >’ atb® + 3600 >? atbtet, 
&, 


(8) 


> w - De 


a---h 


@+P+ P+ P+ e+ Pty +h) — > a+3 > atl?+6_> arbic?, 


woraus: 


n= 10m, 
r = 420m. 


woraus 


(560) (8) 


(B) 2 ot btot dt + 820 D [ol 


=P EPH PEEP HY + hi)? 


Rechts stehen in den Formeln (A) und (B) das 420- resp. 600-fache 
des Quadrates resp. des Kubus einer Summe von acht Quadraten. Sind 





*) Ebenso leicht gewinnt man folgende Identititen, die man auch fiir den 
Beweis verwenden kénnte: 


(560) 


Dlatdtetay+eo Slr mowr sr peraretrty +h?! 


3 SS latb-beta)'420 Sa Ldc}'— 252000 pet paps gt the 
ah a---h 
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die a, b,---,h also acht Funktionen héchstens k*** Grades von z, so stellt 
die Quadratsumme jede beliebige definite Funktion 2k*" Grades dar. 

Links aber stehen im Falle (A): 560 + 10-56 = 1120 Biquadrate 
von Funktionen héchstens k*" Grades, 

im Falle (B): 560+8-320— 3120 sechste Potenzen solcher Funktionen. 
Multiplizieren wir jetzt noch (A) resp. (B) mit 105 resp. 45, so erhalten 
wir das einfache Quadrat resp. den einfachen Kubus einer definiten Funktion, 
ausgedriickt durch héchstens 105 - 1120 = 117600 Biquadrate resp. durch 
45 - 3120 = 140400 sechste Potenzen, womit die Sitze (A) und (B) be- 
wiesen sind. 

Auch hier folgt noch: Jede definite Funktion 4k" resp. 6k*" Grades, 
die sich als Summe von endlich vielen Quadraten resp. Kuben definiter 
Funktionen (héchstens 2k Grades) darstellen laBt, ist zugleich eine 
Summe einer endlichen, vom Grade und den Koeffizienten der Funktion 
unabhingigen Hichstzahl von vierten resp. sechsten Potenzen. 


Berlin, Dez. 1906. 
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Micnagt Baver. AuBerwesentliche Diskriminantenteiler. 


Uber die auBerwesentlichen Diskriminantenteiler einer Gattung. 


Von 


Micnaet Baver in Budapest. 


1. Die Begriindung einer allgemeinen Idealtheorie der algebraischen 
Zahlen wurde durch die Tatsache erschwert, daB die Diskriminanten der 
zur Gattung gehérigen ganzen Zahlen auch ,auferwesentliche Teiler“ be- 
sitzen kénnen. Diese Tatsache wurde zum ersten Male von Herrn Dede- 
kind an einem einfachen Beispiele festgestellt.*) Derselbe hat auch a. a. O. 
die notwendige und hinreichende Bedingung fir die Existenz auBer- 
wesentlicher Teiler abgeleitet. Spiiter beschiftigte sich Herr Hensel**), 
durch Kronecker angeregt, mit derselben Frage; er wies vorerst durch 
spezielle Untersuchungen nach, daB die fraglichen Teiler sehr hiaufig auf- 
treten; dann aber gab er auch seinerseits eine notwendige und hinreichende 
Bedingung fiir das Vorhandensein auBerwesentlicher Teiler, welche formell 
von der Dedekindschen ganz verschieden ist. 

2. Im folgenden méchte ich darauf hinweisen, daB der Satz tiber die 
Puiseuxschen Zahlen***) das hiiufige Auftreten der auBerwesentlichen 
Teiler recht anschaulich macht. Ubrigens wire dies nur von methodischem 
Interesse, wenn auf diese Weise nicht auch solche Tatsachen festgestellt 
werden kénnten, welche aus den Untersuchungen der Herren Dedekind 
und Hensel nicht folgen. 

3. Die Zahl w, welche die Gattung ([) bestimmt, geniige der ganz- 
zahligen Gleichung: 

(1) a“+e-'4+---+e,=—0, n>3. 


*) Uber den Zusammenhang zwischen der Theorie der Ideale und der Theorie 
der héheren Kongruenzen. Gittinger Abhandlungen 1878. 

**) Arithmetische Untersuchungen iiber die Diskriminanten und ihre auBer- 
wesentlichen Teiler. Berliner Diss. 1884. Von den spiiteren Publikationen bes. 
Crelle 113. Hensel hat auch bewiesen, daf die auBerwesentlichen Teiler durch 
Adjunktion beseitigt werden kénnen. 

***) Crelle 132, S. 21—35. 
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Wir wollen nun zeigen, wie’ man durch die geeignete Wahl der 
Koeffizienten c, der Gattung ([) gewisse Eigenschaften vorschreiben kann. 
4. Es sei 
p<n 
eine Primzahl und wir fordern, daB dieselbe ein auBerwesentlicher Teiler 
der Gattung sei. Das wird nach Herrn Dedekind sicher erfiillt, wenn die 
Zahl p in (f) eine Zerlegung: 
(1) P=PiP2*** Pp 
besitzt, wo die Primideale voneinander verschieden sind. Eine solche 
Zerlegung wird aber statthaben, wenn die Puiseuxschen Zahlen der Glei- 
chung (I) z. B. in der folgenden Weise gewahlt werden: 
=, 9.. 
: 1’? 1 
2) . 
= 3 (#,”) = 1 fiir eine andere Primzahl r. 


ty = fiir die Primzahl p, 


5. Es wird gefordert, dab die Primzahl 
p<ua-—l1 
ein auBerwesentlicher Teiler und ferner auch ein Teiler der Gattungs- 
diskriminante sein soll.*) Das wird sicher erreicht, wenn 
P =P" Po-** Pas 


ist; was wieder eintritt, wenn die Puiseuxschen Zahlen in folgender Weise 
gewahlt werden: 


‘ “| &,..., “3, = 1 (mod 2) fiir die Pr. p, 
<; (a,n)=—1 fiir eine andere Pr. r. 
n 


6. Die Gattung (f) besitze keinen auBerwesentlichen Teiler. Es seien 


(4) Wi> Wan °° Wo ** 


simtliche Primzahlen, welche kleiner als » sind. Da tiberhaupt nur diese 
Zahlen als auBerwesentliche Teiler auftreten kénnen, wird die Forderung 
erfillt, wenn die Gleichung (I) in bezug auf jede Zahl gq, die einzige 
Puiseuxsche Zahl 


(5) <5 (aj,n) = 1 
*) Es ist evident, daB ein auSerwesentlicher Teiler nur dann in der Gattungsdis- 
kriminante auftreten kann, wenn »>4 ist. Herr Hensel hat in seiner Dissertation 


zum ersten Male festgestellt, daB ein auferwesentlicher Teiler auch in der Gattungs- 
diskriminante auftreten kann. 
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besitzt. Die Zahlen gq, sind dann Primidealpotenzen und kénnen folglich 
keine auBerwesentlichen Teiler sein. 

7. Die Gattung besitze nur solche auberwesentlichen Teiler, welche 
in der Gattungsdiskriminante auftreten (n>4). Man wihle die Puiseux- 
schen Zahlen z. B. in bezug auf qg, gleich 


@, 
2, = 5 «, = 1 (mod 2), 


in bezug auf g, (i>1) gleich den Zahlen (5). 

8. Die auBerwesentlichen Teiler sollen nicht in der Gattungsdiskri- 
minante auftreten. Man sorge dafiir, daB alle Primzahlen, welche kleiner 
als » sind, eine Zerlegung von der Gestalt (1) besitzen. 

9. Die Gattung soll von den gegebenen Gattungen 

lr, ly, eae 
verschieden sein. Sei r eine solche Primzahl, welche relativ prim zu den 
Diskriminanten der gegebenen Gattungen ist. Die Puiseuxschen Zahlen 
in bezug auf dieselbe sollen noch frei sein. Wenn wir jetzt fiir die Glei- 
chung in bezug auf r z. B. die einzige Puiseuxsche Zahl 


<, (a, n)=1 


vorschreiben, dann tritt r in die Diskriminante der Gattung (f) ein, wo- 
durch die Forderung erfillt wird. 

10. Die Gattung soll eine allgemeine d. h. affektlose sein.*) Diese 
Forderung wird erfiillt, wenn die Puiseuxschen Zahlen in bezug auf 
héchstens drei beliebige Primzahlen geeignet gewahlt werden. 

11. Aus dem Vorhergehenden folgen die Sitze: 

Zu jedem Grade n>3 gehéren unendlich viele verschiedene Gattungen, 
welche auBerwesentliche Teiler besitzen (nicht besitzen). 

Zu jedem Grade n >4 gehéren unendlich viele verschiedene Gattungen, 
deren auBerwesentliche Teiler eine der folgenden Eigenschaften aufweisen: 

I) keiner tritt in der Gattungsdiskriminante auf, 

II) einige treten in der Gattungsdiskriminante auf, 

III) alle treten in der Gattungsdiskriminante auf. 

Beide Satze bleiben auch dann giiltig, wenn gefordert wird, daB die 
Gattung eine affektlose sei.**) — 


*) Crelle 182, S. 21—35. 
**) Mit der Dichtigkeit der Gleichungen 
ce + e,2"~* +--+, =O, 
¢; rational ganz, 
welche Gattungen mit auBerwesentlichen Teilern liefern, steht es genau so, wie mit 


der Dichtigkeit der affektlosen Gleichungen. Vgl. die Note: Ganzzahlige Gleichungen 
ohne Affekt. Math. Annalen Bd. 64, 8. 325. 
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12. Zum Schlusse behandeln wir das Dedekindsche Beispiel. Die 
Zahl « geniige der Gleichung: 
F(a) = oe — o? — 2a —-8 =0. 
Die Gleichung ist eine irreduzible, weil sie keine rationale ganze Wurzel 
besitzt. Die Puiseuxschen Zahlen in bezug auf 2 sind 


ae? 3 
infolgedessen ist die Zahl 2 im untersuchten Bereiche ein Produkt von 
drei verschiedenen Primidealen. 








